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 Concepto de eje
 “Un eje es un elemento no 

giratorio que no transmite par 
de torsión que se utiliza para 
soportar ruedas rotatorias, 
poleas y elementos parecidos”

 El eje de un automóvil no es un 
eje verdadero. El término es un 
remanente de la era de caballo 
y la calesa, cuando las ruedas 
giraban sobre elementos no 
rotatorios.
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 Concepto de eje
 Un eje no giratorio puede diseñarse con facilidad y 

analizarse como una viga estática.

Reacciones

Momentos flectores

Deformadas

Esfuerzos cortantes
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 Concepto de eje
 “Un eje es un elemento no 

giratorio que no transmite 
par de torsión que se utiliza 
para soportar ruedas 
rotatorias, poleas y elementos 
parecidos”

Esfuerzo 
predominantes en 
función distancia 
entre caras y 
características 
geométricas eje.



Dr. José Luis Olazagoitia y MABH

DISEÑO DE EJES Y ÁRBOLES
1. INTRODUCCIÓN

6

 Concepto de árbol transmisor de potencia
 “Un árbol de transmisión, también llamado árbol principal es 

aquel que recibe la potencia de una máquina motriz y la 
transmite a máquinas conectadas a él por medio de correas, 
cadenas o engranajes.”

 El árbol de potencia, generalmente de sección transversal 
circular, se emplea por tanto para transmitir potencia o 
movimiento.

 Es el eje de rotación u oscilación de elementos como 
engranes, poleas, volantes de inercia, manivelas o 
similares.
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 Concepto de árbol transmisor de potencia
 “Un árbol de transmisión, también llamado árbol principal 
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transmite a máquinas conectadas a él por medio de correas, 
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 El árbol de potencia, generalmente de sección 
transversal circular, se emplea por tanto para 
transmitir potencia o movimiento.
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Robot
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Trasmisión. Anclaje.
Independiente. 
Diferentes distancias ejes.
Tipos esfuerzos en arboles.
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12Fatiga pletina.
Ranuras alivio.
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13Reenvió, placa
Árbol- Fatiga tornillo, pasador pletina
Árbol hueco, chavetero.
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Eje
Arbol
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Eje
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 El estudio de los ejes puede estudiarse con las técnicas estudiadas en 
Resistencia de Materiales.

 No hay en ellos nada único que los haga especiales. Sin embargo, debido a 
que se utilizan muchísimo, merece la pena prestar una especial atención a sus 
aplicaciones de diseño de máquinas.

 El diseño de un árbol completo depende de los componentes que irán en él.
 Habitualmente se identificarán las áreas críticas y se dimensionarán para 

cumplir los requisitos de resistencia.
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 Los análisis de deflexión y pendiente no 
pueden realizarse hasta que se haya definido 
la geometría de todo el eje.

 Por tanto la deflexión es una función de la 
geometría de todas las partes, mientras que el 
esfuerzo en una sección de interés es una 
función de la geometría local.

 Una vez que se han establecido valores 
tentativos para las dimensiones del eje se 
pueden determinar deflexiones e inclinaciones.
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Cambios secciones en función elementos.
Funcionamiento afecta a los puntos críticos.

Hombro
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 La deflexión se ve afectada por la rigidez (no por la 
resistencia). La rigidez depende el material y la geometría. 

 Si el material es fijo (p.e. acero) donde el módulo de 
elasticidad es esencialmente constante en sus distintas 
variaciones, sólo nos quedará la geometría de la pieza para 
influir en la rigidez de la misma.
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 Los aceros de mayor resistencia (por tratamiento térmico o aleaciones) no 
tienen por qué garantizar una mejor resistencia. Como se ha visto, en estos 
aceros la falla por fatiga se reduce moderadamente y puede llegar a 
contrarrestar los efectos beneficiosos de una resistencia mayor.

 Suele ser buena práctica comenzar con un acero de bajo costo (contenido bajo 
o medio de carbono) como primer paso en los cálculos de diseño.

 Si las consideraciones de resistencia dominan sobre las de deflexión, entonces 
puede probarse un material con mayor resistencia, lo que permite que los 
tamaños del eje se reduzcan hasta que el exceso de deflexión adquiera 
importancia.

Deformación mayor en eje…
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 El costo del material y su procesamiento debe ponderarse en relación 
con la necesidad de contar con diámetros de ejes más pequeños. Espacio, 
peso-Dinero.

 Por lo general los ejes no requieren endurecimiento superficial a menos 
que sirvan como un recubrimiento real en una superficie de contacto.

 El acero estirado en frío se usa para diámetros menores de 75mm. El 
diámetro nominal puede dejarse sin maquinar en áreas que no 
requieren el ajuste de los componentes (Tolerancias dimensionales) .

Ajuste:
Juego.
Apriete.
Indeterminado
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Ajuste:
Juego.
Apriete.
Indeterminado
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 El acero estirado en frío se usa para diámetros menores de 75mm. El 
diámetro nominal puede dejarse sin maquinar en áreas que no requieren el 
ajuste de los componentes (Tolerancias dimensionales).
 El acero laminado en frío pasa por un proceso de conformación a temperatura 

ambiente. No hay que preocuparse por el cambio de volumen y de forma del material. 
Es adecuado para usos en los que no se requieren formas precisas y tolerancias bajas. 
El laminado en frío es normalmente más costoso que el laminado en caliente.

 El laminado en frío aumenta la resistencia y dureza del acero y disminuye su ductilidad 
(es decir, su capacidad de deformarse plásticamente de manera sostenible sin 
romperse), y por eso es necesario someterlo a un proceso llamado recocido.

 El acero laminado en caliente debe maquinarse por completo. En ejes 
grandes, cuando se retira mucho material, los esfuerzos residuales pueden 
tender a causar alabeo.
 Es acero laminado que ha pasado por el proceso de conformación a una temperatura 

superior a los 926 grados para evitar que se recristalice. Al acero que está por encima 
de la temperatura de recristalización puede dársele forma mucho más fácilmente . 
También es más barato de fabricar. Durante el proceso de enfriamiento, el acero 
laminado en caliente se contrae, haciendo que su tamaño y forma final sean menos 
predecibles.

 Si la concentricidad es importante, puede ser necesario maquinar las 
rugosidades, después tratar térmicamente para remover los esfuerzos 
residuales e incrementar la resistencia, luego maquinar para el acabado y 
llegar a las dimensiones finales.
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 La cantidad de piezas a fabricar debe tenerse en cuenta en la selección del material.
 El torneado es la operación más común. Un punto de vista económico puede requerir 

la eliminación de una cantidad mínima de material.
 Si la producción es alta puede permitir ir a un mínimo de material del eje y se puede 

llegar a especificar hierro fundido. Los engranes deberán fundirse de manera 
integral con el eje.

 Las propiedades del eje depende localmente de su historia: trabajo en frio, formado 
en frío, laminado de los rasgos del filete, tratamiento térmico, medio de temple, 
agitación y régimen de templado.

 En algunos entornos agresivos puede ser una opción el acero inoxidable.
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 La geometría de un eje suele ser la de un cilindro escalonado, 
en función de la posición de los elementos que debe acomodar.

 El uso de “hombros” es un buen método para localizar en 
forma axial los elementos del eje y para ejecutar cualquier 
carga de empuje necesaria.

 La configuración geométrica del eje dependerá de los 
elementos que vayan sobre él. Puede haber más de una 
solución.
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 No existen reglas absolutas pero se pueden 
seguir algunas directrices relativas a …

 Configuración axial de componentes (En 
general…)
 Mejor apoyar los componentes que 

soportan carga entre cojinetes, en lugar de 
colocarlos en voladizo.

 Poleas y coronas dentadas se montarán por 
fuera para facilitar la instalación de la 
banda o cadena. La longitud del voladizo 
debe mantenerse corta para minimizar la 
deflexión.

 Sólo dos cojinetes. En ejes largos puede 
ser necesario más. En este caso atención 
con el alineamiento de los cojinetes.

 Ejes mantenerse cortos para minimizar 
momentos y deflexiones.

F axial

F radial

Además el ángulo de presión. 
Dirección normal al plano de la vista.
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 No existen reglas absolutas pero se pueden 
seguir algunas directrices relativas a …

 Configuración axial de componentes (En 
general…)

 Sólo dos cojinetes. En ejes largos puede 
ser necesario más. En este caso atención 
con el alineamiento de los cojinetes.

 Ejes mantenerse cortos para minimizar 
momentos y deflexiones.

 Deseable cierto espacio axial entre 
componentes para el flujo de lubricante y 
dar espacio para el desensamble.

 Los componentes de carga deben 
colocarse cerca de los cojinetes (para 
reducir el momento y las deflexiones)

 Ubicación axial de los componentes por 
medio de “hombros”.

 Si las cargas axiales son muy pequeñas 
hacerlo sin hombros y confiar en ajustes 
de presión, pasadores o collarines con 
tornillos de sujeción.
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 Soporte de cargas axiales
 Donde sea necesario proporcionar un medio de transferir las 

cargas axiales al eje, y después, mediante un cojinete, al 
suelo. (P.e. engranes helicoidales o cojinetes de rodillo). Los 
hombros existentes pueden ayudar.

 Mejor un solo cojinete para soportar la carga axial, permite 
tolerancias más grandes en las dimensiones de la longitud 
del eje y es compatible con cambios de temperatura. (P.e.
cojinete empotrado vs cojinete apoyado libre) Rodamiento 

especifico 
carga axial.
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 Transmisión de par de torsión
 Muchos árboles deben poder 

transmitir un par de torsión de un 
engrane o polea de entrada, a través 
del eje, a un engrane o polea de 
salida. 

 El tamaño debe ser adecuado para 
soportar el esfuerzo y la deflexión 
por torsión.

 Necesario proporcionar un medio 
para transmitir el par de torsión 
entre el eje y los engranes.
 Cuñas – chavetas
 Ejes estriados
 Tornillos de fijación
 Pasadores
 Ajustes a presión o por contracción
 Ajustes ahusados

DISEÑO DE EJES Y ÁRBOLES
3. CONFIGURACIÓN DEL EJE
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 Transmisión de par de torsión
 Necesario proporcionar un medio 

para transmitir el par de torsión 
entre el eje y los engranes.
 Cuñas – chavetas
 Ejes estriados
 Tornillos de fijación
 Pasadores
 Ajustes a presión o por contracción
 Ajustes ahusados

 Además de transmitir el par, 
muchos de estos dispositivos están 
diseñados para fallar si el par de 
torsión excede ciertos límites de 
operación aceptables, con lo que se 
protege a los componentes más 
caros.

 Conocer las discontinuidades del eje 
para determinar las ubicaciones 
críticas.
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 Ensamble y desensamble
 Tener en cuenta el método de ensamblado de los componentes 

al eje, y de éste al marco.
 En gral. requiere el diámetro más grande en el centro del eje, y 

diámetros progresivamente más pequeños hacia los extremos 
para permitir que los componentes se deslicen hacia las puntas.

 Si se necesita un hombro a ambos lados de un cojinete, debe 
crearse uno por un anillo de retención o un manguito entre dos 
componentes.

 La misma caja de engranes necesitará medios para posicionar 
el eje en sus cojinetes y éstos en el marco. Se logra 
proporcionando acceso a través del alojamiento del cojinete en 
el extremos del eje.
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 Ensamble y desensamble
 Cuando se requiere ajuste por presión al eje, diseñarse para que 

no sea necesario presionar sobre una longitud larga del eje. Esto 
puede requerir un cambio adicional del diámetro, pero reducirá el 
costo de fabricación y ensamble (tolerancia estrecha en longitud 
corta).

 Tener en cuenta la necesidad de desensamblar los componentes. 
Considerar aspectos de accesibilidad a los tornillos de retención, 
espacio para jaladores, aberturas para permitir la presión del eje o 
los cojinetes, etc.
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 Ubicaciones críticas
 No es necesario estudiar los esfuerzos en todos los puntos de 

un eje; hacerlo en las ubicaciones potencialmente críticas 
que habitualmente se localizan en la superficie exterior, en 
ubicaciones axiales donde el momento flector es grande, 
donde el par de torsión está presente y donde existen 
concentraciones de esfuerzo.

 Por comparación directa pueden identificarse unas cuantas 
ubicaciones críticas sobre las cuales puede basarse el 
diseño. También puede resultar útil una evaluación de 
situaciones de esfuerzo típicas.
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MOMENTOS FLECTORES.
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Momentos flectores en dos planos.
Fuerza tangencial y normal engranajes.
Se sumaran.
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 Ubicaciones críticas
 La  mayoría de los ejes transmiten la torsión a través de 

una parte de ellos. El par de torsión suele ser relativamente 
constante. El esfuerzo cortante debido a torsión será mayor 
en superficies exteriores.

Zona contacto
Generadora torsión
Tx= Momento Torsor
Punto concentración
Tensiones.

Distancia
Fuerza.
My =Momento Flector

Angulo de presión.

P=Tω
Potencia=ParxVel. angular
T1ω1=T2ω2

Teoría de máquinas.rar
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 Ubicaciones críticas
 Los flectores se determinan por diagramas y 

habitualmente es necesario construirlos en dos 
planos. El ángulo de fase no es importante 
puesto que el eje gira y alternará tracción y 
compresión en cada sección por cada revolución 
del eje.

 El esfuerzo normal es mayor en las superficies 
exteriores.

 Los esfuerzos axiales sobre eje (debidos a 
engranes helicoidales o cojinetes ahusados de 
rodillo) casi siempre son despreciables en 
comparación con el esfuerzo flector. A menudo 
son constantes por lo que contribuyen poco a la 
fatiga. En general es aceptable despreciarlos 
cuando hay flexión presente en el eje.

 Si se aplica una carga axial al eje de alguna 
otra manera no es seguro suponer que es 
despreciable sin verificar las magnitudes.

Prensa
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 Esfuerzos en ejes
 Un eje puede estar sometido a esfuerzos de flexión, torsión y 

axiales, con componentes medias y alternantes.
 Cargas axiales comparativamente menores. Despreciables.
 Esfuerzos fluctuantes:

 Donde las Ms representan los momentos flexionantes y las 
Ts los pares de torsión medio y alternante.

 Las Ks son los factores de concentración de esfuerzo por 
fatiga de flexión y de torsión.

I

cM
K a

fa 
I

cM
K m

fm 

J

cT
K a

fsa 
J

cT
K m

fsm 

MMCircular

σ ଷଶெ

గௗయ

τ =
16𝑇

𝜋𝑑ଷ

Flexión 

Torsión
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 Esfuerzos en ejes
 Un eje puede estar sometido a esfuerzos de flexión, torsión y 

axiales, con componentes medias y alternantes.
 Cargas axiales comparativamente menores. Despreciables.
 Esfuerzos fluctuantes:

 Donde las Ms representan los momentos flexionantes y las 
Ts los pares de torsión medio y alternante.

 Las Ks son los factores de concentración de esfuerzo por 
fatiga de flexión y de torsión.
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ESFUERZO
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I
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cM
K m

fm 

J

cT
K a

fsa 
J

cT
K m

fsm 

MM

G es el módulo de 
elasticidad transversal 

J módulo de torsión o 
momento de torsión (o 
inercia torsional)
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 Esfuerzos en ejes
 Esfuerzos fluctuantes:

 Ms momentos flexionantes y las Ts los 
pares de torsión.

 Las Ks son los factores de 
concentración de esfuerzo por fatiga 
de flexión y de torsión.

I

cM
K a

fa 
I

cM
K m

fm 

J

cT
K a

fsa 
J

cT
K m

fsm 

Si es Cte.
Flexión 
reversible o 
alternada.
Cada vez 
aplicada a un 
punto distinto. Kt

Kts

t  q(K 1) 1fK   

t  q(K 1) 1fK   s s
Si es Cte. 
fuerza.
No existe 
alternancia.

Caso típico.
Eje gira a vel. Ang. 
cte y potencia cte.

0 am TM

Kt
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 Esfuerzos en ejes
 Supuesto eje sólido con sección transversal redonda, se 

pueden introducir términos apropiados para c, I y J.

 Cuando se combinan estos esfuerzos según la teoría de Von 
Mises para ejes giratorios, redondos y sólidos sin tener en 
cuenta las cargas axiales tenemos:
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 Esfuerzos en ejes
 Recordar que, en ocasiones, los factores de concentración del 

esfuerzo son opcionales para los componentes medios con 
materiales dúctiles. 

 Estos esfuerzos medios y alternantes equivalentes pueden 
evaluarse usando una curva de falla apropiada sobre el diagrama 
de Goodman. 

 Por ejemplo, si tomamos como referencia la línea de Goodman…

 Sustituyendo las tensiones media y alternante según las fórmulas 
anteriores …

 De donde puede despejarse d si se quiere diseñar el diámetro 
adecuado del eje.
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 Esfuerzos en ejes
 Según la teoría de Goodman...

 Según Soderberg…

 Según Gerber…
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 Esfuerzos en ejes
 En caso de eje giratorio con flexión y torsión constantes, el 

esfuerzo flexionante es reversible y la torsión es constante, 
por lo que se pueden simplificar las ecuaciones anteriores:

 Siempre es necesario comprobar que no falla estáticamente 
en el primer ciclo de carga. Arranque régimen transitorio. 

 Criterios como Soderberg evita inherentemente la fluencia. 
En otros hay que comprobarlo…

 Para una verificación rápida y muy conservadora de la 
fluencia se puede reemplazar ’max con ’a + ’m .
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 Esfuerzos en ejes
 Criterios como Soderberg evita inherentemente la fluencia. 

En otros hay que comprobarlo…

 Para una verificación rápida y muy conservadora de la 
fluencia se puede reemplazar ’max  con ’a + ’m .
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 En caso de eje giratorio con flexión y torsión constantes, el 

esfuerzo flexionante es reversible y la torsión es constante, por lo 
que se pueden simplificar las ecuaciones anteriores:
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ଵ/ଷ

𝑑 =
16

𝜋

2𝑀௔

𝑆௘
+

3𝑇௠

𝑆௬௧

ଵ/ଷ
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ଵ/ଷ0 am TM

Soderberg

Situación límite.
(Singular)
CS=n=1
d (n=1) < D

44 mm  < 60 mm
D es suficiente

Kf=1
Kfs=1

D
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Situación límite.
(Singular)
CS=n=1
d (n=1) < D

44 mm  < 60 mm
D es suficiente
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Kfs=1
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ଵ
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ଵ
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ଵ
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0 am TM

Soderberg

Kf=1
Kfs=1

CS=n=?
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Kfs=1
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R1 R2

0 am TM

Caso anterior

T

1 ciclo=1 vuelta

௠ ௔

Caso ahora

t



m

maxa

PULSANTE

ALTERNANTE

t



min

maxa

Ciclo.

La variación del par es dentro del ciclo.
τ

PARA FATIGA. Una máquina que trabaja un tiempo con un par y otro con otro no es un par torsor variable 
seria un estudio de Pares contantes con acumulación de daño al aplicar varias pares distintos (Miner).

Flector

ALTERNANTE

t



m

maxa

τ

τm

CONSTANTE

Torsor
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R1 R2

0 am TM

Caso anterior

T

௠ ௔

Caso ahora

t



m

maxa

PULSANTE

ALTERNANTE

t



min

maxa

Ciclo.

τ

PARA FATIGA. Una máquina que trabaja un tiempo con un par y otro con otro no es un par torsor variable 
seria un estudio de Pares contantes con acumulación de daño al aplicar varias pares distintos (Miner).

Flector
ALTERNANTE

t



m

maxa

τ

τm

Torsor

min=0 →Pmin= 0 → Tmin =0 Nm

m →Pm= 62.831 W → Tm =600 Nm

௠
೘்ೌೣା்೘೔

ଶ

೘்ೌೣା଴

ଶ ௠௔௫=1200 Nm

௔
೘்ೌೣା்೘೔

ଶ ௔
ଵଶ଴଴ା

ଶ ௔=600 Nm
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𝑑 =
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𝜋

1

𝑆௘
4 𝐾௙𝑀௔

ଶ
+ 3 𝐾௙௦𝑇௔

ଶ ଵ/ଶ
+

1

𝑆௬௧
4 𝐾௙𝑀௠

ଶ
+ 3 𝐾௙௦𝑇௠

ଶ ଵ/ଶ
ଵ/ଷ

𝑑 =
16𝑛

𝜋

1

𝑆௘
4 𝐾௙𝑀௔

ଶ
+ 3 𝐾௙௦𝑇௔

ଶ ଵ/ଶ
+

1

𝑆௬௧
0 + 3 𝐾௙௦𝑇௠

ଶ ଵ/ଶ
ଵ/ଷ

௠

Soderberg

௔=600 Nm
Tm =600 Nm

Situación límite.
(Singular)
CS=n=1
d (n=1) < D

𝑑 =
16𝑥1

𝜋

1

𝑆௘
4 1𝑥𝑀௔

ଶ + 3 1𝑥𝑇௔
ଶ ଵ/ଶ +

1

𝑆௬௧
3 1𝑥𝑇௠

ଶ ଵ/ଶ

ଵ/ଷ

𝑑 =
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𝜋

1

𝑆௘
4𝑀௔

ଶ + 3𝑇௔
ଶ ଵ/ଶ

+
1

𝑆௬௧
3 𝑇௠

ଶ ଵ/ଶ

ଵ/ଷ

𝑑 =
16

𝜋

4𝑀௔
ଶ + 3𝑇௔

ଶ ଵ/ଶ

𝑆௘
+

3𝑇௠

𝑆௬௧

ଵ/ଷ

; 

𝑑 =
16

𝜋

4𝑥1250ଶ + 3𝑥600ଶ

186,3𝑥10଺
+

3𝑥600

270𝑥10଺

ଵ/ଷ

Kf=1
Kfs=1
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ଵ/ଷ

௠

Soderberg
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Tm =600 Nm

Situación límite.
(Singular)
CS=n=1
d (n=1) < D

𝑑 =
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Kf=1
Kfs=1



Dr. José Luis Olazagoitia y MABH

86

M

R1 R2

𝑑 =
16𝑛

𝜋

1

𝑆௘
4 𝐾௙𝑀௔

ଶ
+ 3 𝐾௙௦𝑇௔

ଶ ଵ/ଶ
+

1

𝑆௬௧
4 𝐾௙𝑀௠

ଶ
+ 3 𝐾௙௦𝑇௠

ଶ ଵ/ଶ
ଵ/ଷ

𝑑 =
16𝑛

𝜋

1

𝑆௘
4 𝐾௙𝑀௔

ଶ
+ 3 𝐾௙௦𝑇௔

ଶ ଵ/ଶ
+

1

𝑆௬௧
0 + 3 𝐾௙௦𝑇௠

ଶ ଵ/ଶ
ଵ/ଷ

௠

Soderberg
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Situación límite.
(Singular)
CS=n=1
d (n=1) < D

𝑑 =
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ଵ/ଷ

Kf=1
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1

𝑆௬௧
3 1𝑥𝑇௠

ଶ ଵ/ଶ

ଵ/ଷ

𝑑 =
16

𝜋

1

𝑆௘
4𝑀௔

ଶ + 3𝑇௔
ଶ ଵ/ଶ

+
1

𝑆௬௧
3 𝑇௠

ଶ ଵ/ଶ

ଵ/ଷ

𝑑 =
16

𝜋

4𝑀௔
ଶ + 3𝑇௔

ଶ ଵ/ଶ

𝑆௘
+

3𝑇௠

𝑆௬௧

ଵ/ଷ

; 

𝑑 =
16

𝜋

4𝑥1250ଶ + 3𝑥600ଶ

186,3𝑥10଺
+

3𝑥600

270𝑥10଺

ଵ/ଷSituación límite.
(Singular)
CS=n=1
d (n=1) < D

45.4 mm  < 60 mm
D es suficiente
Antes el ejercicio 
resulto 44 mm
El CS similar 2,46
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t



min

maxa

89

M

R1 R2

0 am TM

T

1 ciclo=1 vuelta Régimen transitorio

PARA FATIGA. Una máquina que trabaja un tiempo con un par y otro con 
otro no es un par torsor variable seria un estudio de Pares contantes con 
acumulación de daño al aplicar varias pares distintos (Miner).

Flector ALTERNANTE

t



m

maxa

τ

τm

CONSTANTETorsor

Régimen estacionario

τ

Τ (t=0, ω=0); Tm (t=x, ω=régimen)→
∆T→a↑→T>Tm →a↓→
T<Tm→ a↑→T>Tm …

Inercia de los mecanismos.
Variación energía cinética.

Variación Energía Cinética
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 Estimación de 
concentraciones de 
esfuerzo
 Kf y Kfs dependen de q ya que 

son necesarios para el calculo 
de Kt y Kts. Por lo que es un 
proceso iterativo.

 Están establecidos ratios para 
arrancar el proceso.

Kt

Kts

         
3/1

2/1222/122 34
1

34
116
























 mfsmf
yt

afsaf
e

TKMK
S

TKMK
S

n
d


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 Estimación de concentraciones de esfuerzo
 Las concentraciones de esfuerzo en hombros y chavetas 

dependen de las especificaciones de tamaño, que 
inicialmente son desconocidas. 

 Estimar inicialmente y afinar en iteraciones sucesivas.
 Apoyos de cojinetes: seguir indicaciones catálogo. P.e. D/d 

entre 1,2 y 1,5. Coger el peor … D/d=1,5 para una primera 
aproximación.

 Radio de apoyo: r/d entre 0.02 y 0,06. K varía mucho en ese 
rango, muy sensible, pero los momentos en esas zonas 
suelen ser pequeños.
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 Estimación de concentraciones de esfuerzo
 En casos donde hombro del cojinete es crítico, dar radio de 

filete generoso o radio más grande sobre eje.

 Para hombro estándar seleccionar un r/d en el que se pueda 
obtener Kt. P.e. r/d=0.02 y D/d=1,5, Kt=2.7 para flexión, 2,2 
para torsión y 3,0 para esfuerzo axial (para r/d=0.1 –bien 
redondeado- Kt=1,7 en flexión, 1,5 en torsión y 1,9 axial).

 Para cuñeros las primeras etapas se pueden estimar 
suponiendo una relación r/d=0.02, con Kt=2.2 para flexión y 
3.0 para torsión (con la cuña en su lugar).
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 Para hombro estándar 
seleccionar un r/d en el que 
se pueda obtener Kt. P.e. 
r/d=0.02 y D/d=1,5, Kt=2.7 
para flexión, 2,2 para 
torsión y 3,0 para esfuerzo 
axial (para r/d=0.1 –bien 
redondeado- Kt=1,7 en 
flexión, 1,5 en torsión y 1,9 
axial).

 Para cuñeros las primeras 
etapas se pueden estimar 
suponiendo una relación 
r/d=0.02, con Kt=2.2 para 
flexión y 3.0 para torsión 
(con la cuña en su lugar).

Kt

Kts

Chaveteros.
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 Para cuñeros las primeras etapas se pueden 
estimar suponiendo una relación r/d=0.02, con 
Kt=2.2 para flexión y 3.0 para torsión (con la cuña 
en su lugar).

Chaveteros.
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 Ejemplos Trasmisión del par torsor
Anillo de retención

Parecido,
Hacer composición.

Hombro.

Disminución sección Kt ≈ 1

Secciones criticas
Depende de como realmente 
funcione el dispositivo.
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 Ejemplos
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 Ejemplos
 1 Suponga que el árbol de un motor debe soportar un par de torsión máximo de 2500 lbf in totalmente alternante. ¿Qué

diámetro mínimo, d, debería tener el árbol mecanizado si tiene un chavetero de perfil y es de acero SAE 1050 laminado en
frío? Tomar factor de seguridad N = 2 con una confiabilidad del 99%.

a) Usando Goodman modificada

b) Usando Soderberg

 Solución d = 1.30 in (usando Goodman modificada o Soderberg). 

 T: totalmente alternante. Tm=0 Ta=T

 No existe M luego Ma=Mm=0
𝑑 =

16𝑛

𝜋

1

𝑆௘
4 𝐾௙𝑀௔

ଶ
+ 3 𝐾௙௦𝑇௔

ଶ ଵ/ଶ
+

1

𝑆௬௧
4 𝐾௙𝑀௠

ଶ
+ 3 𝐾௙௦𝑇௠

ଶ ଵ/ଶ
ଵ/ଷ

𝑑 =
16𝑛

𝜋

1

𝑆௘
0 + 3 𝐾௙௦𝑇௔

ଶ ଵ/ଶ
+

1

𝑆௬௧
0 + 0 ଵ/ଶ

ଵ/ଷ

𝑑 =
16𝑛

𝜋

3𝐾௙௦𝑇௔

𝑆௘

ଵ/ଷ

r/d=0.02

Kts=2,7
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 Ejemplos
 1 Suponga que el árbol de un motor debe soportar un par de torsión máximo de 2500 lbf in totalmente alternante. ¿Qué

diámetro mínimo, d, debería tener el árbol mecanizado si tiene un chavetero de perfil y es de acero SAE 1050 laminado en
frío? Tomar factor de seguridad N = 2 con una confiabilidad del 99%.

a) Usando Goodman modificada

b) Usando Soderberg

 Solución d = 1.30 in (usando Goodman modificada o Soderberg). 

 T: totalmente alternante. Tm=0 Ta=T

 No existe M luego Ma=Mm=0
𝑑 =

16𝑛

𝜋

1

𝑆௘
4 𝐾௙𝑀௔

ଶ
+ 3 𝐾௙௦𝑇௔

ଶ ଵ/ଶ
+

1

𝑆௬௧
4 𝐾௙𝑀௠

ଶ
+ 3 𝐾௙௦𝑇௠

ଶ ଵ/ଶ
ଵ/ଷ

𝑑 =
16𝑛

𝜋

1

𝑆௘
0 + 3 𝐾௙௦𝑇௔

ଶ ଵ/ଶ
+

1

𝑆௬௧
0 + 0 ଵ/ଶ

ଵ/ଷ

𝑑 =
16𝑛

𝜋

3𝐾௙௦𝑇௔

𝑆௘

ଵ/ଷ

r/d=0.02

Kts=2,7
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 Ejemplos
 1 Suponga que el árbol de un motor debe soportar un par de torsión máximo de 2500 lbf in totalmente alternante. ¿Qué

diámetro mínimo, d, debería tener el árbol mecanizado si tiene un chavetero de perfil y es de acero SAE 1050 laminado en
frío? Tomar factor de seguridad N = 2 con una confiabilidad del 99%.

a) Usando Goodman modificada

b) Usando Soderberg

 Solución d = 1.30 in (usando Goodman modificada o Soderberg). 

 T: totalmente alternante. Tm=0 Ta=T

 No existe M luego Ma=Mm=0
𝑑 =

16𝑛

𝜋

1

𝑆௘
4 𝐾௙𝑀௔

ଶ
+ 3 𝐾௙௦𝑇௔

ଶ ଵ/ଶ
+

1

𝑆௬௧
4 𝐾௙𝑀௠

ଶ
+ 3 𝐾௙௦𝑇௠

ଶ ଵ/ଶ
ଵ/ଷ

𝑑 =
16𝑛

𝜋

1

𝑆௘
0 + 3 𝐾௙௦𝑇௔

ଶ ଵ/ଶ
+

1

𝑆௬௧
0 + 0 ଵ/ଶ

ଵ/ଷ

𝑑 =
16𝑛

𝜋

3𝐾௙௦𝑇௔

𝑆௘

ଵ/ଷ

r/d=0.02

Kts=2,7
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 Ejemplos
 1 Suponga que el árbol de un motor debe soportar un par de torsión máximo de 2500 lbf in totalmente alternante. ¿Qué

diámetro mínimo, d, debería tener el árbol mecanizado si tiene un chavetero de perfil y es de acero SAE 1050 laminado en
frío? Tomar factor de seguridad N = 2 con una confiabilidad del 99%.

a) Usando Goodman modificada

b) Usando Soderberg

 Solución d = 1.30 in (usando Goodman modificada o Soderberg). 

 T: totalmente alternante. Tm=0 Ta=T

 No existe M luego Ma=Mm=0
𝑑 =

16𝑛

𝜋

1

𝑆௘
4 𝐾௙𝑀௔

ଶ
+ 3 𝐾௙௦𝑇௔

ଶ ଵ/ଶ
+

1

𝑆௬௧
4 𝐾௙𝑀௠

ଶ
+ 3 𝐾௙௦𝑇௠

ଶ ଵ/ଶ
ଵ/ଷ

𝑑 =
16𝑛

𝜋

1

𝑆௘
0 + 3 𝐾௙௦𝑇௔

ଶ ଵ/ଶ
+

1

𝑆௬௧
0 + 0 ଵ/ଶ

ଵ/ଷ

𝑑 =
16𝑛

𝜋

3𝐾௙௦𝑇௔

𝑆௘

ଵ/ଷ

r/d=0.02

Kts=2,7
IMPORTANTE: 
Se=Se’KaKbKcKdKeKg
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 Ejemplos
 3 Una máquina tiene un eje escalonado de sección circular, de acero SAE 1050 laminado

en frío. Se mecaniza y soporta una fuerza F producida por una polea loca montada en el
eje mediante un rodamiento. La fuerza F varía entre 500 lbf y 1500 lbf, y el eje se apoya
en sus extremos, generándose las reacciones indicadas. Determinar el diámetro d para una
duración indefinida, una confiabilidad del 50% y un factor de seguridad de 1.5.

a) Usando Goodman modificada
b) Usando Soderberg

 T= Tm=Ta=0

 M Ma y Mm
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𝑑 =
16𝑛

𝜋

1

𝑆௘
4 𝐾௙𝑀௔

ଶ
+ 3 𝐾௙௦𝑇௔

ଶ ଵ/ଶ
+

1

𝑆௬௧
4 𝐾௙𝑀௠

ଶ
+ 3 𝐾௙௦𝑇௠

ଶ ଵ/ଶ
ଵ/ଷ

 r=1/16 unos 1,6 mm  
probar r/d=0,02
D/d=1,5

𝑑 =
16𝑛

𝜋

1

𝑆௘
4 𝐾௙𝑀௔

ଶ ଵ/ଶ
+

1

𝑆௬௧
4 𝐾௙𝑀௠

ଶ ଵ/ଶ
ଵ/ଷ

𝑑 =
16𝑛

𝜋

2𝐾௙𝑀௔

𝑆௘
+

2𝐾௙𝑀௠

𝑆௬௧

ଵ/ଷ

𝑑 =
32𝑛𝐾௙

𝜋

𝑀௔

𝑆௘
+

𝑀௠

𝑆௬௧

ଵ/ଷ
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 Ejemplos
 3 Una máquina tiene un eje escalonado de sección circular, de acero SAE 1050 laminado

en frío. Se mecaniza y soporta una fuerza F producida por una polea loca montada en el
eje mediante un rodamiento. La fuerza F varía entre 500 lbf y 1500 lbf, y el eje se apoya
en sus extremos, generándose las reacciones indicadas. Determinar el diámetro d para una
duración indefinida, una confiabilidad del 50% y un factor de seguridad de 1.5.

a) Usando Goodman modificada
b) Usando Soderberg

 T= Tm=Ta=0

 M Ma y Mm
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𝑑 =
16𝑛

𝜋

1

𝑆௘
4 𝐾௙𝑀௔

ଶ
+ 3 𝐾௙௦𝑇௔

ଶ ଵ/ଶ
+

1

𝑆௬௧
4 𝐾௙𝑀௠

ଶ
+ 3 𝐾௙௦𝑇௠

ଶ ଵ/ଶ
ଵ/ଷ

 r=1/16 unos 1,6 mm  
probar r/d=0,02
D/d=1,5

𝑑 =
16𝑛

𝜋

1

𝑆௘
4 𝐾௙𝑀௔

ଶ ଵ/ଶ
+

1

𝑆௬௧
4 𝐾௙𝑀௠

ଶ ଵ/ଶ
ଵ/ଷ

𝑑 =
16𝑛

𝜋

2𝐾௙𝑀௔

𝑆௘
+

2𝐾௙𝑀௠

𝑆௬௧

ଵ/ଷ

𝑑 =
32𝑛𝐾௙

𝜋

𝑀௔

𝑆௘
+

𝑀௠

𝑆௬௧

ଵ/ଷ
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 Ejemplos
 3 Una máquina tiene un eje escalonado de sección circular, de acero SAE 1050 laminado

en frío. Se mecaniza y soporta una fuerza F producida por una polea loca montada en el
eje mediante un rodamiento. La fuerza F varía entre 500 lbf y 1500 lbf, y el eje se apoya
en sus extremos, generándose las reacciones indicadas. Determinar el diámetro d para una
duración indefinida, una confiabilidad del 50% y un factor de seguridad de 1.5.

a) Usando Goodman modificada
b) Usando Soderberg

 T= Tm=Ta=0

 M Ma y Mm
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𝑑 =
16𝑛

𝜋

1

𝑆௘
4 𝐾௙𝑀௔

ଶ
+ 3 𝐾௙௦𝑇௔

ଶ ଵ/ଶ
+

1

𝑆௬௧
4 𝐾௙𝑀௠

ଶ
+ 3 𝐾௙௦𝑇௠

ଶ ଵ/ଶ
ଵ/ଷ

 r=1/16 unos 1,6 mm  
probar r/d=0,02
D/d=1,5

𝑑 =
16𝑛

𝜋

1

𝑆௘
4 𝐾௙𝑀௔

ଶ ଵ/ଶ
+

1

𝑆௬௧
4 𝐾௙𝑀௠

ଶ ଵ/ଶ
ଵ/ଷ

𝑑 =
16𝑛

𝜋

2𝐾௙𝑀௔

𝑆௘
+

2𝐾௙𝑀௠

𝑆௬௧

ଵ/ଷ

𝑑 =
32𝑛𝐾௙

𝜋

𝑀௔

𝑆௘
+

𝑀௠

𝑆௬௧

ଵ/ଷ
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 Ejemplos
 3 Una máquina tiene un eje escalonado de sección circular, de acero SAE 1050 laminado

en frío. Se mecaniza y soporta una fuerza F producida por una polea loca montada en el
eje mediante un rodamiento. La fuerza F varía entre 500 lbf y 1500 lbf, y el eje se apoya
en sus extremos, generándose las reacciones indicadas. Determinar el diámetro d para una
duración indefinida, una confiabilidad del 50% y un factor de seguridad de 1.5.

a) Usando Goodman modificada
b) Usando Soderberg

 T= Tm=Ta=0

 M Ma y Mm
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 Ejemplos
 4 Una máquina tiene un eje escalonado de sección circular, de acero SAE 1050 laminado

en frío, es mecanizado y soporta una fuerza F producida por una polea que se monta a
presión sobre el eje, girando solidariamente con éste, y que el eje está apoyado mediante
rodamientos en los extremos. Suponga además que F es constante e igual a 1500 lbf y que
el radio de los redondeos es r = 0.25 in.

a) Usando Goodman modificada
b) Usando Soderberg

 T= Tm=Ta=0

 M alternante pura Ma = M  Mm= 0
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 r=0,25
probar r/d=0,02
D/d=1,5

𝑑 =
32𝑛𝐾௙

𝜋

𝑀௔

𝑆௘
+

𝑀௠

𝑆௬௧

ଵ/ଷ

𝑑 =
32𝑛𝐾௙

𝜋

𝑀௔

𝑆௘
+ 0

ଵ/ଷ

𝑑 =
32𝑛𝐾௙

𝜋

𝑀௔

𝑆௘

ଵ/ଷ
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 Ejemplos
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D/d=1,5

𝑑 =
32𝑛𝐾௙

𝜋

𝑀௔

𝑆௘
+

𝑀௠

𝑆௬௧

ଵ/ଷ

𝑑 =
32𝑛𝐾௙

𝜋

𝑀௔

𝑆௘
+ 0

ଵ/ଷ
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 Ejemplos
 4 Una máquina tiene un eje escalonado de sección circular, de acero SAE 1050 laminado

en frío, es mecanizado y soporta una fuerza F producida por una polea que se monta a
presión sobre el eje, girando solidariamente con éste, y que el eje está apoyado mediante
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 r=0,25
probar r/d=0,02
D/d=1,5

𝑑 =
32𝑛𝐾௙

𝜋

𝑀௔

𝑆௘
+

𝑀௠

𝑆௬௧

ଵ/ଷ

𝑑 =
32𝑛𝐾௙

𝜋

𝑀௔

𝑆௘
+ 0

ଵ/ଷ

𝑑 =
32𝑛𝐾௙

𝜋

𝑀௔

𝑆௘

ଵ/ଷ
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 Ejemplos
 6 La viga de la figura se construirá mediante dos placas de 

acero laminado en frío SAE 1040. Las dos entallas y el agujero 
están mecanizados. La viga está sometida a una fuerza 
constante F1 = 2 kN y una fuerza F2 que varía desde 2 kN 
hasta 4 kN. Calcular el factor de seguridad de la viga, 
asumiendo q = 1 y que no hay concentración de esfuerzos en el 
empotramiento. La confiabilidad es del 99.9%. 

a) Usando Goodman modificada
b) Usando Soderberg
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SON DOS PLETINAS CONSIDERAR LA 
MITAD DE FUERZA PARA CADA UNA DE 
LAS DOS PLETINAS.

A

A

Justificación hipótesis. Momento de 
inercia con respecto al eje X de la 
sección A-A

Ix=Ix1+Ix2 = 2 I = ௕௛య

ଵଶ

Ix1=Ix2 = I

Sección
A-A
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Calcular.
Tensión media y alternada en ranuras

Calcular
Tensión media y alternada en agujero
Calcular Se y aplicar Goodman o Soderberg
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 Ejemplos
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 Ejemplos
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Momento Torsor

Momento Flector
Ma=FaxDP/2

Trasmisión par torsor

Qy

Qz

Qy y Qz Descomposición vector Q
En los planos de estudio XY o XZ
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Fn=Fr

FaFt

F

Fn

Ft F
Fn

Ft F
a

a

Momento Torsor

Momento Flector
Ma=FaxDP/2

Trasmisión par torsor

Q1

Q2

Q1 y Q2 tensiones en polea
Q resultante suma vectorial

Mt

Q

Qy

Qz

Qy y Qz Descomposición vector Q
En los planos de estudio XY o XZ
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A partir de aquí esta 
liberado Mt por Mtr.
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FaxDP/2
x

Peso

Fn=Fr

FaFt

F

Mt: T; M. Torsor

Trasmisión par torsor

Q1

Q2
Mt

Q

MQy: Momento Flector

Momento flector.

Cortantes Verticales.

M. Flectores verticales.

Al ser engranaje helicoidal existe Fa axial
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FaxDP/2
x

Fuerza

Momento Torsor

A partir de aquí esta 
liberado Mt por Mtr.
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MQz: Momento Flector

Momento Flector

Cortantes Horizontales

M. Flectores Horizontales

Fn=Fr

FaFt

F
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Tensiones en sección j-j

MFR= Resultante MF vertical y MF horizontal.
QT= Resultante Q vertical y Q horizontal.
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 PROBLEMA TIPO: Diseñar flecha para soportar los 
elementos de la figura (Norton 4ªEd. Ej. 6-1 y 6-2) 

Acero: SAE 1020
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En la figura (ejercicio 6.1 de Norton) se muestra un diseño preliminar de la configuración del 
eje. Debe transmitir 1491.4 W a 1725 rpm. El par y la fuerza sobre el engrane son constantes 
en el tiempo. No existen cargas axiales aplicadas. Se usará acero para vida infinita (SAE 1020). 
Supóngase un factor de concentración de esfuerzos de 3.5 para los radios de los escalones en 
flexión, 2 para los radios de los escalones en torsión y 4 en los cuñeros. Se empleará el criterio 
de Soderberg.
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En la figura (ejercicio 6.1 de Norton) se muestra un diseño preliminar de la configuración del 
eje. Debe transmitir 1491.4 W a 1725 rpm. El par y la fuerza sobre el engrane son constantes 
en el tiempo. No existen cargas axiales aplicadas. Se usará acero para vida infinita (SAE 1020). 
Supóngase un factor de concentración de esfuerzos de 3.5 para los radios de los escalones en 
flexión, 2 para los radios de los escalones en torsión y 4 en los cuñeros. Se empleará el criterio 
de Soderberg. Eje. P =1491.4 W 

w= 1725 rpm. 
Engranaje. 
No existen cargas axiales aplicadas. 
(SAE 1020). 
Escalones Kt = 3.5,Kts= 2 y 
Chaveteros Kts=4  
Criterio de Soderberg.

0 am TM
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Eje. P =1491.4 W 
w= 1725 rpm. 
Engranaje. 
No existen cargas axiales aplicadas. 
(SAE 1020). 
Escalones Kt = 3.5,Kts= 2 y 
Chaveteros Kts=4  
Criterio de Soderberg.

0 am TM
T=Tm= 8,26Nm

Flector

Torsor

Hipótesis
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T=8,26Nm
Engranaje. 
No existen cargas axiales aplicadas. 
(SAE 1020). 
Escalones Kt = 3.5,Kts= 2 y 
Chaveteros Kts=4  
Criterio de Soderberg.

0 am TM

20º Normalizado
T=8,26 N
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20º Normalizado
T=8,26 N

Tomar momentos respecto R1
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20º Normalizado
T=8,26 N

Tomar momentos respecto R1
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Sin Kf (q,Kt, Kts)
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0 am TM

0,5
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0 am TM

0,5

Cte.
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0 am TM
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 PROBLEMA TIPO: Diseñar flecha para soportar los 
elementos de la figura (Norton 4ªEd. Ej. 6-1 y 6-2) 

Acero: SAE 1020
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 Cualquier análisis de deflexión requiere info completa de la 
geometría de todo el eje.

 Antes de un análisis de este tipo es deseable diseñar las 
ubicaciones críticas para manejar los esfuerzos, y encontrar 
estimaciones razonables en las otras dimensiones.

 La deflexión de un eje debe verificarse en engranes y cojinetes. La 
deflexión permisibles dependen de muchos factores. Consultar los 
catálogos como guía.

 En un eje escalonado, las propiedades de la sección transversal 
cambian a lo largo del eje en cada escalón, lo que aumenta la 
complejidad de la integración, debido a que tanto M como I varían.

 Por fortuna sólo es necesario incluir las dimensiones geométricas 
gruesas ya que los factores locales (filetes, ranuras, etc.) no tienen 
mucho efecto en la deflexión.

 El análisis de deflexión es directo pero tedioso cuando hay muchos 
puntos de interés. Software. FEA o programas de cálculo de vigas 
(p.e. Letsconstruct)

Deformación problemas de geometría 
por contactos con otros elementos.

Finite element análisis:
MEF Método de elementos finitos.

finite element analysis
ANSYS-NASTRAN PATRAN- ABAQUS
Elementos barra Esfuerzos en su dirección. 
Elementos viga Momentos torsores y flectores. 
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 En un eje escalonado, las propiedades de la sección transversal cambian a lo largo del eje en cada 
escalón, lo que aumenta la complejidad de la integración, debido a que tanto M como I varían.

 Por fortuna sólo es necesario incluir las dimensiones geométricas gruesas ya que los factores locales 
(filetes, ranuras, etc.) no tienen mucho efecto en la deflexión.

 Software. FEA o programas de cálculo de vigas (p.e. Letsconstruct)

Deformación problemas de 
geometría por contactos 
con otros elementos.

finite element analysis

INFORME.
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 Una vez se tiene la deflexión en varios puntos, si cualquier valor es mayor que 
la deflexión permisible en alguno de ellos, se puede encontrar un nuevo 
diámetro a partir de:

 Donde yperm es la deflexión permisible y nd es el factor de diseño. 
 De igual manera, si alguna inclinación es mayor que la permisible, se puede 

calcular un nuevo diámetro a partir de:

 Como resultado de todos estos cálculos, determinar la relación dnuevo/danterior
más grande y multiplicar todos los diámetros por esta relación.

 Así se pueden completar las deflexiones sólo una vez y todas las restricciones 
(menos una) pueden hacerse holgada.

 Además, todos los diámetros se identifican sin tener que volver a trabajar 
cada deflexión

4/1

perm

anteriord
anteriornuevo y

yn
dd 

 
4/1

/

perm

anteriord
anteriornuevo pendiente

dxdyn
dd 

Aproximación para 
corregir diámetro

Rodamientos autoalineable

= dy/dx
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 El cortante transversal V de una sección de una viga sometida a 
flexión impone una distorsión cortante.

 La deflexión por cortante suele ser menor que la de flexión y rara 
vez se evalúa.

 Sin embargo, en ejes cortos, con relación longitud a diámetro <10 
la componente cortante de la deflexión transversal merece atención.

 Para un eje escalonado, con longitud individual de cilindro li y par 
de torsión Ti, la deflexión angular puede estimarse mediante.

 O para un par de torsión constante en todo el material homogéneo…

 Esto es sólo una estimación. 


i

i

J

l

G

T

l/d<10

Deformación 
angular en 
un eje.

Modulo de Cizalladura

ସ

A motor

A carga

௜
௜ ௜

௜ ௜

ா

ଵାఓ

Modulo de Elasticidad
Modulo de Poisson
Modulo Cizalladura

Sensible. Ej eje hueco.

T

Par importante,
Deformación por torsión,
Deflexión por torsión.
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ଵ଺

ଵ଺= ଵଶ+ ଶଷ+ ଷସ+ ସହ+ ହ଺

ଵଶ= ହ଺ ଶଷ≈ ସହ ଵଶ ହ଺ ସହ ଶଷ ଷସ

T

F
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 Para un eje escalonado, con longitud individual de cilindro li y par 
de torsión Ti, la deflexión angular puede estimarse mediante.

ସ

௜
௜ ௜

௜ ௜

Cte. A lo largo de la seccíón
Cte. Mismo material

Como resortes 
en serie que 
comparten la  
fuerza.
F=kx; x=F/k
 k1>k2→x2>x1
x→𝜭
F→T
K→GJ/l

Solo para recordar


i

i

J

l

G

T



Dr. José Luis Olazagoitia y MABH

DISEÑO DE EJES Y ÁRBOLES
5. CONSIDERACIONES SOBRE DEFLEXIÓN

141

 Para el par de torsión constante, si se define la rigidez 
torsional como ki=Ti/i, se deduce que la rigidez del eje k
en términos de rigideces de segmentos es:


ikk

11
௜

௜

௜

௜

௜ ௜

௜ ௜

௜ ௜ 

௜௜
௜ ௜

௜ ௜

F

Como resortes 
en serie que 
comparten la  
fuerza.
F=kx; x=F/k
 k1>k2→x2>x1
x→𝜭
F→T
K→GJ/l



Dr. José Luis Olazagoitia y MABH

DISEÑO DE EJES Y ÁRBOLES
6. VELOCIDADES CRÍTICAS DE EJES

142

 Los elementos de máquinas están fabricados de 
materiales elásticos y, por tanto, actúan como resortes 
(almacenando energía potencial elástica).

 Todos estos elementos tienen masa, por lo que 
almacenarán energía cinética cuando adquieren 
velocidad.

 Cuando un sistema dinámico vibra existe una 
transferencia repetida de energía cinética a 
potencial.

 Las flechas o árboles cumplen estas condiciones:
 Giran a gran velocidad
 Se flexionan
 Se torsionan
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FRECUENCIA NATURAL EN SISTEMAS MECANICOS.

 Frecuencia cíclica es igual al número de ciclos (oscilaciones, revoluciones) en 2π 
segundos. La frecuencia se mide en rad/s para el SI. Pero un Hz es número de ciclos 
en un segundo por lo que la frecuencia en Hercios sería. 

 Frecuencia natural. Las frecuencias a las que vibra un sistema bajo vibración libre. 
Son propiedades del sistema dinámico que dependen de su distribución de masa y 
rigidez. Para el caso de un sistema mecánico con un único grado de libertad u(t) , 
formado por una masa m (puntual) unida al suelo mediante un resorte de rigidez K, 
sólo existe una frecuencia natural (wo). 

 Al separar la masa de la posición de equilibrio vibra de forma infinita a la frecuencia. 
Como no se produce disipación de energía y solo existe intercambio entre energía 
elástica y potenciales. Maquina de movimiento perpetuo.

 Sistema con dos masas y por tanto con 2gdl (DOF) puesto que el anterior tenia uno. 
Ej. Modelo de(1/4 Coche) m1 (llanta, disco, rueda), k1 contante neumático, m2 
(carrocería y resto) k2 (suspensión vehículo). Este sistema tiene 2 Frecuencias 
naturales W1 y W2 que tienen asociado modo de vibración modo1 y modo2.

 Modo de vibración- relación de movimiento entre los grados de libertad. En el modo 
1 vibran en fase y en el modo 2 en contrafase.
 Modo 1 (fase) cuando la masa 1 se separa la masa 2 se separa. Cuando la masas llegan al 

tope las dos se contraen.
 Modo 2 (contrafase) cuando la masa 1 sube, la masa 2  baja. Cuando llegan a sus limites 

actuaran al revés.

 En condiciones normales al extender todo el cuerpo (o sea, las dos masas) y soltarlo 
funcionaríamos con el modo 1. si soltamos con una masa comprimida y la otra 
extendida funcionaríamos con el caso 2. En un coche cuando empieza a funcionar 
esta todo comprimido luego funciona con el modo 1.
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m2

m1

k1

k2

x1

x2

Cada modo asociado a una frecuencia natural



Dr. José Luis Olazagoitia y MABH

FRECUENCIA NATURAL EN SISTEMAS MECÁNICOS.

 Para el caso de un eje esta biapoyada esta afectada por dos tipos de 
esfuerzos de flexión y de torsión. La masa ya no podemos considerarla 
discreta, es masa continua  ya que  la posición de unas partículas con 
respecto a otras debido a los esfuerzos fluctúa. Esta masa esta 
caracterizada por la longitud y la sección.  Ahora el que el número de 
grados de libertad sea infinito, y con lo que existen “n” frecuencias 
naturales (w1. w2, w3…) ligadas a “n” modos de vibración.

 La excitación de estas frecuencias (velocidades angulares) se deben 
evitar porque generaran.

 Modo de vibración- El modo 1 es el de frecuencia más baja. El resto 
conforme se numeran conforme aumenta la frecuencia. 

 Las deformadas de cada uno de los modos de vibración se denomina 
forma modal. Cada modo se excita de un modo y con una frecuencia 
determinada. Por Ej. El modo 1 El máximo esta en el centro de la barra 
con lo que deformando por el centro soltando provocaríamos una 
vibración a su frecuencia natural y con su forma modal. 

 Nodos son los puntos que no vibran dentro de su forma modal.
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Nodo
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 Los sistemas en la realidad no 

tienen movimientos perpetuos. O 
sea, las vibraciones no son 
infinitas porque los sistemas van 
disipando energía. Esta energía 
que pierde el sistema hace que las 
vibraciones se atenúen incluso 
cambien las frecuencias. Para ello, 
en los sistemas siempre existen 
elementos amortiguadores (c ) que 
atenúan las vibraciones, las 
filtran. Ejemplos:
 El amortiguador de un coche.
 En un bache. El neumático se 

deforma pero al volver a su forma 
original tiene un ciclo de histéresis 
disipa parte de la energía. 

 Los amortiguadores hacen que 
cuando lleguemos a la frecuencia 
natural (del modo 1) las 
vibraciones se atenúen a costa que 
cuando llegue a frecuencia 
naturales de modos de grado 
superior se generaran vibraciones 
por encima de las de la propia 
frecuencia.
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Amortiguación muy dura.
Amortiguación blanda.

Sin nada es infinito.

Amortiguador 
despacio ofrece 
poca resistencia.
Si se hace más 
rápido entonces 
si ofrece 
resistencia.
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 Si una flecha o cualquier elemento está sujeto a una carga que varía con el tiempo, vibrará. 
 Aun si sólo recibe una carga transitoria (martillazo), vibrará a sus frecuencias naturales (como 

una campana golpeada).
 Esta vibración se conoce como vibración libre.
 La vibración libre, al final, desaparece por el amortiguamiento que existe en los sistemas.
 Si la carga que varía con el tiempo no desaparece (p.e. senoidal) el elemento seguirá vibrando a la 

frecuencia de excitación.
 Si esta frecuencia de excitación coincide con alguna de las frecuencias naturales del sistema la 

amplitud en la respuesta será mucho mayor que la amplitud en la fuerza de excitación. 
Puente de Tacoma.

 En estas condiciones se dice que el elemento entra en resonancia.
 PROBLEMA: Si la frecuencia natural coincide con la velocidad de giro del eje como seguramente 

exista algún desequilibrio en el eje entrará en resonancia, vibrará el elemento ostensiblemente y 
fallará en poco tiempo.

 Por ej. Las turbinas de gas giran por encima de su frecuencia natural. Se tiene que pasar por la 
velocidad critica lo más rápido posible.
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 El giro de un eje no equilibrado, con excentricidad 
ocasiona una deflexión debida a la fuerza centrífuga 
originada.

 Esta fuerza se aguanta por la rigidez a flexión del eje EI. En 
deflexiones pequeñas no hay problema.

 Pero… a ciertas velocidades el eje es inestable, y las 
deflexiones se incrementan sin límite. Esto ocurre a las 
velocidades críticas del eje.

 Esta puede estimarse razonablemente bien a partir de la 
curva de deflexión estática.

 El eje, por su propia masa, tiene una velocidad crítica. 
Además, cada vez que añadimos componentes al eje la 
velocidad crítica se hace menor. 

 El diseñador debe estimar las velocidades críticas y sus 
armónicos. Se suele tratar que la velocidad crítica sea, al 
menos, el doble de la velocidad de operación.
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 En geometría simple, como un eje de diámetro uniforme, simplemente 
apoyado se expresa como:

 Donde m es la masa por unidad de longitud, A el área de la sección 
transversal y g el peso específico (N/m3).

 En el caso de un ensamble de elementos, el método Rayleigh para 
masas concentradas establece…

 Donde  wi es el peso de la i-esima ubicación y yi es la deflexión en la 
ubicación del i-esimo cuerpo. A menudo se usan programas de 
ordenador pq Rayleigh sobreestima la velocidad crítica

g


A

gEI

lm

EI

l

22

1 

















21
ii

ii

w

wg






Velocidad critica modo 
de vibración 1

Lo importante son las 
masas que cuelgan del eje 
depreciando la masa del eje.
Se considera la frecuencia 
teniendo en cuenta masas 
puntuales sobre la 
deformada.

Longitud eje

Gravedad Modulo de Young

Momento de inercia.

Estas formulas aproximativas te dan un orden de magnitud. Además 
permite hacer un análisis dimensional de las variables.

Rigidez
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 Las ecuaciones anteriores pueden particularizarse en 
casos concretos:
 Para un eje con una única masa en su centro, mucho mayor 

que la propia masa del eje que gira:

 Donde  es la deformación estática máxima en el centro del 
eje provocada por la masa anterior

 Para un eje de sección transversal constante, simplemente 
apoyado en sus extremos, sin otra masa que la propia

𝜔ଵ =
𝑘

𝑚
=

𝑊
𝛿ൗ

𝑊
𝑔ൗ

=
𝑔

𝛿
𝑒𝑛

𝑟𝑎𝑑

𝑠𝑔
= 300 ·

1

𝛿[𝑐𝑚]
; [𝑟𝑝𝑚]

sg

rad
en

g




4

5
1 

gravedad

deformación

ଵ
గ

௟

ଶ ாூ

௠

గ

௟

ଶ ௚ாூ
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 Otra aproximación para la primera velocidad crítica nc
de un sistema de masas múltiple en un eje de sección 
conocida biapoyado viene dado por la Ecuación de 
Dunkerley

 Donde n1 es la velocidad crítica que existiría con la 
presencia de la masa 1 aislada, n2 la que existiría con 
la presencia de la masa 2 aislada, …

 Paso previo: Cálculo de las flechas correspondientes en 
función de la sección del eje, la distancia entre apoyos y 
la posición de las masas.


2
3

2
2

2
1

2

1111

nnnnc

Masas concentradas. Suma casos 
individualizadas.
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 Es preferible tener velocidad crítica grande, mucho mayor que la 
velocidad de funcionamiento

 Para ello:
 La rigidez debe ser grande y la masa pequeña. Aumentando el 

diámetro y reducir distancias apoyos (en menor medida)
 Control del diseñador sobre E, r (densidad), D y L:
 Ejes más grandes tienen mayor rigidez
 Longitudes cortas reducen deflexiones
 Se recomienda situar los elementos cargados en el eje cerca de los 

rodamientos de soporte.
 Reducir peso de los elementos soportados por el eje reduce la 

deflexión
 Deseable material de eje con alta relación E/r.
 Cojinetes deben tener alta rigidez radial vs carga.
 Montajes de cojinetes diseñarse con gran rigidez

r
E

L

D
wn 2



Si la rigidez en los cojinetes baja o 
disminuye la frecuencia critica baja.
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 Las dos masas m1 y m2 unidas al eje de la figura pesan 
140N y 60 N respectivamente. Mediante un análisis de 
deformaciones se ha encontrado que los coeficientes de 
influencia para el eje son las especificadas. Determinar la 
primera velocidad critica ignorando la masa del eje.

m1 m2

aij es la deformación en la localización de 
la masa i originada por una fuerza unitaria 
en el punto j.



Dr. José Luis Olazagoitia y MABH

EJERCICIO.

153

https://www.youtube.com/watch?v=1ZWZJTE1cNU
https://www.youtube.com/watch?v=gLzmJ-sHb8Y

 Las dos masas m1 y m2 unidas al eje de la figura pesan 140N y 60 N 
respectivamente. Mediante un análisis de deformaciones se ha encontrado 
que los coeficientes de influencia para el eje son las especificadas. 
Determinar la primera velocidad critica ignorando la masa del eje.

m1 m2

aij es la deformación en la localización de la masa i originada 
por una fuerza unitaria en el punto j.


2
3

2
2

2
1

2

1111

nnnnc

Ecuación de Dunkerley
n1 es la velocidad crítica que existiría 
con la presencia de la masa 1 aislada, 

ଵ

eje con una única 
masa en su centro

௖
ଶ

ଵ
ଶ

ଶ
ଶ

Dos masas

𝜔ଵ =
𝑔

𝛿
=

𝑔

𝑊ଵ𝑎ଵଵ

𝛿= 𝑊ଵ𝑎ଵଵ
Deformación= Peso x 
influencia unitaria.

W1=m1 Peso (con gravedad)
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 Las dos masas m1 y m2 unidas al eje de la figura pesan 140N y 60 N 
respectivamente. Mediante un análisis de deformaciones se ha encontrado 
que los coeficientes de influencia para el eje son las especificadas. 
Determinar la primera velocidad critica ignorando la masa del eje.

m1 m2

aij es la deformación en la localización de la masa i originada 
por una fuerza unitaria en el punto j.

Ecuación de Dunkerley n1 es la velocidad crítica que existiría 
con la presencia de la masa 1 aislada, 

ଵ

eje con una única 
masa en su centro

Wc
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 Las dos masas m1 y m2 unidas al eje de la figura pesan 140N y 60 N 
respectivamente. Mediante un análisis de deformaciones se ha encontrado 
que los coeficientes de influencia para el eje son las especificadas. 
Determinar la primera velocidad critica ignorando la masa del eje.

m1 m2

aij es la deformación en la localización de la masa i originada 
por una fuerza unitaria en el punto j.

ଵ
௜ ௜

௜ ௜
ଶ

método Rayleigh 
para masas 
concentradas
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 Las dos masas m1 y m2 unidas al eje de la figura pesan 140N y 60 N 
respectivamente. Mediante un análisis de deformaciones se ha encontrado 
que los coeficientes de influencia para el eje son las especificadas. 
Determinar la primera velocidad critica ignorando la masa del eje.

m1 m2

ଵ
௜ ௜

௜ ௜
ଶ

método Rayleigh 
para masas 
concentradas

a22*l=a12*l=

A12*l =a11*l=

aij

IMPORTANTE: aij es la deformación en la localización de la 
masa i originada por una fuerza unitaria en el punto j.

=
=
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 Las dos masas m1 y m2 unidas al eje de la figura pesan 140N y 60 N 
respectivamente. Mediante un análisis de deformaciones se ha encontrado 
que los coeficientes de influencia para el eje son las especificadas. 
Determinar la primera velocidad critica ignorando la masa del eje.

m1 m2

aij es la deformación en la localización de la masa i originada 
por una fuerza unitaria en el punto j.

1 frecuencia natural

2 frecuencia natural

m2

m1 y m2 en Kg

Autovalores
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https://www.youtube.com/watch?v=1ZWZJTE1cNU
https://www.youtube.com/watch?v=gLzmJ-sHb8Y
Velocidades criticas con Catia.

https://www.youtube.com/watch?v=Whr6bu2n1iY
FEM con Catia.



Dr. José Luis Olazagoitia y MABH

DISEÑO DE EJES Y ÁRBOLES
6. VELOCIDADES CRÍTICAS DE EJES

159

 EJERCICIO: Estimar la velocidad crítica del eje de la 
figura considerando E=210000N/mm2
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ଵ

Las secciones las consideraremos como cargas puntuales en su centro de gravedad.
Calcularemos las deformaciones parciales de todos los elementos y con ellas calcular  
la deformación global de todo el eje, o sea, en la sección B-B. 
Con ella, podemos considerar que es una sola masa y, por ello, podremos aplicar la 
formula de solo una masa en el centro. 
Para ello, interpolaremos para la Sección C-C. Con ello, tenemos la Frecuencia.
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cdg
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Cociente entre el momento flector y el momento 
de inercia en esos puntos calculamos la 
pendiente unitaria generada por el momento.
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M/I=ே௠௠

௠௠ర

ே

௠௠య

Área diagrama=mm x ே

௠௠య

ே

௠௠మ
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Distancias cdg referencias desde BB donde esta la R2.
Calculo de la deformación total a partir de deformaciones parciales.

ଵ= ଵ ଵଵ

Deformación= esfuerzo x influencia unitaria.
I global = 1 porque utilizamos la relación M/I
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L1+l2+l3-a1
165+150+110-110

l2+l3-a2
150+110-39,8

L2-l2/2+l3-a3
150-75+110-34,3

l3-a4
110-36,7

L1+l2/2-a1
165+75-110

l2/2-a2
75-39,8
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Idem. anterior hasta C´C´´.



CALCULO CC

168

E=210.000N/mm2

ଵ
ଵ

ఋ ௖௠

ଵ

௖௖ᇱ
rpm



Dr. José Luis Olazagoitia y MABH

DISEÑO DE EJES Y ÁRBOLES
6. VELOCIDADES CRÍTICAS DE EJES

169

ଵ
ଵ

ఋ[௖௠] ଵ
ଵ

ఋ ௖௠

ଵ

଴,଴ଶଽ଺
1745 rpm
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 EJERCICIO: Estimar la velocidad crítica del eje de la 
figura
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 EJERCICIO: Estimar la velocidad crítica del eje de la 
figura




21
ii

ii

w

wg






método Rayleigh 



Dr. José Luis Olazagoitia y MABH

DISEÑO DE EJES Y ÁRBOLES
7. COMPONENTES DIVERSOS DE LOS EJES

 Chavetas o cuñas
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 Chavetas (o cuñas)
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 Chaveta Longitudinal

 Chaveta Longitudinal con cabeza

174
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 Chaveta longitudinal 
Plana

175

 Chaveta Longitudinal 
Media Caña
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 Chaveta paralela o 
lengüeta

176

 Lengüeta redonda
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 Pasadores cilíndricos: 
Para unión de dos o 
más piezas. Ajuste por 
apriete

177

 Pasadores cónicos: Asegurar 
elementos mecánicos que se 
montan y desmontan con 
relativa frecuencia, puesto que 
la forma cónica del vástago 
facilita el centrado de las 
piezas. El alojamiento cónico del 
pasador se debe mecanizar una 
vez ensambladas las piezas.
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 Pasadores cónicos con 
espiga roscada: Se utiliza 
allí donde la extracción de 
un pasador cónico normal 
resultaría complicada. Al 
apretar la tuerca auxiliar, 
el pasador se extrae con 
facilidad.
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 Pasadores ajustados con 
cabeza: Usado en 
articulaciones que tienen 
habitualmente juego en el 
cojinete. Se asegura por 
medio de arandelas y 
pasadores de aletas o bien va 
provisto de extremo roscado.



Dr. José Luis Olazagoitia y MABH

DISEÑO DE EJES Y ÁRBOLES
7. COMPONENTES DIVERSOS DE LOS EJES

 Pasadores estriados: Tienen tres 
entalladuras longitudinales a 120º. Se 
golpean en perforaciones sencillas, sin 
frotación. El asentamiento fijo resulta a 
través de la deformación elástica de los 
refuerzos de las entalladuras. Pueden 
usarse hasta 20 veces.

179

 Remaches estriados: Se 
diferencian en la forma de la 
cabeza.
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 Pasadores de aletas. Formado por un alambre 
de sección semicircular plegado sobre sí mismo 
y permitiendo un oja que actúa de tope y 
facilita su extracción. Una vez introducido en 
su alojamiento se doblan en sentido opuesto sus 
extremos produciendo su fijación.
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 Pasadores elásticos: Cilindro hueco
con ranura longitudinal y un 
chaflán para facilitar su 
introducción (diámetro exterior 
mayor que el nominal). Al 
introducirse en el taladro queda 
comprimido y retenido.
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 Tipos de uniones con pasadores.
 Con pasadores de fijación. Para momentos de 

giro muy reducidos. Todos los tipos de 
pasadores.

 Unión con pasador de arrastre. Arrastre de 
una pieza de una máquina a través de otra. 
Engranajes conmutables o embragues 
(pasadores cilíndricos, de ajuste estriados y 
elásticos)

 Unión con pasador de sujeción. Mantener fija 
una pieza a otra (Cilíndricos y estriados)

 Unión con pasador de articulación. Unión 
giratoria de dos piezas. (Pasadores cilíndricos, 
estriados cilíndricos)

181
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 Acoplamientos
 Rígidos: fijan dos flechas sin permitir ningún 

movimiento relativo entre ambas, aunque durante el 
ensamble es posible algo de ajuste axial. Se emplean 
cuando la precisión y la fidelidad de la transmisión 
del par de torsión es de primerísima importancia

182
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 Acoplamientos flexibles: 
transmiten par cuando 
dos ejes están 
ligeramente 
desalineados (hasta 3º) y 
descentrados.
 De rejilla
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http://youtu.be/4oUFbv927nU

 Oldham

 De fuelle metálico
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 Acoplamientos flexibles:
 De velocidad constante

 Rzeppa.

 Doble cardan

184
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 Acoplamientos 
flexibles:
 De estrella:
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 Acoplamientos 
flexibles:
 De engrane:
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 Acoplamientos:
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 Ranuras:
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 Ejercicios resueltos: 
 Shigley 7-1 a 7-6
 Norton. Ejemplos 9-1 a 9-8
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