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Tema 1

Espacios probabilisticos

1.1 Fendédmenos aleatorios

Como se ha dicho en el prélogo, la estadistica inferencial observa lo que ocurre en una muestra
y extiende los resultados a toda la poblacién. Por este motivo:

e Trabaja en condiciones de incertidumbre, pues no dispone de toda la informacion.

e Comete un error, que se mide en términos de probabilidad, como corresponde a un fend-
meno aleatorio.

Vamos a formalizar este concepto.
Definicion 1.1.1 (Fenémenos deterministas y aleatorios)

Un fenémeno es determinista cuando, repetido en las mismas condiciones, produce siempre el
mismo resultado. En caso contrario, se llama aleatorio. <

Ejemplo 1.1.2 (Dado de quinelas)
Un dado de quinielas tiene tres caras marcadas con 1, dos caras marcadas con X y una cara
marcada con 2. Se deja caer varias veces desde la misma altura y se observa:

e Kl tiempo que tarda en llegar al suelo. Siempre es el mismo, luego este fenémeno es
determinista.

e Kl resultado obtenido. Varfa en cada lanzamiento, luego este fenémeno es aleatorio.

En el segundo experimento, el conjunto de resultados posibles es E := {1, x,2}, que tiene
3 elementos. Algunos sucesos relevantes son estos dos:

A : “el equipo local gana” = {1} y B : “el equipo visitante gana” = {2}.
Otros sucesos, relacionados con estos, son:
e “el equipo local no gana”= {z,2} = A.
e “el equipo local no pierde” = {1,7} = B = “no gana el visitante”.

e “algin equipo gana” = {1,2} = AU B.
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Figura 1.1: Espacios muestral y de sucesos.

e “los dos equipos ganan” = () = AN B.
e “algiin equipo no gana” = {1, x,2} = AUB = E.
e ‘“algin equipo gana, pero no es el local” = {2} = (AU B) — A= B.
Todos estos sucesos se obtienen a partir de A y B por medio de operaciones conjuntistas. <
La siguiente definicién generaliza lo observado en el ejemplo anterior.
Definicion 1.1.3 (Espacio muestral y sucesos)

Dado un fenémeno aleatorio, se definen (figura 1.1):

e FEspacio muestral es el conjunto de posibles resultados del experimento. Se representa
E :={a,b,c,...}.

e Sucesos son los subconjuntos de E. Se representan A, B, C,--- C E. En particular:
— Suceso sequro es el espacio muestral, F.
— Suceso imposible es el conjunto vacio, ().

— Sucesos elementales son los subconjuntos unitarios de E. Se representan {a}, {b},

{c}, ...

— Suceso contrario del suceso A es su complementario, A.
— Sucesos incompatibles son dos sucesos Ay B disjuntos (AN B = 0).
e Espacio de sucesos es el conjunto de todos los sucesos!. Se representa S. <
Ejemplo 1.1.4 (Diversos espacios muestrales)
Los siguientes fenémenos aleatorios tienen asociados los espacios muestrales que se indican:
1. Lanzar una moneda. Representando cara por ¢y cruz por +, E := {c,+}, que es finito.

2. Lanzar una moneda tres veces.

E :={ccc,cc+,c+c,c+ +,+cc, +c+,+ + ¢, ++ +}, que es finito.

1Con esta definicién, S = P(E), cuyo cardinal es card (P (E)) = 2°4(F), En ciertos casos, este conjunto es
demasiado grande, por lo que se adopta una definicién més restrictiva de espacio de sucesos. Puede verse en
Ferndndez-Abascal [8, pdgina 28, Definicién 2.3].
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3. Contar el nimero de trabajos pendientes en una cola de impresién en un periodo fijo de
tiempo. E :={0,1,2,3,...} = N, que es numerable.

4. Medir el tiempo transcurrido entre dos caidas consecutivas del sistema operativo de un
ordenador. F := [0, 00), que es continuo. <

En el ejemplo anterior se observa que un espacio muestral puede ser:
e Discreto, es decir, finito o numerable.

e (Continuo, es decir, unién de intervalos de R.
1.2 Probabilidad

Al lanzar un dado de quinielas, parece mds probable el suceso A : “obtener 1”7 que el suceso
B : “obtener 2”. Pero, jcudnto de probable es cada uno? La probabilidad debe medir la
incertidumbre de un fenémeno aleatorio, asignando un numero a cada suceso. Esto se puede
hacer de dos maneras:

e Enfoque axiomdtico. El dado tiene 6 caras, que se pueden considerar equiprobables.
De ellas, 3 son favorables a A y 1 es favorable a B. Por tanto, p(A) := 3/6 = 1/2y

p(B) :=1/6.

e Enfoque experimental. Se lanza el dado muchas veces. A la larga, las frecuencias relativas
de ambos sucesos se estabilizan y sus valores son, aproximadamente, f4 ~ 1/2y fp ~ 1/6.
Por tanto, p(A) :==1/2y p(B) :=1/6.

En este tema se define la probabilidad formalmente y se extraen sus propiedades. El enfoque
es axiomadtico, pero apoyado en el método experimental: si al lanzar un dado de quinielas

600 veces el 2 solo aparece 10 veces, habra que pensar que el dado estd cargado y asignar
p(B) =10/600 = 1/60 en lugar de 1/6.

La probabilidad de un suceso se puede interpretar como su frecuencia relativa cuando el
experimento aleatorio se repite muchas veces. Por tanto, un modelo axiomédtico de probabilidad
debe ajustarse a las propiedades de las frecuencias relativas.

Ejemplo 1.2.1 (Moneda y S = P(F))

Al lanzar una moneda, el espacio muestral es E := {c,+} y el espacio de sucesos es S :=
{0,{c},{+},E} =P (F). {Qué probabilidad se debe asignar a cada suceso? Tres posibilidades
son:

S P1 D2 D3
0 0 0 0
{c} |1/2 2/3 2/3
{+}11/2 1/2 1/3
E 1 1 1

Con la funcién p; cara y cruz tienen probabilidad 1/2. Esto concuerda con el enfoque axio-
maético, luego p; es una probabilidad vélida. Sin embargo, si en muchos lanzamientos de la
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moneda ha salido cara el doble de veces que cruz, se debe sospechar que dicha moneda no
estd equilibrada. En tal caso, es razonable asignar a cara probabilidad 2/3, como hace p,. Sin
embargo, ya no es razonable asignar a cruz probabilidad 1/2, porque entonces

+1—7>1
2 6 ‘

wl N

p2({c}) +p2({+}) =

Esto contraviene la propiedad de que las frecuencias relativas suman 1, luego ps no es vélida
como probabilidad. Lo que se debe hacer es asignar a cruz probabilidad 1/3, como hace p3, que
también es una probabilidad vélida. <

Puesto que la probabilidad es una medida de la incertidumbre, su asignacién inicial depende
de la informacién disponible. Dos observadores pueden asignar probabilidades muy diferentes
al mismo experimento, ambas correctas desde sus respectivos puntos de vista. Sin embargo,
una probabilidad no puede ser cualquier cosa y para garantizar la coherencia estan los axiomas.

Definicion 1.2.2 (Espacio probabilistico)
Sean F un espacio muestral y S un espacio de sucesos. Una probabilidad sobre S es una funcién
p: S — R que satisface los tres axiomas de Kolmogorov:?

A1l. Es positiva, es decir, la probabilidad de cualquier suceso es mayor o igual que 0: p (A) >0
para todo A € S.

A2. Estd normalizada, es decir, la probabilidad del suceso seguro es 1: p(E) = 1.

A3. Es aditiva, es decir, si dos sucesos son incompatibles, entonces la probabilidad de su unién
es la suma de sus probabilidades:?

ABeS, ANB=0=p(AUB)=p(A)+p(B).
La terna (E, S, p) se llama espacio probabilistico (figura 1.2). <

Ejemplo 1.2.3 (Dado de quinielas)
Se lanza un dado de quinielas y se observa el resultado. El espacio muestral es F := {1, x,2}

Andrey Nikolaevich Kolmogorov (Tambov, Rusia, 1903 — Mosci, URSS, 1987).

Matemdtico conocido por sus trabajos en probabilidad, topologfa, légica intuicionista,
turbulencia, mecdnica cldsica y complejidad computacional.

Kolmogorov estudié y ensené en la Universidad Estatal de Moscii, donde llegé a ser
catedratico y decano.

En 1933, Kolmogorov publicé el libro Foundations of the Theory of Probability, donde
establece los axiomas de la probabilidad.

3Cuando el espacio muestral E es infinito, el axioma A3 debe extenderse a uniones numerables de sucesos
disjuntos, es decir, dada una sucesién de sucesos incompatibles dos a dos, la probabilidad de su unién es la suma
de sus probabilidades:

Ay, Ag, .. Ay, €S > —
b2 Toor=p(UA]) =D A,
A;NAj =0 cuando i # j o1 —
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Figura 1.2: Espacio probabilistico.
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(i) p(B — 4) (ii) p (A) y p (4) (iii) p (AU B)
Figura 1.3: Propiedades de la probabilidad.

y el espacio de sucesos es S := P (FE), que tiene 23> = 8 elementos. Es razonable definir las
probabilidades de los sucesos elementales como:

p({1) =172, p{xp)=1/3 vy p{2})=1/6
comprobando que suman 1/2 + 1/3 + 1/6 = 1. Esta probabilidad se extiende a los demés
sucesos aplicando el axioma 3. Por ejemplo:
A : “el equipo local no pierde” = {1, x} = {1} U{x} =
p(A)=p({1}) +p({x}) =1/2+1/3=5/6.
En resumen:

s10 {1} {3 {2} {1Lx} {12} {x.2} F
plo 12 1/3 1/6 5/6 2/3 1/2 1

A partir de los axiomas de probabilidad se obtienen varias propiedades, que serdn utiles
para calcular la probabilidad de sucesos complejos.

Teorema 1.2.4 (Propiedades de la probabilidad)
Sea (E, S, p) un espacio probabilistico. Para todo A, B € S se verifican:

(i) La probabilidad es creciente: si A C B, entonces:

p(A) <p(B) y p(B—A)=p(B)-p(4).

(ii) p(A) < 1.
(iti) Regla del complementario: p (A) =1 —p(A).

(iv) p(0) =0.
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(v) Regla de la unién: p(AUB) =p(A)+p(B) —p(ANB).
Demostracion: Apartado (i)

Si A C B, entonces Ay B — A particionan B (figura 1.3.i). Por el axioma de aditividad, se
verifica:

B=AU(B-A)

=pB)=p(A)+p(B-A)=p(B-A)=p(B)—p(A4).
AMB_A):@} p(B)=p(A)+p( ) = p( )=p(B) =p(4)
Por el axioma de positividad, p (B — A) > 0. Por tanto, p (4) < p(B).
Apartados (ii) y (iii)

Aplicando la propiedad (i) a A C E (figura 1.3.ii), se verifica:
pA)<pE)=1 vy pA)=pE-A)=pE)-pA)=1-p(4).

Apartado (iv)

Aplicando la propiedad (iii), se verifica que p(§) =p (E) =1—p(E)=1-1=0.
Apartado (v)

Por una parte, A y B — A particionan AU B (figura 1.3.iii), luego:

AUB =AU (B - A)

AN(B—A) =10 }:p(AUB)Zp(AHp(B—A).

Por otro lado, AN By B — A particionan B (figura 1.3.iii), luego:

B=(ANB)U(B - A)

(ANB)N(B—A) =0 }ip“”:PMﬁB%HﬂB—Ay

Despejando p (B — A) en la segunda igualdad y sustituyendo en la primera, resulta que:

p(AUB) =p(A)+p(B)—p(ANB). <

Ejemplo 1.2.5 (Dado y regla de la unién)

Se lanza un dado y se toman como espacio muestral F := {1,2,3,4,5,6} y como espacio de
sucesos S := P (E), que tiene 26 = 64 elementos. Se puede suponer que los sucesos elementales
son equiprobables, es decir:

p ({a}) = 1/6 para todo a € E.

La probabilidad de cualquier otro suceso se calcula aplicando el axioma de aditividad. Por
ejemplo:

A : “obtener un nimero par” = {2,4,6} = {2} U {4} U {6},

B : “obtener un nimero mayor que 2” = {3,4,5,6} = {3} U {4} U {5} U {6},
p(A) =p({2}) +p({4}) +p({6}) =3-1/6 =1/2,
p(B)=p{3}) +p({4}) +p({5}) +p({6}) =4-1/6 =2/3.
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El suceso “obtener par y mayor que 2” coincide con A N B. Su probabilidad vale:
p(ANB)=p({4,6})=2-1/6 = 1/3.

El suceso “obtener par o mayor que 2” coincide con AU B. Aplicando la regla de la unién, su
probabilidad vale:

p(AUB)=p(A)+p(B)—p(ANB) =

N —

1.3 Espacios muestrales discretos

Si F es un espacio muestral discreto, entonces se puede tomar S = P (F) y cada suceso es unién
finita o numerable de sucesos elementales. Para definir una probabilidad sobre .S, basta hacerlo
sobre cada suceso elemental y comprobar que su suma vale 1. La probabilidad de cualquier
otro suceso se calcula aplicando el axioma 3.

Teorema 1.3.1 (Regla de Laplace)
Sea E un espacio muestral equiprobable. Para todo A € S =P (E) se verifica:

card (A)  ndmero de casos favorables a A

p(A) = =

 card (E) nimero de casos posibles

FEsta igualdad se llama regla de Laplace?.

Demostracién: Si E es equiprobable, entonces todos los sucesos elementales tienen la misma
probabilidad. Por tanto, E es finito y para todo a € E se verifica:

p({a}) = —Cardl(E).

Por otra parte, todo subconjunto de F es unién finita de sucesos elementales:
A={ai,as,...,ar} ={ar1} U{az} U--- U{ar},

luego A € Sy S =P (F). Ademas, los sucesos elementales son disjuntos dos a dos, luego:

1 card (A)

P =p () -4 o) =k oo = “

Pierre-Simon de Laplace (Beaumont-en-Auge, Francia, 1749 — Paris, Francia, 1827).
Laplace ocupé puestos relevantes en la Académie des Sciences y la Ecole Normale francesas.
Laplace es conocido por sus trabajos sobre ecuaciones en diferencias y diferenciales, probabi-
lidad, mecédnica celeste y teorfa del calor. Su Théorie Analytique des Probabilités contiene una
definicién de probabilidad y sus aplicaciones en temas tan diversos como: errores de observa-
ciones, determinacién de las masas de Jupiter, Saturno y Urano, métodos de triangulacién en
topografia y problemas de geodesia, particularmente la determinacién del meridiano de Francia.
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Ejemplo 1.3.2 (Reglas de Laplace y de la unién)
De una baraja espanola de 40 cartas, se extrae una al azar. Se trata de calcular la probabilidad
de obtener oro o figura. Para ello, se consideran los sucesos:

A : “obtener oro” y B : “obtener figura”.

Se trata de calcular p(AU B). El espacio muestral consta de 40 resultados equiprobables.
Aplicando la regla de Laplace, se verifica:

10 1 12 3

3

Aplicando ahora la regla de la unién, se obtiene:

10 12 3 19
P(AUB)—P(A)+p(B)—p(AmB)_4—O+4_O_4_O_E. <

Ejemplo 1.3.3 (Falacia con la regla de Laplace)
Se lanzan dos monedas y se considera el espacio muestral:

E = {dos caras, una cara y una cruz, dos cruces} .
Se considera el suceso:
A : “obtener al menos una cara” = {dos caras, una cara y una cruz} .

Segun la regla de Laplace, parece que la probabilidad de A vale:

_card(A) 2
p(4) = card (E) 3

Sin embargo, las probabilidades de los sucesos elementales son:

FE | dos caras una cara y una cruz dos cruces
p| 174 2/4=1/2 1/4

Por tanto, dichos sucesos no son equiprobables y la regla de Laplace no es aplicable. De hecho:

p(A) = p(dos caras) + p (una cara y una cruz) = — +

N =
B~

1
4
Por el contrario, el espacio muestral Ey = {cc, c+, +¢, ++} es equiprobable, luego:

card (A) 3

p(A) =p({cc,ct,+c}) = card (Ey) =7

porque ahora si es aplicable la regla de Laplace. <

Ejemplo 1.3.4 (Espacio de sucesos numerable)
Se lanza una moneda hasta que sale cruz. El espacio muestral es:

n

E :={+, c+,cc+,cec+, ..., ec... ¢+, ...}
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Este conjunto es numerable. El espacio de sucesos puede ser S := P (FE), que también es
numerable y contiene sucesos tanto finitos como infinitos. Por ejemplo:

A : “obtener menos de 3 caras” = {+, ¢+, cc+} es finito,

B : “obtener un nimero par de caras” = {+, cc+, ccce+, ... } es infinito.

Como el espacio muestral es numerable, basta asignar probabilidad a los sucesos elementales,
que ahora no pueden ser equiprobables:

n

E‘ + ¢+ cct+ ... Cc...c+

pl1/2 1/4 1/8 ... 1/20H

Como comprobacion, estas cantidades forman una progresion geométrica de razén 1/2, luego

su suma vale:
1+1+1+ n 1 n B 1/2 B
2 4 8 2nt1 C1-1/2

1.

Algunos ejemplos de probabilidades son:

pA) =p({+}) +p({ct)) +p{eet)) =1/2+1/4+1/8 =T7/8,

p(B):1/2+1/8—|—1/32+---=1i/12/4=$: /3.

En el segundo caso, se suma una progresién geométrica de razén 1/4. <

1.4 Probabilidad condicionada

La probabilidad es una medida de la incertidumbre y por tanto depende de la informacién sobre
el fenémeno aleatorio disponible en cada momento.

Ejemplo 1.4.1 (Sucesos condicionados)
Si se lanza una moneda 2 veces, el espacio muestral es E := {cc, c+, +¢, ++}. Se considera el
suceso:

A : “obtener dos resultados iguales” = {cc, ++} .

y vamos a calcular su probabilidad en varias situaciones:

e Antes de lanzar la moneda, los 4 elementos de E son equiprobables (figura 1.4.i), luego
p(A) =2/4=1/2 por la regla de Laplace.

e Si la moneda ya ha sido lanzada las 2 veces, pero se ignora el resultado, la incertidumbre
sobre A es la misma. Por tanto, p (A) sigue valiendo 1/2.

e Por el contrario, si se sabe que al menos una de las 2 tiradas ha salido cruz, entonces la
incertidumbre cambia (figura 1.4.ii), pues ha ocurrido el suceso:

B : “otener al menos una cruz” = {c+, +¢, ++}.
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ct+ ct+

(i) p(A) (i) p(A | B) (i) p (A [ C)

Figura 1.4: Probabilidades condicionadas.

De los 3 resultados que hay en B solo 1 es favorable a A. Por tanto, la nueva probabilidad

de A vale:
card(ANB) 1

card(B) 3
Esta probabilidad se calcula sabiendo que ha ocurrido B. Para indicarlo, se escribe
p (A | B), que se lee probabilidad de A condicionada a B. En este caso,

1 card(ANB)/card(E) p(ANDB)
PAIB) =3 == 0B jeard(B) ~ p(B)

Es decir, la probabilidad de A condicionada a B es la proporcién entre la probabilidad
de la parte de B favorable a A (es decir, AN B) y la probabilidad de B.

e De modo andlogo, si se sabe que en la primera tirada ha salido cruz, entonces ha ocurrido
el suceso:
C : “obtener cruz en la primera tirada” = {+c, ++} .

La probabilidad de A condicionada a C' vale (figura 1.4.iii):

_card(AnC) 1 card(ANC)/card(E) p(ANCQ)
p(A1C) = card(C) 2 card(O)/card(E) ~  p(C)

Se observa que p(A| B) # p(A), pero p(A|C) = p(A). M4s adelante se analizard el
motivo. <

La probabilidad condicionada mide la incertidumbre cuando se dispone de informacién par-
cial sobre el resultado de un fenémeno aleatorio. El ejemplo anterior motiva el siguiente resul-
tado.

Teorema 1.4.2 (Probabilidad condicionada)
Sea (E, S, p) un espacio probabilistico. Sea B € S un suceso de probabilidad no nula. La funcion
p( | B): S — R tal que para todo A € S vale

_p(ANB)

es otra probabilidad sobre S, llamada probabilidad condicionada a B.

Demostracion: Se trata de verificar los tres axiomas de Kolmogorov:
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1. p(A| B)=p(ANB) /p(B) >0 paratodo A€ S,puesp(ANB) >0y p(B)>0.
2.p(E|B)=p(ENB)/p(B)=p(B)/p(B)=1.
3. Si Ay, Ay € S con A; N Ay = (), entonces:

p((AiUA)NB) p((AiNB)U(A:N B))

T » () -
:“AlﬂB;g;(AmB) —p(4 | B)+p(As | B),
yaque (A;NB)N (AN B) C AN Ay = 0. <

La regla de la interseccion calcula la probabilidad de una interseccién usando probabilidad
condicionada:

p(ANB)=p(B)p(A|B)=p(A) p(B|A).

Ejemplo 1.4.3 (Regla de la interseccion)

Se saca una carta al azar de una baraja espanola y se considera el suceso “obtener oro y figura”.
Dicho suceso es AN B, donde:

A : “obtener oro” y B : “obtener figura”.

La probabilidad de A N B se puede calcular de dos maneras:

e Por la regla de Laplace. El espacio muestral consta de 40 elementos equiprobables y hay
3 casos favorables. Por tanto, p (AN B) = 3/40.

e Por la regla de la interseccion:

10 3 3

p(AﬂB)—p(A)p(B|A)—4—O'1—O—4—O

12 3 3
—p(B)P(A\B)—ZO'E—E- <

La regla de la interseccién se generaliza a mas de dos sucesos.

Corolario 1.4.4 (Regla de la interseccién)
Sea (E,S,p) es un espacio probabilistico. Si Ay, Aa, ..., Ay, € S son sucesos tales que

p(AlﬁAQQQAn_1>>O,

entonces:

Demostraciéon: Teniendo en cuenta que:

p(Al)Zp(AlﬂAg)Zp(AlﬂAgﬂAg)2"'2P<A1ﬂ1420"'ﬂ14n_1)>0,
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todas las probabilidades condicionadas del segundo miembro de la igualdad tienen sentido.

Desarrollando sus valores, se obtiene:

p(AgﬂAl) p(AgﬂAl ﬂAg) p(A4ﬂA1 mAgﬂAg) p(AnﬂAl ﬂAgﬂﬂAn,l)
p(Al) p(AlﬁAg) p(AlﬂAgﬂAg) p(AlﬂAgﬂﬂAn_l)

p (A1)
Simplificando esta expresion, se obtiene el primer miembro de la igualdad. <

Ejemplo 1.4.5 (Paradoja del cumpleafios)
Se consideran los cumpleanos de n personas. Se trata de calcular la probabilidad del suceso:

A, : “en un grupo de n personas, al menos dos cumpleanos coinciden”.

Sin > 365, al menos dos cumpleanos coinciden, luego p (A,,) = 1. Sin < 365, se pueden suponer
los cumpleanos equiprobables y aplicar las reglas del complementario y de la interseccion:

— 365 364 363 365 — (n—1) 365!

A)=1—-p(A,)=1—— —  — - - —_— " 7 _1- )
p(4n) p( ) 365 365 365 365 365" (365 — n)!

Esta probabilidad tiende a 1 rdpidamente con n, como muestra la siguente tabla:

n | 2 10 20 30 40 50 57
p(A,)[0.0027 0.12 041 0.71 0.89 0.97 0.99

1.5 Independencia de sucesos

Dados dos sucesos, A y B, puede que la probabilidad de A se mantenga cuando ocurre B (es
decir, p(A | B) = p(A)) o que se altere.

Ejemplo 1.5.1 (Sucesos dependientes e independientes)
Se lanza una moneda 2 veces y se consideran los sucesos:

A : “obtener dos resultados iguales”,
B : “otener al menos una cruz”,

C : “obtener cruz en la primera tirada”.
Se ha visto en el ejemplo 1.4.1 que:
p(A|lB)#p(4) v p(A]C)=p(4).
Por tanto, la probabilidad de A se altera cuando ocurre B, pero se mantiene cuando ocurre C'.
Se dice que A y B son sucesos dependientes, mientras que A y C' son sucesos independientes. <
Observemos que:
p(ANB)
p(B)

La tltima igualdad no exige que p (B) > 0 y es la que se emplea en la definicién.

p(A]B)=p(A) & =p(A)=pANB)=p(A) p(B).
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Definicion 1.5.2 (Sucesos independientes)
Sea (E,S,p) un espacio probabilistico. Dos sucesos A, B € S son independientes si y solo si
p(ANB)=p(A) p(B). <

Sip(A) > 0, entonces la independencia equivale a p (B | A) = p(B). Sip(B) > 0, entonces
la independencia equivale a p (A | B) = p (A).

Ejemplo 1.5.3 (Dado)
Si se lanza un dado, el espacio muestral es £ = {1,2,3,4,5,6}, que consta de 6 sucesos equi-
probables. Se consideran los sucesos:

A : “obtener un nimero par” = {2,4,6}, p(A)=3/6=1/2,
B : “otener un multiplo de 3” = {3,6}, p(B)=2/6=1/3,
C': “obtener un nimero menor que 57 = {1,2,3,4}, p(C)=4/6 =2/3.

La independencia de A y B se puede analizar de tres maneras:
p(AnNB) 1/6 1

p(A|B) = W = % =5=p (A) = Ay B son independientes,
p(B|A)= % = ;/72 = % = p(B) = Ay B son independientes,

1
p(ANB) = =P (A) p(B) = Ay B son independientes.

Por otro lado A y C verifican que:
2 1

p(ANC) = G=3=0 (A) p(C) = Ay C son independientes.
Finalmente, B y C verifican que:
1
p(BNC) = 6 #p(B) p(C) = By C son dependientes. <

Ejemplo 1.5.4 (Moneda y dado)
Se lanzan una moneda y un dado. El espacio muestral,

E={cl,c2,c3,c4,cb,c6,+1,42,+3, +4,+5, +6} ,
consta de 12 sucesos equiprobables. Se trata de hallar la probabilidad del suceso:
A : “obtener cruz y muiltiplo de 3” = {+3,+6}.

Aplicando la regla de Laplace,

Como alternativa, se puede observar que A es la interseccién de los sucesos:

B : “obtener cruz” y C' : “obtener multiplo de 3”.
Dichos sucesos son independientes, luego:
12 1
p(A)=p(BNC)=p(B)p(C) =55 =¢

Las probabilidades de B y C' se calculan por la regla de Laplace. <
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Figura 1.5: Moneda y urnas.

Cuando un fenémeno aleatorio consta de varias fases, cada una de las cuales no influye en
las siguientes, se habla de pruebas compuestas independientes, como las del ejemplo anterior.

Teorema 1.5.5 (Propiedades de la independencia de sucesos)
Sea (E,S,p) un espacio probabilistico. Si A, B € S son sucesos independientes, entonces tam-
bién son independientes las parejas de sucesos:

Ay B, AyB Yy Ay B.
Demostracion: Veamos el primer caso. Puesto que AN B C A, se verifica que:

p(ANB) ZP(A—AHB)ZP(A)—p(ziﬂB)ZP(A)—p(A)p(B)=

=p(A)(1-p(B)=p(4) p(B).

Por tanto, A y B son independientes. <
1.6 Reglas de la probabilidad total y de Bayes

A veces, la probabilidad de un suceso se calcula con mds facilidad si se obtiene primero su
probabilidad condicionada a la ocurrencia de otros sucesos auxiliares que particionan el espacio
muestral, tal como sucede en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.6.1 (Moneda y urnas)

Se lanza una moneda. Si sale cara, se extrae una bola de una urna, que contiene 3 bolas blancas
y 2 negras. Si sale cruz, la bola se extrae de otra urna, que contiene 1 bola blanca y 4 negras
(figura 1.5.i). Se trata de hallar la probabilidad del suceso:

B : “extraer bola blanca”.
El espacio muestral asociado a este experimento es (figura 1.5 ii):
E :={cb,cn,+b,+n},

Sin embargo, los 4 sucesos elementales no son equiprobables. Por ejemplo, la proporcién de
bolas blancas en la primera urna (3/5) es mayor que en la segunda (1/5); por tanto, p (cb) debe
ser mayor que p (+b).
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Figura 1.6: Regla de la probabilidad total.

Para calcular p (B), se consideran los sucesos auxiliares:
A; : “obtener cara” y As : “obtener cruz”.
Por la regla de Laplace, se verifica:
p(A) =p(A2) =1/2, p(B|A)=3/5 y p(B]|A)=1/5.

Ademds, Ay y Ay particionan el espacio muestral, es decir, A; U Ay = F'y A; N Ay = (figura
1.5.ii). Por tanto, aplicando el axioma de aditividad:

B=(A1NB)U (AN B)

(A,NB)N(A,NB) =0 }jp(B):P(AlﬂB)+p(A2mB).

Aplicando ahora la regla de la interseccién, se deduce que:

w

N —

+

N —

p(B)=p(A) p(B| A) +p(Ay) p(B | Ag) = §

o] =

5

Por otra parte, si la bola extraida es blanca, es mds probable que haya salido cara. Ambas
probabilidades valen:

p(AinB) _ p(A)p(BlA) _1/2-3/5

p<A2\B):p(A2)pp(g|A2) - 1/22)51/5 —1/4=p(A |B)=1-p(4|B). =

Generalizando lo observado en el ejemplo anterior, se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 1.6.2 (Reglas de la probabilidad total y de Bayes)
Sean (E,S,p) un espacio probabilistico y Ay, As,..., An,... € S una sucesion de sucesos de
probabilidad no nula que particionan E (figura 1.6). Para todo suceso B € S se verifican:

(i) Regla de la probabilidad total:

oo

p(B)=p (A1) p(B| A1)+ +p(A) p(B An)+--- =Y p(An) p(B| An).

n=1
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(ii) Regla de Bayes: sip(B) > 0, entonces para todo i =1,2,...
p(A) p(B|A4)

P(Ai| B) = == :
2one1 P (4n) p(B Ap)
Demostracion: Apartado (i)
Puesto que A;, As, ..., A,,... particionan F, se verifica que:
B=ENB= (UAH> NnB=JA.NB).
n=1 n=1

Ademas, si i # j, entonces:
(AiNB)N(A;NB)=(A4NA)NB=0NnB=10.

En consecuencia, aplicando las reglas de la unién y de la interseccion,

p(B)=> p(4,NB) Zp p(B|A,).

Apartado (ii)
Puesto que p (B) > 0, se verifica que:

p(A; N B) _ p(A;) p(B| As)
p(B) S0 (An) p(B| An)

donde se ha aplicado la regla de la interseccién en el numerador y la regla de la probabilidad
total en el denominador. <

p(Ai| B) =

Las reglas de la probabilidad total y de Bayes® son titiles cuando el fenémeno aleatorio
consta de dos etapas tales que:

e Se puede particionar el espacio muestral en sucesos Ay, As, ..., A,, ... correspondientes a
la primera etapa y calcular sus probabilidades.

e El suceso B corresponde a la segunda etapa y es sencillo calcular, p (B | A,) para todo
n=12....

En tal caso, la regla de la probabilidad total proporciona p (B) y la de Bayes p (A,, | B).

Thomas Bayes (Londres, Inglaterra, 1702 — Tunbridge Wells, Kent, Inglaterra, 1761).

Bayes fue un clérigo que estudié légica y teologia en la universidad de Edinburgh, aunque
lleg6 a ser miembro de la Royal Society.

Como matemdtico, su principal obra es Essay towards solving a problem in the doctrine
of chances, publicada péstumamente. En ella, Bayes establece la regla que lleva su nombre.
Adema3s, analiza la distribucién binomial, investiga la probabilidad condicionada y se ocupa de
la evaluacion de la funcién beta incompleta.
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Emisor Canal  Receptor
[N
0 0
1 1

Figura 1.7: Canal binario con ruido y sin pérdidas.

Ejemplo 1.6.3 (Canal binario con ruido y sin pérdidas)

Un canal binario con ruido y sin pérdidas transporta bits (figura 1.7). A causa del ruido,
cuando se emite un 0, el 10 % de las veces se recibe un 1, y cuando se emite un 1, el 5% de las
veces se recibe un 0. Ademads, se sabe que el 40 % de los bits emitidos son 0. La informacién
sobre el canal se puede expresar mediante los sucesos siguientes:

Ap : “emitir un 07, p(Ap) =04,

A; : “emitir un 17, p (A1) =p(4o) = 0.6,
By : “recibir un 07, p(Bo | A1) = 0.05,

B; : “recibir un 17, p(B; | Ag) =0.1.

,Cudl es la probabilidad de recibir un 07 Usando la regla de la probabilidad total y la regla del
complementario, se verifica:

p(Bo) =p(Ao) p(Bo | Ao) +p (A1) p(Bo | A1) =
=p(Ao) (1 —=p(Bi|Ay))+(1—p(A)) p(Bo| A1) =
=04-09+4+0.6-0.05=0.39.

La probabilidad de recibir un 1 se puede hallar por el mismo método o bien usando la regla del
complementario a partir de p (Bp):

p(B1) =p(Ao) p(Br| Ao) +p (A1) p(B1 | A1) =
=04-0.1+06-095=061=1 —p(BO).

Si se ha recibido un 0, ;qué probabilidad hay de que se haya emitido un 07 Este valor se obtiene
con la regla de Bayes:

p(AoNBy) p(Ao) p(Bo|A) 04-09

Pl | Bo) == T = T By 09

~ (0.923077.

Del mismo modo se calcula la probabilidad de haber emitido un 1 cuando se recibe un 1:

= — ~ 0.934 426.
p (B1) p(By) 0.61

p(Ar| By) =

Finalmente, ;cudl es la probabilidad de que un bit emitido se reciba correctamente? Este suceso
se puede expresar como unién de sucesos incompatibles:

C': “un bit emitido se recibe correctamente” = (Ay N By) U (4; N By).
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Por tanto, usando la aditividad, la regla de la interseccion y la regla del complementario, se
verifica:

p(C)=p(ANDBy) +p (A NBy)=p(A) p(Bo | Ag) +p (A1) p(Br | A1) =
—0.4-0.940.6-0.95 = 0.93.

Cuando p(By | Ag) = p(B1| A1) = p, se dice que el canal es simétrico. En tal caso, la
probabilidad de que un bit emitido se reciba correctamente vale:

p(C)=p(Ao) p(Bo| Ag) +p (A1) p(Br| A1) =p(Ag) p+ (1 —p(Ag) p=0p <

y esto cualquiera que sea la proporcién de ceros que se emiten.



Tema 2

Variables aleatorias discretas

2.1 Variables aleatorias discretas

Al estudiar un fenémeno aleatorio, a menudo interesa analizar alguna caracteristica numérica
del experimento més que los propios sucesos. Por ejemplo, al lanzar una moneda 3 veces, puede
interesar el mimero de caras obtenidas, pero no la secuencia en que aparecen. Es decir, interesa
estudiar la caracterfstica:

X : “n® de caras obtenidas al lanzar una moneda 3 veces”.
Al controlar la calidad en cierta fabrica de chips, puede interesar:

X : “n® de transistores defectuosos en un chip tomado al azar”,

Y : “duracién de un chip tomado al azar (anos)”.

Al analizar la complejidad de un algoritmo de ordenacion, en funcién de los datos de entrada,
puede interesar:

X : “n® de veces que se ejecuta el bucle principal”,

Y : “n° de operaciones aritméticas realizadas”.
Al estudiar las caracteristicas de un grupo de personas, puede interesar:

X : “edad de una persona tomada al azar (afios)”,

Y : “estatura de una persona tomada al azar (cm)”,
Z : “peso de una persona tomada al azar (kg)”.

Todas las expresiones anteriores son reglas que asignan un valor numérico a cada resultado de
un fenémeno aleatorio, es decir, a cada elemento del espacio muestral F. Una caracteristica
numérica de este tipo se denomina wvariable aleatoria. Vamos a estudiar con detalle una de
estas variables aleatorias.

Ejemplo 2.1.1 (Ndmero de caras con 3 monedas)
Lanzar una moneda 3 veces es un fenémeno aleatorio, cuyo espacio muestral asociado es:

E :={ccec,cc+,c+c,c+ 4+, +ce, e+, ++ ¢, + + +}.
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cce L R 3
cct — |
C+C > 2

+cc
ct++

!

+++
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e 1
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F R
Figura 2.1: Variable aleatoria n° de caras.

Estos 8 resultados posibles son equiprobables, con probabilidad 1/8. El espacio de sucesos es
S =P (FE) y por tanto (E, S, p) es un espacio probabilistico. Sobre E se define la caracteristica:

X : “n° de caras obtenidas al lanzar una moneda 3 veces”.

La caracteristica X es una funcién® X : E — R, que se llama variable aleatoria. Su imagen es
Im (X) ={0,1,2,3}, que es un conjunto finito. La figura 2.1 ilusta esta situacion.

Muchos sucesos asociados a este fenémeno aleatorio se pueden expresar en términos de los
valores de X. Por ejemplo:

“obtener 2 caras” = {cc+,c+ ¢, +cc} = {X = 2},
“obtener menos de 2 caras” = {c+ +,+c+,+ +c,++ +} = {X < 2},
“obtener entre 2 y 4 caras” = {ccc, cc+,c+ ¢, +ec} = {2 < X < 4},
“obtener al menos 1 cara y menos de 2 caras” = {c¢+ +,+c+,+ + ¢} = {1 < X < 2},

“obtener mds de 2 caras y a lo sumo 4 caras” = {ccc} = {2 < X < 4}.

Las probabilidades de dichos sucesos valen:

p(X =2)=3/8, p(X<2)=4/8=1/2, p2<X<4)=4/8=1/2,
p(1<X<2)=3/8, p2<X<4)=1/8

Para cada = € R, interesa conocer p (X = z), que vale 0 si  no pertenece a Im (X). Los
demés casos aparecen en la figura 2.2.i, que representa la llamada funcion de masa de X. Se
trata de la funcién:

f:R—=Rtal que f(z) :=p(X =2x).

La suma de las probabilidades de la tabla o de las alturas de las barras es 1.

La funcion de distribucion de X se define de modo similar:

F:R—Rtal que F(z) :=p(X <x).

'En mateméticas, es usual designar las funciones con letras mintsculas, como f, g o h. Sin embargo, en
estadistica se acostumbra a utilizar letras mayusculas, como X, Y o Z.
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Im(X) p(X =ux) 10T
0 1/8 /
1 3/8 0.5
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(i) Funcién de masa
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F(r)=¢ 1/2 1<z<?2 05T ———
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(i) Funcioén de distribucion.

Figura 2.2: Probabilidades de la variable aleatoria n° de caras.

La figura 2.2.ii muestra sus expresiones analitica y grafica. Se observa que F' es una funcién
escalonada?, cuyas discontinuidades estdn en Im (X). La altura de cada peldafio es la probabi-
lidad de que X tome el valor correspondiente.

Tanto la funcién de masa como la funcién de distribucién permiten calcular probabilidades
relativas a X. Por ejemplo:

_ ) 1@ 3
p(1<X<3)—{ PG-)— P —7/8—1/2 ~ 8
_ ) f)+f(2)=3/8+3/8 3
p(1§X<3)—{ P~ P (1)~ 78— 18 ~ T
_ ) f@+fB)=3/8+1/8 _ 1
p<1<X§3)—{ F3)—-F(1H=1-1/2 2
p(lgxgg):{ () +7@)+F(3)=3/8+3/8+1/8 T
F@Y)-F(17)=1-1/8 8

Las notaciones F'(a”) y F (a™) representan los limites de la funcién F' en el punto a por la
izquierda y por la derecha, respectivamente.

La relacion entre f y F' es directa: las barras de f estdn situadas en los puntos de disconti-
nuidad de F' y sus alturas son los saltos de F' en dichos puntos. <

También se puede definir variables aleatorias sobre espacios muestrales numerables, como
en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 2.1.2 (Variable aleatoria numerable)

2Es decir, constante en una cantidad finita o numerable de intervalos que particionan R.
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Im(X) p(X =ux) 10T
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(i) Funcioén de distribucion.

Figura 2.3: Variable aleatoria numerable.

Lanzar una moneda hasta que sale cruz es un fenémeno aleatorio, cuyo espacio muestral es:
E :={+,c+,cc+,cec+, ... ,cc...c+, ... }.
El espacio de sucesos es S := P (E). Se considera la variable aleatoria:
X : “nimero de caras obtenidas antes de salir cruz”.

Su imagen es Im (X) = {0,1,2,3,...} = N, un conjunto numerable. Para construir la funcién
de masa de X, hay que calcular p (X = n) para todo n € N:

p(X=n)=p (cc...c—i—) =1/2"th

Se trata de la funcién f representada en la figura 2.3.i. En este caso, la tabla tiene infinitas
filas y la gréfica tiene infinitas barras, pero de nuevo la suma de las probabilidades, es decir,
de las alturas de las barras, es 1.

Para obtener la funcién de distribucién de X, se necesita calcular, para cada n € N, la suma

de una progresién geométrica de razén 1/2:
1 1 1 1/2 — (1/2"1) (1/2) 1
X<n)=-—4=g4-... _ _ '
pXsnm) =547+ +om 1-1/2 gn+1

Las expresiones analitica y gréfica de F' aparecen en la figura 2.3.ii. De nuevo, I es escalonada,
sus discontinuidades estén en Im (X)) y la altura de cada peldano es la probabilidad de que X
tome el valor correspondiente.

Tanto la funcién de masa como la funcién de distribucién permiten calcular probabilidades
relativas a X. Por ejemplo:

) @+ B =1/22+1/2 3
“KXS?’)_{F<3>—F<1>=<1—1/24>—<1—1/22> "1

p(1<X<3)= fO+f@)+f@B)=1/22+1/22 +1/20 T )
- F@)-FO)=(1-1/2)-(1-1/2) 16
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En los ejemplos 2.1.1 y 2.1.2, las funciones de masa tienen una cantidad finita o numerable
de barras, cuyas alturas suman 1. Esta propiedad caracteriza a las variables aleatorias discretas,
que se definen a continuacién.

Definicion 2.1.3 (Variable aleatoria discreta, funcién de masa y funcién de distribucién)
Sea (E, S, p) un espacio probabilistico.

e Una variable aleatoria discreta es una funcién® X : £ — R tal que existe un conjunto
finito o numerable de puntos, {z1, s, ..., ;... } C R, verificando > ;° p(X =z;) = 1.

e La funcion de masa de X asigna a cada niimero real = la probabilidad de que X tome el
valor x, es decir: f:R — R es tal que f(z) :=p (X = x).

e La funcion de distribucion de X asigna a cada nmimero real x la probabilidad de que X
tome valores menores o iguales que x, es decir: F': R — R es tal que F'(z) :=p (X < z).

Cuando se necesita especificar la variable, se nota fx en lugar de f y Fx en lugar de F. <

Toda funcién de distribucién tiene ciertas propiedades que la caracterizan.
Teorema 2.1.4 (Propiedades de la funcién de distribucién de una variable aleatoria discreta)
Sea X una variable aleatoria discreta. Su funcion de distribucion, F', verifica:
(i) Es creciente: a <b=-F(a) < F (b) y ademds p(a < X <b) =F (b) — F (a).

(i1) Empieza en 0 y termina en 1, es decir, lim F (zr) =0y lim F (z)=1.

Tr——00 Tr—00

(111) Es continua por la derecha, es decir, lim F (x) = F (a™) = F (a) para todo a € R.

T—a+

(iv) Es escalonada.
Demostracion: Apartado (i)

Sia,beRcona<b, entonces {X <a} C{X <b} y{X <b} —{X <a}={a< X <b}.
Por tanto:

Apartados (ii) y (iii)
Ver Rohatgi [15, pdgina 45, Theorem 3]. |

La funcién de distribucién permite calcular la probabilidad de cualquier intervalo de R,
incluso reducido a un punto.

3Si § = P (E), estd garantizado que los conjuntos de la forma {X € I}, con I intervalo de R, son sucesos. En
otro caso, se impone a X la condicién de que {X < a} € S para todo a € R. De aqui se deduce que {X € I} € S
para todo intervalo I.

En la practica, dicho requisito se cumple en todos los casos que se van a manejar en este texto, por lo que no
se comprobara.
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Teorema 2.1.5 (Calculo de probabilidades mediante la funcién de distribucién)
Sean X una variable aleatoria discreta con funcion de distribucion F y a € R un nimero real.
Se verifica:

(i) p(X <) = lim F(@)=F(a),

(ii) Si I es un intervalo de R, entonces la probabilidad p (X € I) es el salto de F en I.
(iti) p(X =a) =F (a) — F (a) y vale 0 si y solo si F' es continua en a.
Demostracion: Apartado (i)
Ver Rohatgi [15, pagina 51, Theorem 4].
Apartado (ii)
Si el intervalo I tiene un extremo infinito y el otro finito, entonces:
p(X <a)=F(a) (definicién de funcién de distribucién),
p(X <a)=F(a") (apartado i),
p(X>a)=1-p(X>a)=1-p(X <a)=1-F(a~) (regla del complementario),
p(X>a)=1-p(X>a)=1-p(X <a)=1-F(a) (regladel complementario).

Si el intervalo I tiene extremos a y b, con a,b € R y a < b, entonces:

pa< X <H)=p({X < —{X <a}) =p(X <4 —p(X <a) = F(5) = F (),
pa< X <b)=p({X <bl—{X<a})=p(X<b)—p(X<a)=F(b")—F(a),
pla< X <b)=p{HX<b}—{X<a})=p(X<b)—-p(X<a)=F(@b)—F(a),
pla<X <b)=p{X <b}—{X<a})=p(X<b)—p(X<a)=F (") —F(a)

En todos estos casos se ha aplicado el dlgebra de sucesos.
Apartado (iii)
En el caso particular de que b = a, se verifica:
p(X=a)=pl@a<X<a)=F(a)—F(a).
Esta expresion vale 0 si y solo si F'(a) = F (a™), es decir, si y solo si F' es continua en a. <«
Nota 2.1.6 (Identificacion de variables aleatorias discretas)
En general, una variable aleatoria discreta verifica lo siguiente:
e La variable cuenta eventos.
e Su imagen es finita o numerable.

e Su funcién de distribucion es escalonada. <

2.2 Medidas de una variable aleatoria discreta

La funcién de masa de una variable aleatoria discreta proporciona toda la informacién relativa
a dicha variable. En particular, su grifico puede dar una buena perspectiva de la variable en
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Figura 2.4: X,Y y Z tienen igual media, pero distinta dispersion.

cuestion. Sin embargo, a menudo interesa resumir toda la informacién en unos pocos nimeros.
Estos valores, llamados medidas de la variable aleatoria, tienen dos objetivos:

e Resumir las propiedades esenciales de la distribucién de probabilidad, proporcionando
una idea rdpida de las caracteristicas cuantitativas de la variable.

e Permitir la comparacion de variables.

Las medidas de posicion dan una idea de los valores de la variable alrededor de los cuales
se agrupa su distribucién. Dicho de otro modo, hallan el centro de la distribucién. Ahora se
define la media y en el apéndice A se estudiardn otras medidas de posicion.

Definicion 2.2.1 (Media de una variable aleatoria discreta)
Sea X una variable aleatoria discreta. La media o esperanza de X es la suma’ de cada valor
de X multiplicado por su probabilidad:

p(X)=E(X):= Y zp(X=ux).

z€Im(X)

La media de X se expresa en las mismas unidades que X. <

Ejemplo 2.2.2 (Variables con igual media, pero distinta dispersién)
La figura 2.4 muestra las funciones de masa de tres variables aleatorias discretas: X, Y y Z.
La media de cada una vale:

p(X)=0-01+1-02+2-04+3-02+4-01=2,
p(Y)=0-0241-02+2-024+3-02+4-02=2,
p(Z2)=0-04+1-0142-0+3-01+4-04=2.

Es decir, las tres tienen media 2. Sin embargo, es evidente que los valores estdn més agrupados
en torno a dicha media en el caso de X que en el de Y y méds en el de Y que en el de Z. Se
necesita una medida que describa este comportamiento. <

Un caso extremo de separacién respecto de la media es el siguiente: si una persona se come
un pollo y otra persona ayuna, en promedio han comido medio pollo cada una. Obviamente, la
media no describe bien esta situacién: los datos se apartan tanto de ella que la inhabilitan como
representante de la informacién. En general, las medidas de posicién no resumen completamente
la informacién contenida en una variable. Por ello, se definen las medidas de dispersion, que

1Para que exista la media, se exige que la serie "2 | |z;| p (X = z;) converja.
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indican cudnto se apartan los valores de la variable de sus promedios y permiten valorar la
representatividad de éstos. Cuanto més grande es una medida de dispersiéon, mayor es dicha
separacion.

Definicion 2.2.3 (Medidas de dispersién de una variable aleatoria discreta)
Sea X una variable aleatoria discreta.

e La wvarianza de X es la media de los cuadrados de las desviaciones respecto de p (X):
0 (X) =V (X) 1= pu (X — p(X))?).
La varianza de X se expresa en el cuadrado de las unidades de X.

e La desuviacion tipica de X es la raiz cuadrada de su varianza:

0 (X) =0 (X) = VV (X).

La desviacién tipica de X tiene las mismas unidades que X. Junto con la varianza, mide
la dispersion absoluta de la variable.

e El coeficiente de variacion de X es el cociente entre su desviacién tipica y el valor absoluto

de su media:
o (X)

CV(X):=—=5 sipu(X)#0.
| (X))
El coeficiente de variacién es adimensional. Mide la dispersiéon relativa de la variable y
permite comparar la dispersion de dos variables. <

Veamos cémo se calculan todas estas medidas en un caso concreto.

Ejemplo 2.2.4 (Ndmero de caras con 3 monedas)
En el ejemplo 2.1.1 se ha estudiado la variable aleatoria:

X : “n° de caras obtenidas al lanzar una moneda 3 veces”.

A partir de la funcién de masa, la media de X vale:

1 3 3 1 3
X)=0-—- 1-— 2. = o=
pX)=0-g4+1-242-g43-2=3

Esto es légico, porque la distribucién es simétrica respecto al punto 3/2. La varianza de X es
la media de (X — u (X))

0 (0-2) b ("3 (3 294

1

8

3
+15

] =

=] ©
ol

La varianza de X se puede calcular también como pu (X?) — pu (X )? (ver el teorema 2.2.5). Como
comprobacion:

1 3 3 1 3\* 3
X2 o X2: 2 - 12__ 22__ 2. - _ (=2 - 2X.
P — ) (0 s 8> (2) 177 W
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La desviacion tipica y el coeficiente de variacién de X valen, respectivamente:

3 V3 NEYVIERVE
X)=4/-=—2>0. 2 X)=——=—~5T. .
o (X) \/; 5 0.866 025, CV (X) 32 3 57.735%
El coeficiente de variacién es grande, luego X es bastante dispersa. <

Si X es una variable aleatoria y a es un niimero real, entonces es posible sumar a a cada valor
de X o multiplicar por a cada valor de X. De este modo se obtienen las variables aleatorias
X +ayaX. El siguiente resultado muestra, entre otras cosas, el comportamiento de la media
y de la varianza respecto de las operaciones algebraicas con una variable aleatoria.

Teorema 2.2.5 (Propiedades de la media y de la varianza)
Sean X una variable aleatoria discreta y a,b € R dos nimeros reales.

(i) Sila funcion de masa de X es simétrica respecto de la recta x = a, entonces pu(X) = a.
(i1) Media de una combinacion afin: p(a X +b0) =ap(X)+0.
(iii) Positividad de la varianza: o* (X) > 0.
() La varianza es igual a la media del cuadrado menos el cuadrado de la media: o* (X) =
p(X?) = (X)%
(v) Varianza de una combinacion afin: 0% (a X +b) = a® 0? (X).
Demostracion: Apartado (ii)

Si X es una variable aleatoria discreta, entonces Y = a X + b también es una variable
aleatoria discreta. La media de Y vale:

w(Y) = Z yp(Y =y) = Z (az+b)paX+b=ax+0b) =

y€lm(Y) z€lm(X)
= Z (ax+b)p(X =12)=a Z zp(X=2x)+b Z p(X =x)=
z€Im(X) z€Im(X) z€Im(X)

=ap(X)+bl=ap(X)+0.

Apartado (iii)

La varianza de X es la media de la variable aleatoria (X — u (X))?. Esta variable solo toma
valores positivos, luego su media es positiva.

Apartado (iv)
Desarrollando el cuadrado y usando la linealidad de la media, se verifica:

o” (X) = p((X = p (X)) = (X* =2 X p(X) + p(X)?) =
= 1 (X%) =20 (X) p(X) + p(X)* = p (X*) = p(X)*.

Apartado (v)
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Usando la linealidad de la media, se verifica:

o’ (aX +b) = (((aX+b) (aX+b))2): ((aX+b—au(X)—b)2):
((a(X = (X))?) = p(a® (X = (X)) =

@ (1 (X — p(X))?) = ? 0 (X). >

"
"

2.3 Independencia de variables aleatorias

Intuitivamente, dos variables aleatorias X e Y son independientes cuando cualquier suceso
asociado solo a los valores de X es independiente de cualquier suceso asociado solo a los valores
de Y. La formalizacién matemditica es la siguiente.

Definicién 2.3.1 (Independencia de variables aleatorias)
Dos variables aleatorias X e Y son independientes si y solo si estdn definidas sobre el mismo
espacio probabilistico y para todo x,y € R se verifica:

p{X <apn{Y <y} =p(X <a)p(Y <y). <

La definicién anterior se generaliza a n variables aleatorias Xy, ..., X,,.

Ejemplo 2.3.2 (Variables aleatorias discretas independientes y dependientes)
Una moneda tiene sus caras marcadas con 0 y 1, respectivamente. Se lanza la moneda dos
veces, con lo cual se generan dos bits aleatoriamente, y se consideran las variables aleatorias:

X : “nimero obtenido en el primer lanzamiento”, Im (X) ={0,1},
Y : “nimero obtenido en el segundo lanzamiento”, Im(Y) ={0,1},
Z : “producto de ambos nimeros” = X - Y, Im(Z)={0,1}.

El espacio muestral asociado a este fenémeno aleatorio consta de 4 sucesos equiprobables:
FE =1{00,01,10,11}.

Es intuitivo que las variables X e Y no dependen una de otra. Para demostrarlo, se calcula
p({X <z} nN{Y <y}) y se comprueba que siempre coincide con p (X < z)p(Y <y). Los 4
casos a considerar son:

(X <0} {Y <0} =p(00) = ;=5 -3 =p(X <O)p(¥ <0),
PUX <0}V < 1) =p(00,01) =2 = 2 1=p(X <O)p(¥ <1),
(X <1} {Y <0} =p(00,10) =2 =12 =p(X <1)p(¥ <0),
p({X <1} {Y <1}) = p(00,01,10,11) = 2 =11 = p(X < 1) p (¥ < 1)
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También es obvio que Z depende tanto de X como de Y. Para probar que X y Z son depen-
dientes, basta hallar un caso donde p ({X < 2} N{Z < z}) no coincida con p (X < z)p(Z < z2),
por ejemplo:

S =p(X<0)p(Z<0).

NI}
N —

p({X <0}N{Z <0})=p(00,01) = = #

Se ha usado que p(Z < 0) =p(00,01,10) = 3/4. <

Si X e Y son variables aleatorias definidas sobre el mismo espacio probabilistico, entonces
X + Y también lo es. El siguiente resultado muestra el comportamiento de la media y de la
varianza respecto de la suma de variables aleatorias.

Teorema 2.3.3 (Propiedades de la media y de la varianza en el caso de dos variables)
Sean X eY dos variables aleatorias discretas definidas sobre el mismo espacio probabilistico.

(i) Media de una suma: (X +Y) = pu(X)+ pn(Y).
(ii) Varianza de una suma: si X eY son independientes, entonces 0 (X +Y) = 0% (X) +
a?(Y).

Demostracion: Ver Fernandez-Abascal [8, pagina 290, Propiedad P1] y [8, pagina 291, Pro-
piedad P2]. <

Ejemplo 2.3.4 (Propiedades de la media y de la varianza)
Sean X, Y y Z := X -Y las variables aleatorias del ejemplo 2.3.2, cuyas funciones de masa
respectivas son:

Im (X) p(X =2 Im(Y) p(Y =y Im (Z) p(Z=2)
0 1/2 0 1/2 0 p(00,01,10) = 3/4
1 1/2 1 1/2 1 p(11)=1/4
Las medias de estas tres variables valen, respectivamente:
1 1 1 3 1 1
X = Y = . — 1 .- = — Z — . — ]_ - = =,
pX)=p¥)=0-5+1-5=5 vy p(@)=0-7+1-7=7

Consideremos otras dos variables aleatorias, obtenidas por combinacién lineal de X, Y y Z:
T=2X-3Y+1 y W=2X-3Z+1.

Vamos a comparar las medias de Ty de W con las de X, Y y Z. De acuerdo con el teorema
2.2.5, se verifica:

1 1 1
M(T):M(QX—3Y+1):2u(X)—3/1(Y)+1:2.§_3.§+1:§’
1 1 )
pW) =p2X =3Z+1)=2p(X) = 3p(Z) +1=2-5 -3 +1= .
Para comprobarlo, construimos las funciones de masa de 7'y de W:
X Y 2X-3Y+1 T=t
B ) X Z 2X-3Z+1 p(W =w)
0 O 1 p(00)=1/4
0 0 1 p(00,01) =2/4 =1/2
0 1 -2 p(01)=1/4
L 3 p(10) =1/4
1 0 3 p(10) =1/4
11 0 p(11) = 1/4
11 0 pn=1/
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En el caso de W, se ha tenido en cuenta que si X vale 0, entonces Z no puede valer 1. Usando
la definicién de media, se obtienen los valores esperados:

1 1 1 1 1
1 1 1 5
=0-. - 1= - ==,
uw(W)=0 4+ 2+3 1= 1

También vamos a comparar las varianzas de 7"y de W con las de X, Y y Z, que valen,
respectivamente:

o? (X) = 0* (V) = 1 (X?) — u (X)? = (02-%“2-%) _ (%):i

o*(Z) = p (2% — pu(2)* = (02%“2&) - G)ZZ%.

Como T es combinacién lineal de X y de Y, que son independientes, se puede aplicar el teorema
anterior, combinado con 2.2.5, y resulta:

A (T)=0*2X -3Y +1)=0?2X +(=3Y))=0*(2X) +0*(=3Y) =
= P02 (X) 4 (8 (V) =479 7=

Si se calcula directamente, se obtiene el mismo resultado:

o (T) = 1 (T?) — p(T)? = ((—2)2&+02&+12&+32&) _ (%)2:175’

El caso de la varianza de W es diferente. Si se intenta hacer lo mismo que con T, resulta:

1 3 43
+9.— =

?(W)=022X —3Z+1)=220%(X) + (=3) 02(Z>:4’Z T

Pero el valor verdadero es:

2y — () — it — (02 L2 Lo LY (B) _ 19
o® (W) = p (W?) u(W)-(O 4+1 2—|—3 1 1) =

Los dos resultados no coinciden porque W es combinacién lineal de X y de Z, que son depen-
dientes. <

2.4 Distribucion binomial

Ciertas variables aleatorias estdn relacionadas con un experimento que se repite un mimero fijo
de veces. Por ejemplo:

X : “n® de caras obtenidas al lanzar una moneda 3 veces”,
Y . “n°® de bits transmitidos correctamente en un paquete de 32 bits”,

Z : “n° de tornillos defectuosos en una caja de 100 tornillos”.
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En todos estos casos la variable cuenta el nimero de veces que ocurre cierto suceso al repetir el
experimento. Estas variables tienen una definicién similar y vamos a ver que comparten ciertas
propiedades.

Ejemplo 2.4.1 (Pruebas de Bernoulli)

Una urna contiene bolas blancas en propocién p. Supongamos que se realiza un nimero fijo
de extracciones con reemplazamiento, digamos k. En cada extraccién se puede dar el suceso
“obtener bola blanca”, que por convenio se denomina éxito, o su contrario, llamado fracaso.

Consideremos las variables aleatorias:

X : “n° de bolas blancas obtenidas en k extracciones”,

X, : “n® de bolas blancas obtenidas en la extraccién ¢”, i=1,2,... k.

Es evidente que X = X1+ Xo+- - -4+ X}, y por eso empezamos por estudiar las variables X;. Cada
variable X; es booleana, porque vale 1 si en la extraccién nimero i sale una bola blanca (éxito)
y 0 en otro caso (fracaso). Ademds, como las extracciones se hacen con reemplazamiento, se
verifican dos propiedades:

e Cada bola extraida es blanca o no independientemente de las demads, es decir, las variables
X, son independientes.

e La probabilidad de obtener bola blanca vale p para todas las extracciones, es decir, la
probabilidad de éxito es constante.

La funcién de masa de cada variable X es:

I-p f

1 0 1
En consecuencia, la media de cada variable X; vale:

p(Xi)=0-(1—p)+1-p=p.

Ademss, X2 = X;, luego i (X;2) = p(X;) = p y la varianza de X; vale:
o (X)) =p(X®) —pn(X)’=p—p*=p(1-p).

En cuanto a la variable aleatoria X, se puede decir que X cuenta éxitos en un nimero fijo de
pruebas (k) independientes y con probabilidad de éxito constante (p). La imagen de la variable
X esIm(X)={0,1,...,k}, luego X es discreta. Para construir la funcién de masa de X hay
que calcular p (X = z) cuando x € {0,1,...,k}. El suceso {X = z} se obtiene cuando x de las
k bolas extraidas son blancas y el resto no. Esto equivale a decir que x de las variables Xj,
..., Xj valen 1 y las restantes k£ — x valen 0. Una posibilidad es que las x variables que valen
1 sean las primeras, es decir:

T k—x
N\

=N n{X,=1'n{Xp1 =0} N---N{X, =0}.
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Este suceso es interseccién de sucesos independientes, luego su probabilidad vale p* (1 — p)kix.

Ahora bien, existen (];) formas de elegir las = variables que valen 1 entre las k. Por tanto, la
probabilidad de obtener x bolas blancas en k extracciones vale:

p(X =12)= (k>p‘r(1—p)k_x size{0,1,...,k}.

x
Esta expresién representa el mimero de formas de obtener x éxitos en k extracciones, multipli-
cado por la probabilidad de éxito elevada al niimero de éxitos y multiplicado por la probabilidad
de fracaso elevada al mimero de fracasos. Por otro lado, la media de X vale:

pX)=p Xt X)) = p (X)) + -+ p(Xp) =p+---+p=kp.

Esta expresion es el producto del niimero de extracciones por la probabilidad de éxito. En
cuanto a la varianza de X, teniendo en cuenta que las variables X; son independientes, se
verifica:

A X)=( X1+ +Xp) =02 (X)) +-+ 07 (Xp) =
=p(l=p)+--+p(l-p)=kp(l-p).
Esta expresion es el producto del niimero de extracciones por la probabilidad de éxito y por la
probabilidad de fracaso. <

Generalizando el ejemplo anterior, se obtiene la distribucién binomial.

Definicién 2.4.2 (Distribucién binomial)
Una prueba de Bernoulli® es un fenémeno aleatorio con dos resultados posibles, llamados ézito
y fracaso, que tienen probabilidades respectivas py 1 — p.

Si se realizan k£ € N — {0} pruebas de Bernoulli independientes y con probabilidad de éxito
constante, p, entonces se dice que la variable aleatoria

X : “mimero de éxitos en k pruebas de Bernoulli”

sigue una distribucion binomial de pardmetros k y p. Se nota X ~ B (k,p). <

La distribucién binomial modela variables aleatorias como:

X : “n°® de caras obtenidas al lanzar una moneda 3 veces” ~ B (3,1/2),

Y : “n° de bits transmitidos correctamente en un paquete de 32 bits” ~ B (32,p),
Z : “n° de tornillos defectuosos en una caja de 100 tornillos” ~ B (100, p),
T

: “n® de bolas blancas en k extracciones con reemplazamiento” ~ B (k, p) .

Jakob (Jacques) Bernoulli (Basel, Suiza, 1654 — Basel, Suiza, 1705).

Matemdtico y miembro de una familia de eminentes cientificos.

Estudié filosoffa y teologia, porque su padre queria que fuese clérigo. Sin embargo, terminé
#. dedicado a las mateméticas y a la astronomia. Ocup6 la cdtedra de mateméticas de la universidad
de Basel desde 1687 hasta su muerte.

Son importantes sus contribuciones en &dlgebra, cédlculo infinitesimal, cdlculo en variaciones,

" mecénica, series y probabilidad. Su trabajo mds conocido es Ars Conjectandi (el Arte de la
Conjetura), publicado péstumamente. Esta obra contiene el conocimiento de la época sobre probabilidad y
combinatoria. Ademds, incluye la aplicacién de la probabilidad a los juegos de azar y la ley de los grandes
niumeros. El concepto de prueba de Bernoulli se deriva de este trabajo, asi como los nimeros de Bernoulli.
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(i) Funcién de masa. (ii) Funcién de distribucion.

Figura 2.5: Distribucién binomial B (k, p).

En este contexto el “éxito” es subjetivo. Por ejemplo, para Y el éxito es “transmitir un bit
correctamente”, mientras que para Z el éxito es “observar un tornillo defectuoso”.

Teorema 2.4.3 (Propiedades de la distribucién binomial)
Sea X ~ B (k,p).

(i) Funcion de masa (figura 2.5.1):

<k>p“(1 —p)"" zelm(X)={0,1,2,... Kk}

T
0 en otro caso

0 r <0
x k ' p
F(z) = Z(Jﬂ(l—p)“ 0<z<k
=0
1 k<z

Esta expresion es poco manejable, por lo que se halla tabulada.
(111) Media: 1 (X) = kp (producto del nimero de intentos por la probabilidad de éxito).

(w) Varianza: o2 (X) = kp(1 —p) (producto del niimero de intentos por la probabilidad de
éxito y por la probabilidad de fracaso).

(v) Reproductividad respecto del primer pardmetro: si X ~ B (kx,p) eY ~ B (ky,p) son
independientes, entonces X +Y ~ B (kx + ky,p).

Demostracion: Apartado (i)
La suma de estas probabilidades es el desarrollo de un binomio:

k

> (ﬁ)p (1-p)" " =p+1-p) =1

=0
De aqui proviene el nombre que recibe la distribucion.

Apartado (v)
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Tanto X como Y se pueden expresar como suma de variables booleanas independientes.
Por tanto, X + Y también:

X+Y=(Xi+ - +X )+ V14 +Y),
donde X1,..., Xiy, Y1,..., Y, ~ B(1,p). Por tanto, X +Y ~ B (kx + ky,p). <
Ejemplo 2.4.4 (Transmision de paquetes de bits)

En un canal binario simétrico (ejemplo 1.6.3), el 98 % de los bits se transmiten correctamente.
Se considera la variable aleatoria:

X : “numero de bits alterados en un paquete de 32” ~ B (32,0.02).

Esta variable cuenta éxitos en un nimero fijo de pruebas (32) independientes y con probabilidad
de éxito constante (1 — 0.98). La probabilidad de que el paquete tenga més de 1 bit alterado
vale:

pX>1)=1-pX<1)=1-p(X=0)—-pX=1)=
32 32
=1- <0>0.020 -0.98% — (1 )0.021 . 0.983! ~ (.1339809.

El niimero esperado de bits alterados en el paquete es la media de X, que vale:
p(X)=32-0.02=0.64.
La varianza del nimero anterior vale:
0?(X) =32-0.02-0.98 = 0.6272.

Si se transmite un paquete de 32 bits y otro de 16 bits, el nimero total de bits alterados es una
variable aleatoria con distribucién B (48, 0.02). <

2.5 Distribucién geométrica

Consideremos las siguientes variables aleatorias:

X : “mimero de cruces obtenidas al lanzar una moneda antes de obtener cara”,

Y : “nimero de bits alterados antes de recibir el primero correcto”,

Z : “nimero de tornillos correctos observados antes del primero defectuoso”.

T : “nimero de bolas extraidas con reemplazamiento antes de la primera blanca”.

Todas ellas cuentan fracasos antes del primer éxito en pruebas de Bernoulli. Esto caracteriza a
la distribucién geométrica.

Definicién 2.5.1 (Distribucién geométrica)
Se realizan pruebas de Bernoulli independientes y con probabilidad de éxito constante, 0 < p <
1. La variable aleatoria:

X : “ndmero de fracasos antes del primer éxito”

sigue una distribucion geométrica de pardmetro p. Se nota X ~ G (p). <
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(i) Funcién de masa. (ii) Funcién de distribucion.

Figura 2.6: Distribucién geométrica G (p).

Teorema 2.5.2 (Propiedades de la distribuciéon geométrica)
Sea X ~ G (p).

1-p)p z€Im(X)=N

(i) Funcion de masa (figura 2.6.3): p(X = z) =
0 en otro caso

(i1) Funcion de distribucion (figura 2.6.11):

. 1—-p 1

1) Media: p(X)=——=—-—1.

(i) (X) P
1—

(w) Varianza: o? (X) = p2p.

(v) Falta de memoria: sin,z € N, entonces:
p(X=n+z|X>n)=p(X =2).

Es decir, la probabilidad de obtener n + x fracasos, sabiendo que ya se han producido n
fracasos, coincide con la probabilidad de obtener x fracasos.
Demostracion: Apartado (i)

El suceso {X = x} significa obtener x fracasos seguidos de un éxito. Usando la indepen-
dencia, para todo z € N se verifica que:

p(X=2)=01-p)"p.

Estas probabilidades forman una progresién geométrica de razén 0 < 1 —p < 1, cuya suma es

el primer término partido por 1 menos la razon:
- p
(1—p)p= =1.
— 1-(1-p)

X
De aqui proviene el nombre de la distribucion.

Apartado (ii)
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SineNyn<zx<n+ 1, entonces:

Flz)=p(X <a)=1-p(X >z)=1- i (l—p)ipzl—wzl—(l—p)"+l-

i=n+1 1-(1-p)

Se ha usado la regla del complementario y se ha sumado una progresién geométrica de razén
1-p<1.

Apartado (v)
Se trata de calcular:

p(X:n+x|X2n):p({X:n+x}ﬁ{X2n}):p(X:n+x):

p(X >n) p(X >n)
~E ey (X ). «

Ejemplo 2.5.3 (Transmisién de bits)
En un canal binario simétrico (ejemplo 1.6.3), el 90 % de los bits transmitidos se reciben co-
rrectamente. Se considera la variable aleatoria:

X : “nimero de bits transmitidos antes del primero alterado” ~ G (0.1) .

Esta variable cuenta fracasos antes del primer éxito en pruebas independientes y con probabi-
lidad de éxito constante, que vale 0.1. La probabilidad de que el primer bit alterado sea el 5°
vale:

p(X =4)=0.9"-0.1~0.0656.

La probabilidad de recibir menos de 5 bits antes del primero alterado vale:

0.9° 0.1 .

El nimero esperado de bits recibidos antes del primero alterado es la media de X:

1 1
X)=--1=——-1=09,
1 (X) p 01

La varianza y el coeficiente de variacién del nimero anterior valen:

1-0.1 V90 V10
B 3

o? (X) = =90, CV (X) 5 ~ 105.409 %.

Si ya se han recibido 3 bits correctos, la probabilidad de recibir 9 bits antes del primero alterado
vale:

p(X=9|X>3)=p(X=9-3)=0.9°-0.1 ~0.0531.

Se ha usado la falta de memeria de la distribucién geométrica. <
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2.6 Distribucion de Poisson

Ciertas variables aleatorias cuentan eventos por unidad de tiempo, de longitud, de superficie o
algo similar. Por ejemplo:

X : “nimero de defectos en la superficie de un disco duro”,
“nimero de aviones que aterrizan en un aeropuerto cada dia”,
“nimero de llamadas a una central telefénica cada minuto”,

“nimero de peticiones a un servidor web cada hora”,

S NN

“mimero de mutaciones en una secuencia de ADN sometida a radiacién”,
V' : “nimero de chubascos en una zona geografica cada ano”.

Bajo ciertas condiciones, estas variables se pueden modelar mediante la distribucién llamada
de Poisson, como se muestra en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 2.6.1 (Ndmero de defectos en un disco duro)
Se considera la variable aleatoria:

X : “nimero de defectos en la superficie de un disco duro”.

Su imagen es Im (X) = {0,1,2,3,...} = N, luego X es discreta. Para hallar su funcién de
masa, se suponen dos caracteristicas:

e La presencia de un defecto en una zona del disco no influye en la probabilidad de que
haya defectos a su alrededor. Es decir, los defectos son independientes.

e El promedio de defectos por unidad de superficie es constante en todo el disco.

Estas propiedades son andlogas a las que caracterizan las pruebas de Bernoulli. Por tanto, si se
divide la superficie del disco en k zonas de igual tamano, cada una con un defecto a lo sumo, X
sigue una distribucién binomial de pardmetros X ~ B (k,\/k), donde A = 1 (X) es el ndmero
esperado de defectos en todo el disco. En consecuencia, para todo x € N, se verifica que:

- ()6 (-3

Ahora bien, el valor que debe tomar k£ no se conoce de antemano. Para resolver este problema,
se hace k “infinitamente grande”, es decir, se calcula el limite de la expresién anterior cuando
k tiende a infinito:

o k(k=1) . (k—z+1) N (1—2
p(XZZE)ZkILIEO 2! k‘x ( _%)I

A1 e AT
— oz = :
211 (1-0)° 7l

La expresién resultante solo depende de A y de . <
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1.0T 10T —— - — — — — — - — 00—
.—
f F
*———
05T 05T
—
e~ T T =2
n| m s I I I I I I I
— T T T T i =3 ¥ Tt L L L L
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7

(i) Funcién de masa. (ii) Funcién de distribucion.

Figura 2.7: Distribucién de Poisson P ().

Generalizando lo observado en el ejemplo anterior, se obtiene la distribucién de Poisson.

Definicién 2.6.2 (Distribucién de Poisson)
Sea A € R, con A > 0. La variable aleatoria X sigue una distribucion de Poisson® de pardmetro
AsiysolosiIm(X)=Nyp(X =x)=e*\/z! para todo z € N. Se nota X ~ P ()). <

Teorema 2.6.3 (Propiedades de la distribucién de Poisson)
Sea X ~ P ()).

a0
(i) Funcion de masa (figura 2.7.1): p(X =x) = ot €N

0 en otro caso

0 x <0
(ii) Funcion de distribucion (figura 2.7.11): F (z) = o) Z)‘_' 0<z
!
0

Esta expresion es poco manejable, por lo que se halla tc;gulada.
(i1i) Media: p(X) = .
(iv) Varianza: 0% (X) = \.

(v) Reproductividad : si X ~ P(\x) e Y ~ P (\y) son independientes, entonces X +Y ~
PO + Ay).

Demostracion: Apartado (i)

Siméon Denis Poisson (Pithiviers, France, 1781 — Sceaux, France, 1840).

Matemadtico, gedmetra y fisico.

Poisson estudié en la Ecole Polytechnique de Paris, en la que posteriormente fue profesor.

Trabajé en multiples dreas, por lo que su nombre estd vinculado a diversos conceptos ma-
temdticos y fisicos: la integral de Poisson; la ecuacién de Poisson, en teoria del potencial; los
corchetes de Poisson, en ecuaciones diferenciales; la razén de Poisson, en elasticidad, y la cons-
tante de Poisson, en electricidad. Introdujo también la expresion ley de los grandes nimeros.

La distribucién de Poisson aparece por primera vez en su trabajo Recherches sur la probabilité des jugements
en matiére criminelle et matiére civile, publicado en 1837.

"El recfproco también es cierto (teorema de Raikov): si X e Y son variables aleatorias independientes y
X 4+ Y sigue una distribuciéon de Poisson, entonces tanto X como Y siguen distribuciones de Poisson.
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La funcién f es de masa, porque®:

Apartado (iii)

La media de X vale:

= ixe"\/\—x = e_A/\iLl = e_AAiA—n =e et =)\
g x! pot (x —1)! s n! '

Apartado (iv)

Andlogamente, la media de X? vale:
2 A e A o)
Zx /\Zx =) /\Z (n+1) n':
_’\)\<Zn—+z ) MA(het+et) =2+

Por tanto, la varianza de X vale:

Apartado (v)
Para todo = € Im (X + Y) = N se verifica que:

p<X+Y=x>=p<U<{X=z'}m{Y=x—z'}>> =YX =) (Y =a—i) =

— —Ax X - Y — ,—(Ax+Ay) — A\ 270 =
Z (a:—z')! ‘ xlgi!(x—i)! XA

o~ +Ay) <AX +Av)"
x! '

Por tanto, X + Y sigue una distribucién de Poisson de pardmetro Ax + Ay. <

Ejemplo 2.6.4 (Ndmero de correos basura recibidos en 1 hora)
Una persona recibe una media de 2 correos basura cada hora. Los mensajes se reciben de
modo independiente y su promedio por unidad de tiempo es constante. Se trata de calcular la

8Para todo x € R la serie siguiente converge y su suma vale:
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probabilidad de que la persona reciba ma&s de 3 correos basura y menos de 8 en 4 horas. Para
ello, se considera la variable aleatoria:

X : “numero de correos basura recibidos en 4 horas” ~ P (4-2) = P (8).

Esta variable cuenta eventos independientes por unidad de tiempo y con media constante, luego
sigue una distribucién de Poisson de pardmetro 4 - 2. Se trata de calcular:

7 .
8Z

p(3<X <8 = Ze*gﬁ ~ 0.410 58
i=4 ’

=p(X <7)—p(X <3)~04530 — 0.0424 = 0.4106 (tablas). <
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Variables aleatorias continuas

En el tema anterior se han estudiado las variables aleatorias discretas. Esencialmente, se trata
de variables aleatorias cuya imagen es finita o numerable, como las de los ejemplos 2.1.1 y
2.1.2. Sin embargo, en ciertas aplicaciones précticas es necesario usar variables aleatorias cuya
imagen llena uno o varios intervalos de R. Estas variables aleatorias se llaman continuas y su
estudio es el objeto del presente tema.

3.1 Variables aleatorias continuas

Ejemplo 3.1.1 (Variable aleatoria continua)

Una fresadora fabrica tornillos de cualquier longitud entre 1 cm y 6 cm. Se considera el fenémeno
aleatorio que consiste en tomar un tornillo al azar y observar su longitud (en cm). El espacio
muestral estd formado por todos los nimeros reales entre 1 y 6, es decir, es el intervalo!
E :=[1,6]. Se considera la variable aleatoria:

X : “longitud de un tornillo (cm)”.

Su imagen coincide con el espacio muestral: Im (X) = [1, 6].

Se considera un suceso vinculado a X, por ejemplo:
A : “el tornillo mide entre 2 y 57 = {2 < X < 5}.

., Cémo definir su probabilidad? Una asignacién razonable es la proporcién entre las longitudes
de los intervalos [2, 5] y [1, 6], es decir:

5—2 3

2<X<h)i=— = —.

PREX S8 =527 =53

Generalizando esta idea, si 1 < a < b < 6, se puede definir:
b—a
6—1

p{a <X <b}:=

IEste conjunto es continuo, por lo que P(E) no es numerable y tiene demasiados elementos para tomarlo
como espacio de sucesos.
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Esta definicién de probabilidad cumple los axiomas de Kolmogorov. Por ejemplo, la probabili-
dad del espacio muestral vale:

p(E)=p(1<X<6)=—=1.

Para obtener la funcién de masa de X, hay que calcular p (X = x) para todo x € Im (X):

r—XT

=0.

p(X=x)=px<X<z)=

Este fendmeno es curioso: todos los sucesos elementales tienen probabilidad 0. Es decir, la
funcién de masa es idénticamente nula, por lo que carece de utilidad. Sin embargo, esto no
impide que haya sucesos con probabilidad mayor que 0.

Para obtener la funcién de distribucién de X, se observa lo siguiente:
r<l=pX<z)=p0)=0,

I1<z<b6=pX<z)=p(1<

r>6=p(X<z)=p(l<
El resultado se muestra en la figura 3.1.i. Se observa que F no es escalonada, sino continua.

Por otra parte, F' es derivable en R — {1,6}. Su derivada se denota f := F’ (figura 3.1.ii)
y se denomina funcion de densidad de X. Tanto la funcién de distribucién como la funcién de
densidad permiten calcular probabilidades relativas a X. Por ejemplo:

P(2< X <5) = F(5)—F (2 )—4/5—1/5 —3/5.
f2 :C/5 =5/5—-2/5
La causa es que f se obtiene derivando F', luego F' se obtiene integrando f. <

La siguiente definicién formaliza los conceptos expuestos en el ejemplo anterior.

Definicion 3.1.2 (Variable aleatoria continua, funcién de distribucién y funcién de densidad)
Sea (E, S, p) un espacio probabilistico. Una variable aleatoria continua es una funcién X : £ —
R tal que:

1. La funcion de distribucion de X, F': R — R, dada por F' (z) := p(X < x), estd definida
y es continua.

2. La funcion de densidad de X, f : R — R, dada por f(z) := F'(x), estd definida y es
continua salvo en un conjunto finito de puntos.

En tal caso, se dice que F' es absolutamente continua. <

Teorema 3.1.3 (Propiedades de la funcién de distribucién de una variable aleatoria continua)
Sea X una variable aleatoria continua. Su funcion de distribucion, F', verifica:

(i) Es creciente: a < b= F (a) < F (b).
(i) Empieza en 0 y termina en 1, es decir, lim F(z) =0y lim F(z)=1.

T——00 T—00
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0 r<l1
-1
Fz)={ Z 1<z<6
1 6<ux
0.0 )
o 12 3 4 5 6 7
(i) Funcién de distribucién.
0 z<1 02+ /
f@)=F(x)=4 1/5 1<x<6
0 6<u
0.0 +—+—F————————+————
o 12 3 4 5 6 7

(i) Funcién de densidad.

Figura 3.1: Probabilidades de una variable aleatoria continua.

(iii) Es absolutamente continua.
Demostracion: Las propiedades (i) y (ii) son comunes a las variables aleatorias discretas y la
propiedad (iii) forma parte de la definicién de variable aleatoria continua. <
Teorema 3.1.4 (Propiedades de una funcién de densidad)
Sea X una variable aleatoria continua. Su funcion de densidad, f, verifica:

(1) Es positiva: f (x) > 0 para todo x € R donde ezxiste.

(it) Abarca dreal: [7_f=1.
Apartado (i)

Demostracion:

La funcién de distribucién de X es creciente. Por tanto, su derivada, que es f, tiene que
ser positiva donde exista.

Apartado (ii)

Por el teorema fundamental del célculo, ffoo f = F (b). Haciendo que b tienda a oo y usando
que F' es funcién de distribucién, resulta:

/ f:blim/ f—bhmF b) = 1. |

Teorema 3.1.5 (Célculo de probabilidades de una variable aleatoria continua)
Sea X wuna variable aleatoria continua. Sean F' su funcion de distribucion y f su funcion de
densidad. St a,b € R con a < b, entonces se verifica:

(z')p(agX§b)zp(a§X<b):p(a<X§b):p(a<X<b):F(b)—F(a):f;f.
(i) p(X =a) =0.
(i) p(X <a)=p(X <a)= F(a) = [*_
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(i) p(X 2a)=p(X >a)=1-F(a)= [ f.
Demostracion: Apartado (i)
Como I es continua, los cuatro intervalos de extremos a y b son equiprobables:
p(a<X<b)=F0b)—F(a")=F(®)—F(a)=pla< X <),
pla<X <b)=F(b")—F(a)=F(b)— F(a),
p(a<X<b)=F()—F(a)=F(b)—F(a).

Por otro lado, f es continua salvo en un conjunto finito de puntos, luego es integrable. Ademas,
F' es una primitiva de f. Aplicando la regla de Barrow:

/abf:F(b)—F(a).

Es un caso particular del apartado (i): p(X =a)=p(a < X <a)=F(a) — F(a)=0.

Apartado (ii)

Apartado (iii)
De nuevo por la continuidad de F:

P(X<0)=F (") =Fb)=pX D).

Partiendo de la igualdad f; f = F(b) — F(a) y tomando limites cuando a tiende a —oo, se
deduce que:

f— lim f— lim (F(b) — F(a))=F(b)— lim F(a)=F(b)—0=F(b),

a——00 a——00 a——00
ya que F' es funcién de distribucion.
Apartado (iv)
Usando la regla del complementario, se verifica:

p(X>a)=1-p(X<a)=1-p(X <a),

p(X>a)=1-p(X <a)=1—F / / / . <

3.2 Medidas de una variable aleatoria continua

Como en el caso discreto, las medidas de una variable aleatoria continua tienen por objetivo
resumir las propiedades esenciales de su distribucién de probabilidad. La diferencia mas im-
portante es la forma de definir la media, que requiere el calculo de una integral.

Definicién 3.2.1 (Medidas de una variable aleatoria continua)
Sea X una variable aleatoria continua.
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e La media (o esperanza) de X es la integral®> de los valores de X multiplicados por su
densidad:

1 (X) = E(X) ;:/ o f (2) da.
La media de X se expresa en las mismas unidades que X.
e La wvarianza, la desviacion tipica y el coeficiente de variacion de X se definen igual que

en el caso discreto (definicién 2.2.3). <

Estas medidas tienen propiedades andlogas a las de las variables aleatorias discretas, que se
resumen en el siguiente teorema.

Teorema 3.2.2 (Propiedades de la media y de la varianza)
Sean X una variable aleatoria discreta y a,b € R dos nimeros reales.

(1) Sila funcion de densidad de X es simétrica respecto de la recta x = a, entonces j1 (X) = a.

(i1) Media de una combinacion afin: p(aX +0) =ap(X)+0.

(iii) Positividad de la varianza: o* (X) > 0.

(iv) La varianza es igual a la media del cuadrado menos el cuadrado de la media: o2 (X) =

p(X?) = p(X)™.

(v) Varianza de una combinacion afin: 0% (a X +b) = a® 02 (X).
Demostraciéon: Las demostraciones son andlogas a las del caso discreto. <

Teorema 3.2.3 (Propiedades de la media y de la varianza en el caso de dos variables)
Sean X eY dos variables aleatorias continuas definidas sobre el mismo espacio probabilistico.

(i) Media de una suma: (X +Y) = pu(X)+ pn(Y).

(ii) Varianza de una suma: si X e Y son independientes, entonces 0> (X +Y) = 02 (X) +

a?(Y).

Demostracién: Las demostraciones son andlogas a las del caso discreto. <

En general, las variables aleatorias discretas se transforman en discretas, mientras que las
variables aleatorias continuas se pueden transformar en discretas o en continuas.

Ejemplo 3.2.4 (Longitud de un tornillo: medidas)
Se considera de nuevo la variable aleatoria del ejemplo 3.1.1:

X : “longitud de un tornillo (cm)”.

e La longitud esperada de un tornillo, que es la media de X, vale:

7
1—0 ——5—3.5.

221% 36-1
.10

u(X):/_fo(x) dx:/ltax%dx:

2Para que exista la media, se exige que la integral ffooo |z| f (x) dx converja.
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Es decir, un tornillo mide 3.5 cm en promedio. Esto era de esperar, porque la funcién de
densidad de X es simétrica respecto del eje x = 3.5 (figura 3.1.ii).

e Para saber cudnto se aparta la longitud de un tornillo de su valor medio, se calcula la
desviacion tipica de X:

lx_f'*r_ 216 —1 43

15|, 15 37

1 (X?) :/_::C2f(x) dxz/fﬁédx:
o (X) = p (X?) — (X =23 _ (Z)zzﬁ

3 \2 12’
2
o (X) = 1—2 - 57\/3 ~ 1.443 38.

La desviacién promedio es 1.44 cm, aproximadamente.
e Para conocer la dispersion relativa de X, se calcula su coeficiente de variacion:

o(X) 5V3/6 53

= = = ~ 41.2393 %.
W] 72 o

CV (X)

Este nimero es bastante grande, por lo que X es bastante dispersa.

Supongamos que un tornillo es aceptable si su longitud estd comprendida entre 2cm y 5 cm,
en cuyo caso se ganan 0.14 €. Si el tornillo mide menos de 2 cm, no se puede vender y se pierden
0.03 €. Si el tornillo mide més de 5 cm, se puede reajustar y vender, gandndose 0.06 €. Se trata
de calcular el beneficio medio en cada tornillo. Para ello, se considera la variable aleatoria:

Y : “beneficio obtenido en un tornillo (€)”.

Su imagen es Im (Y) = {—0.03,0.06,0.14}. Por tanto, Y es una variable aleatoria discreta,
cuya funcién de masa es:

Im () p(Y =y)
—0.03 p(X<2)=F(2)=1/5
0.06 p(X>5)=1-F(()=1-4/5=1/5

014 p(2<X<5) =F(()—F((2)=4/5—1/5=3/5

El beneficio medio en cada tornillo es la media de Y, que vale:

1 1 3
p(Y) = ~0.03- 2 +0.06 = +0.14- = = 0.09.

Es decir, en promedio se ganan 0.09 € en cada tornillo.

Consideremos también la variable aleatoria:
Z : “cantidad de metal desperdiciado al fabricar un tornillo (g)”.

Supongamos que Z estd relacionada con la longitud del tornillo por la férmula Z = (7 — X)) /2.
Se trata de calcular las medidas de Z.
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(i) Funcién de distribucién.

Figura 3.2: Longitud de un tornillo con distribucién no uniforme.

e La cantidad media de metal desperdiciado al fabricar un tornillo es la media de Z:

7—X) _Tep(X) _7-T7/2 7

u(Z):u( 5 5 5 121.75.

En promedio, se pierden 1.75 g de metal con cada tornillo.

e La desviacion tipica de Z vale:

0*(Z) =o? (ﬂ) _2X) =0 (Z) = o (X) _5V3/6 _5V3 ~ (0.721 688.

2 2 6 12

e La dispersién relativa de Z vale:

o(Z)  5V3/12 53
@) Ta 21

~ 41.239 3 %. <

Ejemplo 3.2.5 (Longitud de un tornillo con distribucién no uniforme)
Volvamos otra vez al ejemplo 3.1.1, donde se estudia la variable aleatoria:

X : “longitud de un tornillo (cm)”,

cuya imagen es el intervalo [1, 6]. En ese ejemplo se ha supuesto que la probabilidad se distribuye
uniformemente a lo largo del intervalo [1, 6], de modo que los subintervalos de la misma longitud
tienen la misma probabilidad. En realidad, puede ocurrir que los tornillos cortos, de longitud
proxima a 1cm, se fabrican con menos frecuencia que los tornillos largos, de longitud préxima
a 6cm. Esto significa que p (1 < X < 2) debe ser menor que p (5 < X < 6), aunque los dos
intervalos tienen la misma longitud.

Para modelar esta situacién hay que modificar la funcién de densidad f. Una posibilidad es
que f tenga forma triangular, como en la figura 3.2.i. De este modo, las probabilidades crecen a
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lo largo del intervalo [1, 6]. En dicha figura hay que determinar k, que es la altura del tridngulo,
para que f sea una funcién de densidad. Esto exige que k£ > 0, para que f sea positiva, y que
el drea bajo la curva sea 1. Usando la férmula del drea de un tridngulo, se obtiene:

©  (6-1)k 5k 2
/Oof— 5 —2—1:14:_5.

Ajustando los coeficientes de la recta que forma la hipotenusa del triangulo, se obtiene para f
la expresion de la figura 3.2.i.

La funcién de distribucién de X es F (z) = p (X < z) = [*_ f. Para calcular este valor, se
consideran 3 casos:

e Siz <1, entonces F (z) = [*_0=0.

e Sil <z <6, entonces:

F<x):/_;f+/le=o+/j2(t2—;1>dt_

e Si x > 6, entonces:

|
1
—~
~
|
—_
~—
[\
—_
8
—
8
|
—
~—
[\

F<x):/_:f+/:fzp(6)+oz1.

En resumen, la expresién de F' y su gréfica son las de la figura 3.2.ii.

La funcién de distribucién de X permite calcular probabilidades. Por ejemplo, la probabi-
lidad de que un tornillo mida entre 2cm y 5cm, sabiendo que mide més de 3 cm, vale:

p2<X<5|x>g o P2SXSOOX>3) pB<X<5H)

p(X >3) C1-p(X<3)
_F(3)—F(3) 16/25—-4/25 12/25 4
T 1-F(3)  1-4/25 2125 T

Las medidas de la variable X son las siguientes:

e La longitud media de un tornillo vale:

M(X):/ooxf(x)dxz/lﬁxQ(ITTde:%/f(x?—x) dx:;[%g—x;r:

oo 1

2 -1 2 325 13
== (pa-—) =2 22 = 2~ 43333,
25(5 6) % 6 3

En promedio, un tornillo mide 4.33 cm, aproximadamente. Este punto ya no es el centro
del intervalo [1, 6].

ot

e La desviacién tipica de la longitud de un tornillo vale:

> 6 ,2(x—1) 2 [z* 2° 121
X2 = 2 dr = 22\ e = 2| | = =2
#(X) /Ooxf@)x /1:1: 25 " 25[4 3]1 6

02(X):,u(X2)—u(X)2:£— (E) :§

6 3 18’
25 52
o(X)= 1—82%21.17851.
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a b R a b R

(i) Funcién de densidad. (ii) Funcién de distribucion.

Figura 3.3: Distribucién uniforme U (a,b).

e La dispersion relativa de X vale:

_5V2/6 5V2

CV (X) = 13/3 = o6 ~ 27.1964 %. <

3.3 Distribucién uniforme

Hay ciertas distribuciones de probabilidad continuas que aparecen con frecuencia en la préactica.
A continuacion se estudian algunas de las més usadas. Empezamos generalizando la distribucién
uniforme observada en el ejemplo 3.1.1.

Se consideran las variables aleatorias:

X : “longitud de un tornillo (cm)”, Im (X) = [1,6],
Y : “nidmero real obtenido al azar en el intervalo [2,5]”, Im (Y) = [2,5],
Z : “error de redondeo en una medicién”. Im (Z) = [-0.5,0.5].

En todos estos casos:

e La imagen de la variable es un intervalo acotado, [a,b] C R.

e Los subintervalos de [a, b] de igual longitud tienen igual probabilidad.
Esto caracteriza un tipo de distribucién de probabilidad.
Definicion 3.3.1 (Distribucién uniforme)

La variable aleatoria X sigue una distribucion uniforme en el intervalo |a,b] (a < b) si y solo
si su funcién de densidad vale:

f(x)=X b—a eszsh

0 en otro caso

Se nota X ~ U (a,b). <

Teorema 3.3.2 (Propiedades de la distribucién uniforme)
Sea X ~ U (a,b).
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(i) La funcion f es de densidad (figura 3.3.1).

0 z<a
(i1) Funcion de distribucion (figura 3.3.i1): F (z) = 2_ ¢ a <z <b
—a
1 b<z
(iii) Media: ju(X) = 2 ; b
(b—a)’

(iv) Varianza: o2 (X) =

Demostracion: Apartado (i)

0o 1
La funcién f es positiva, continua en R — {a,b} y abarca drea: [~ f = (b—a)

=1.
b—a
Apartado (ii)
Sia <z <b,lafuncién de distribucién en z vale:
v Tl t 1" z-a
F = = —dt = = .
(z) /oof /a b—adt [b—aL b—a
Apartado (iii)
La funcién de densidad de X es simétrica respecto de la recta x = (a + b) /2.
Apartado (iv)
La media de X? vale:
b 1 21" B dd
X?) = 2~ _dr = = :
#(X5) /axb—a v [3(b—a)L 3(b—a)
Por tanto, la varianza de X vale:
B¥—a®  (a+b)? 40 —a®)—30b—a)(a®+2ab+b?)
2(X) = p(X?) —p(X)? = — = =
7 (X) = (XF) = (X) 3(b—a) 1 12(b—a)
V¥ —=3ab?+3a’b—d® (b —a)® _(b—a)2 <
B 12(b—a) S 12(b—a) 12

3.4 Distribuciéon exponencial

Se consideran las variables aleatorias:

X : “duracién de un transistor (anos)”,

Y : “tiempo de reparacién de un ordenador (h)”,
Z : “tiempo de espera de un proceso en la cola de un sistema operativo (ms)”,
T .

: “tiempo entre dos peticiones a un servidor web (s)”.

En todos estos casos:
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_5 l— = — — — — — — — — — —

(i) Funcién de densidad. (ii) Funcién de distribucion.

Figura 3.4: Distribucién exponencial Exp ().

e La imagen de la variable es el intervalo [0, 00).

e Los subintervalos de [0, 00) de igual longitud tienen menor probabilidad cuanto més se
alejan de 0.

Una forma de modelar esta situacién es usar la distribucién exponencial.
Definicién 3.4.1 (Distribucién exponencial)
La variable aleatoria X sigue una distribucion exponencial de pardmetro 3 > 0 si y solo si su
funcién de densidad vale:
0 <0
o= 0 52

Be BT 0<z
Se nota X ~ Exp (/). <

Teorema 3.4.2 (Propiedades de la distribucién exponencial)
Sea X ~ Exp (5).

(i) La funcion f es de densidad (figura 3.4.1).
(i) Funcion de distribucion (figura 3.4.ii): si x > 0, entonces p (X > z) = e P%; por tanto:

F(x):{ 0 z<0

l—eP? 0<ux

(11i) Media: 11 (X) =1/p.
(iv) Varianza: o* (X) = 1/5%
(v) Carece de memoria: si t,x > 0, entonces:
p(X>t+a| X>t)=p(X >uz).

Es decir, la probabilidad de que X tome un mayor que t + x, sabiendo que toma un valor
mayor que t, coincide con la probabilidad de que tome un valor mayor que x.

Demostracion: Apartado (i)

La funcién f es positiva, continua en R — {0} y abarca érea:

o= [Cpera e ey co- (-
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Apartado (ii)

Si x > 0, entonces:
/ / Be Ptdt = - _Bt} = ¢ PT_(-1)=1-e""

Apartados (iii) y (iv) Ver el teorema 3.6.3.
Apartado (v)
Se trata de calcular:

p{X >t+zin{X >t}) pX>t+z)
p(X >1) Top(X>t)

p(X>t+zx| X >t) =

efﬁ(ter)

T Bt —e P =p(X>u). <

En general, la distribucién exponencial:
e Aparece en el estudio de los tiempos de vida de ciertos procesos (tiempos de espera).

e Desempena el papel de la distribucién geométrica cuando el tiempo se mide de forma
continua.

e Aparece en problemas de tréfico en redes.
La afirmacién de que una variable aleatoria sigue una distribucién exponencial no se puede

probar matematicamente. En todos los casos, requiere comprobacién experimental.

Ejemplo 3.4.3 (Distribucién exponencial)

Se sabe, por experiencia, que la duracién de los transistores de cierta marca sigue una distri-
bucién exponencial, pero se desconoce el valor del pardmetro 3. También se sabe que la mitad
de dichos transistores dura m&s de un ano. Para calcular 3, se considera la variable aleatoria:

X : “duracién de un transistor (anos)” ~ Exp ().

La informacién disponible indica que p (X > 1) = 0.5, luego:

= —f0=—-In(2)=F=In(2).

N —

p(X >1) :/ BePrdy = [—e‘ﬂx]io:e_ﬂz
1

Para despejar [ se toman logaritmos neperianos.

Si un transistor lleva 4 anos funcionando, ;cudl es la probabilidad de que dure més de 7
anos? Se trata de calcular una probabilidad condicionada:

p(X>7\X24):p(X>7—4):p(X>3):/OoﬁeBxdm:
3

= [—e 7]y =0 = é = 0.125.

Se ha usado que la distribucién exponencial carece de memoria y que X es continua.
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10 1 r

0 y f + f ¥ f ' f
0 1 2 3 4

Figura 3.5: Funcion Gamma T (z) := [~ t* e~ dt.

¢, Cudl es la duracién esperada de un transistor de esta marca? Eso es la media de X, que
vale:

1 1
X)=== ~ 1.4427.
En promedio, cada transistor dura 1.4427 anos. La varianza de la duracién de un transistor es:
9 1 1
0°(X) =5 =—= ~0.721348.
# ()

Esta cantidad estd expresada en afios?. El coeficiente de variacién vale:

2
o (X) 1/p
CV(X)= = =100 %.
(X 118
Este coeficiente vale 1 para cualquier distribucién exponencial. <

3.5 Distribuciéon normal

La funcién Gamma aparece en el estudio de la distribucién normal. A continuacion se recuerdan
su definicién y sus principales propiedades.

Teorema 3.5.1 (Propiedades de la funcién T')
La funcion Gamma (figura 3.5) se define como:

I (x) ::/0 t*te~tdt para todo v > 0.

Para todo x > 0 se verifica:
(i) T'(x) > 0.
(i) T'(z+1) =2z

(i1i) T (n+ 1) = n! para todo n € N.

(iv) T (1/2) = /7. <

[ (x).
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Figura 3.6: Histograma del peso de una persona.

Cuando se toman muestras de ciertas variables aleatorias, se obtienen histogramas acam-
panados. Por ejemplo:

: “nota de un alumno en un examen”,
: “peso de una persona (kg)”,

: “altura de un arbol de cierta especie (m)”,

NN

: “didmetro de una pieza (mm)”.

Por tanto, las funciones de densidad correspondientes deben ser acampanadas (figura 3.6). Para
modelar este tipo de variables, el mateméatico Abraham de Moivre® propuso la distribucién
normal, que tiene la siguiente funcién de densidad.

Definicién 3.5.2 (Distribucién normal)
La variable aleatoria X sigue una distribucion normal de parametros € R y 0 > 0 si y solo
si su funcién de densidad vale:

1 2/(9 52
._ —(z—p) /(20 )
x) = e .
fa)=——=
Esta fucién se llama campana de Gauss*. Se nota X ~ N (u, 7). <

Abraham de Moivre (Vitry-le-Frangois, Francia, 1667 — London, Inglaterra, 1754).

Matemadtico. De religién calvinista, de Moivre emigré a Inglaterra tras la revocacién del
Edicto de Nantes (1685). Alli, se gané la vida como profesor particular de matematicas.

De Moivre contribuy6 a la geometria analitica. Por ejemplo, la llamada férmula de De Moivre,
(cos (x) +isen (z))™ = cos (nx) +isen (nx), liga los nimeros complejos con la trigonometria.

De Moivre es conocido, sobre todo, por su libro The Doctrine of Chances: A method of
calculating the probabilities of events in play, publicado por primera vez en 1711. En esta
obra sobre probabilidad, introduce el concepto de independencia estadistica y la distribucién normal. Adems4s,
aproxima la distribucién binomial por la normal cuando el nimero de pruebas es grande.

Johann Carl Friedrich Gauss (Brunswick, Alemania, 1777 — Gottingen, Alemania, 1855).

Matematico y cientifico. Gauss fue profesor en la universidad de Gottingen y director de su
observatorio astronémico.

Gauss realizé importantes contribuciones en teoria de nimeros, analisis, geometria diferencial,
geodesia, magnetismo, astronomia y éptica. Escribié su obra mas importante, Disquisitiones
Arithmeticae, a los 21 anos. La aritmética modular es una de sus invenciones.

Gauss se hizo famoso por predecir la érbita del asteroide Ceres, descubierto en su época. En
sus trabajos sobre errores desarroll$ la distribucién normal.
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p—0 p pto R p—0 p pto R
(i) Funcién de densidad. (ii) Funcién de distribucion.

Figura 3.7: Distribucién normal N (i, 0).

Teorema 3.5.3 (Propiedades de la campana de Gauss)
La campana de Gauss (figura 3.7 i) tiene las siguientes propiedades:

(1) Es estrictamente positiva e indefinidamente derivable.
(i1) Es simétrica respecto de la recta vertical x = p.

(iii) Tiene como asintota horizontal el eje de abscisas, y = 0.

(iv) Tiene mdzimo en el punto {u, } y puntos de inflexion enx = u—o yxr = p+o. <

1
oV2T
Teorema 3.5.4 (Propiedades de la distribuciéon normal)

Sea X ~ N (u,0).

(1) La funcion f es de densidad (figura 3.7.1).

x 1 2
(i1) Funcion de distribucion (figura 3.7.i1): F (x) :/ e 2 (574)" gt

00N 2T

F no es expresable en términos elementales. Sus valores se aproximan por métodos nu-
méricos. I es estrictamente creciente, porque su derivada, f, es estrictamente positiva.

(i1i) Media: 11 (X) = p.
(iv) Varianza: o* (X) = o2

(v) Reproductividad respecto de ambos pardametros: si X ~ N (uy,0x) eY ~ N (uy,0y) son
independientes, entonces X +Y ~ N (,uX + py,Vox?+ O'y2).
(vi) Transformacion lineal: si a #0 y b € R, entonces a X +b~ N (ap+ b, |a| o).
(vit) Tipificacion:
X
= UN(,1).
o
La distribucion N (0,1) se llama normal estdndar y estd tabulada.

Demostracién: Apartado (i)

La funcién f es positiva y continua en R. Por la simetria de f respecto de x = u, el drea
bajo la curva vale ffooo f=2 f:o f. Para calcular esta integral, se usa el cambio de variable:

2
T — U r—pu 1 1 V20
t= = dt=2 dr =2t dr = dr = ——= dt.
(\/§0> \/50 \/50 \/50 2\/1_5
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El resultado es:

° > 1 ,(I_ﬂi)Q /Oo 1 _t\/§0
/wf /u Vo S N W
L[ a1 1 1
= = —T(1)2)=—=r=1
\/%/0 e etdt = —= T (1/2) = == v

Apartado (iii)

La campana de Gauss es simétrica respecto de la recta x = p. Por tanto, u (X) = p.

Apartado (v)

Ver Fernandez-Abascal [8, pdgina 443, Proposicién 10.5].

Apartado (vii)

Aplicando el apartado anterior, se obtiene:

0 o

o o 0

X_
X~ N(1,0) = X — i~ N (= iy0) = N (0,0) = “~N(—, )=N<o,1>. <

La distribucién normal aproxima gran cantidad de variables aleatorias, entre ellas:

Propiedades fisicas de la materia, como la resistencia a la fractura de una pieza.
Errores cometidos al medir ciertas magnitudes.

Caracteres morfoldgicos, como el peso, la estatura, la longitud o la envergadura de un
ejemplar de cierta especie.

Caracteres fisiologicos, como el efecto de un farmaco.
Caracteres psicolégicos, como el cociente intelectual de una persona.

Caracteres sociolégicos, como el consumo de cierto producto por un mismo grupo de
personas.

En general, la distribucién normal modela variables aleatorias que son suma de muchas
causas independientes, cada una de ellas con poca influencia en el resultado final. Ademsds, la
distribucién normal es béasica en Estadistica Inferencial. Por todo ello, constituye el modelo
continuo mds importante.

El adjetivo “normal” tiene cardcter histérico, porque se llegd a creer que todas las distri-
buciones se pueden aproximar por una normal, salvo unas pocas que serfan “anormales”. Esto
no es cierto y dicho adjetivo debe entenderse como un rasgo de tradicién.

Ejemplo 3.5.5 (Distribucién normal)

En un ordenador, el tiempo de espera de un proceso, hasta que se le asigna el procesador, sigue
una distribucién normal de media 10s y desviacién tipica 2s. En un momento dado hay 4
procesos independientes en la cola del procesador. ;Cudl es tiempo medio total de espera de
los 4 procesos? Para calcularlo, se consideran las variables aleatorias:

X; : “tiempo de espera de un proceso (s)” ~ N (10,2), i=1,2,3,4,

X : “tiempo total de espera de 4 procesos (s)”.
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Es obvio que X = X7 + --- + X4, por lo que el tiempo medio total de espera vale:
p(X)=p(Xi+-+Xg)=p(X1)+- -+ p(Xy) =410 = 40.
La espera media de los 4 procesos serd 40s.

.Cudl es la probabilidad de que los 4 procesos esperen méas de 45s en total? Esto es
p (X > 45). Como los procesos son independientes, las variables X; también son independientes.
Usando la reproductividad de la distribucién normal, se verifica:

X o N (e (X0) o (X)) F o+ 02 (X)) =
:N(4-10,\/m> = N (40, 4) .

Se puede calcular una probabilidad relativa a cualquier distribucién normal usando la tipifica-
ci6én y la tabla de la distribucién N (0, 1). El proceso es el siguiente:

X —p 45— 40
p(X>45):p( a“> v ):p(N(O,1)>1.25):

—1—p(N(0,1) <1.25) ~ 1 —0.8944 = 0.1056 (tabla de N (0,1)).

Primero se ha tipificado la variable X, usando que si X ~ N (i, o), entonces % ~ N(0,1).
En este caso, u = 40 y 0 = 4. Después, se ha usado la regla del complementario. Finalmente, se
ha consultado la tabla de la distribucién N (0, 1) en la interseccién de la fila 1.2 con la columna
0.05. Allf figura el valor 0.8944. <

3.6 Distribucion gamma

La distribucién gamma es 1til porque su funcién de densidad es muy versdtil. En concreto:

e Sustituye a la distribucién normal para modelar variables aleatorias continuas que toman
valores positivos.

e Modela tiempos de espera medidos de modo continuo.

e Modela tiempos de vida de componentes.

Definicién 3.6.1 (Distribucién gamma)
La variable aleatoria X sigue una distribucion gamma de pardmetros o > 0 y 8 > 0 si y solo
si su funcién de densidad vale:

0 <0
f(l’) = 6 xa—l e—ﬁx

['(a)
Se nota X ~ v (a, ). <

O<z

La gréafica de f exhibe perfiles muy diferentes, que dependen del valor de «, llamado pars-
metro de forma. El valor de § solo afecta a la escala. La figura 3.8 muestra los casos principales,
todos ellos con § = 1. A medida que o aumenta, la grifica de f se asemeja a una campana de
Gauss. El teorema siguiente detalla estas propiedades.
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T %

(i) 1 <a <2, (iv) a > 2.
Figura 3.8: Funcién de densidad gamma v (a, 3).

1_

1/21

Figura 3.9: Funcién de distribucién gamma v («v, 3).

Teorema 3.6.2 (Propiedades de la densidad )
La funcion de densidad gamma (figura 3.8) tiene las siguientes propiedades:

(i) Es nula en (—00,0|, estrictamente positiva en (0,00) e indefinidamente derivable en
R—{0}.

(i1) Tiene como asintota horizontal el eje de abscisas, y = 0.

(iii) Si0 < o <1 (figura 3.8.1), entonces f tiene como asintota vertical el eje de ordenadas,
x = 0; ademds, f es estrictamente decreciente y convexa en (0, 00).

(iv) Si o =1 (figura 3.8.ii), entonces se obtiene (1, 5) = Exp (3).

(v) Sil< a <2 (figura 3.8.ii1), entonces [ tiene tangente vertical en x = 0%, mdximo en

T = O‘T_l y un punto de inflexion en xr = % Vol

(vi) Si a > 2 (figura 3.8.iv), entonces f tiene tangente horizontal en x = 0, mdximo en

x = O‘T_l y dos puntos de inflexion en v = %x/ﬁ !

Teorema 3.6.3 (Propiedades de la distribucién )
Sea X ~ 7 (a, ).

(i) La funcion f es de densidad (figura 3.8).
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0 <0

(i1) Funcion de distribucion (figura 3.9): F (z) = B /xtal Pl 0 <
0

I (a)

Si « es entero, se puede calcular F (z) de modo exacto. En caso contrario, se aproxima
la integral por métodos numéricos.

(iii) Media y varianza: 11(X) = o/B y o*(X) = a/B%.

(iv) Reproductividad respecto del primer pardmetro: si X ~ v (ax,5) eY ~ v(ay,[3) son
independientes, entonces X +Y ~ v (ax + ay, 3).

Demostracion: Apartado (i)

La funcién f es positiva y continua en R — {0}. Para calcular el drea bajo la curva, se usa
el cambio de variable:

t 1
t=pr=1r=—==dr=—dt.

B B

Teniendo en cuenta la definicién de la funcién Gamma, el resultado es:

00 _ 006—04 ol Bz _ o) 604 <£>a—1 7tl _
[ =) s | v ()

© pe et 1 1 /OO 1 ¢ 1
= e ' —dt = —— t“ e tdt=——1(a) = 1.
[ fa7"3 : (@)

Apartado (iii)
Haciendo el cambio de variable ¢t = 5 x, la media de X vale:

B oo ﬁ—a w1 e B 0o ta —l B 1 ooa_ B
,u(X)—/O xr(a)x e dx—/o F(a)etﬁdt_ﬁf(a)/o tr et dt =

R SO o ()
_BF(a)F( +1)

Andlogamente, la media de X? vale:

M(XQ):/OOxz—Ba 90”‘16’8350[3::/Oo r e’tldt:—l /ooto‘ﬂetdt:
0 I' () o Bl (a) B 52F(04) 0

1 N :(a+1)af(a):a2+0z
“FT@ YT T T 7

Por tanto, la varianza de X vale:

0% (X) = p (X?) = pu(X)* = — 5 =

Apartado (iv) Ver Ferndndez-Abascal [8, pagina 451, Proposicién 10.7]. <

Ejemplo 3.6.4 (Tiempo ejecucién de 100 procesos)
En un ordenador, el tiempo de ejecucién de un proceso sigue una distribucién exponencial de
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1.0 1.0 1.0 1.0 1.0

Exp(1) Exp(1) Exp(1) Exp(1) Exp(1)
0.5 0.5 0.5 0.5 ... 05
o0 2 4 0 2 4 0 2 4 0 2 4 0 2 4

+ - + S +
0.4 7(27 1) ’7(37 1) 02 7(47 1) ’7(107 1)
0.2 0.1
0.2 0.1 Ce
0.0 0.0
0 2 4 6 0 2 4 6 8 0 5 10 0 10 20

~ N(2,v/2) ~ N(3,v/3) ~ N(4,v/4) ~ N(10,/10)

Figura 3.10: Suma de exponenciales comparada con normal.

media 2s. ;Qué distribucién sigue el tiempo total de ejecucion de 100 procesos independientes?
Para saberlo, se consideran las variables aleatorias:

X; : “tiempo de ejecucién del proceso ¢ (8)” ~ Exp (), = 1..100,
X : “tiempo total de ejecucién de 100 procesos (s)”.
El pardmetro de una distribucién exponencial es el inverso de su media, que vale 2. Por tanto,

X; ~Exp (1/2) = v(1,1/2). Como estas variables son independientes y la distribucién gamma
es reproductiva respecto de su primer pardmetro, se deduce que:

100

——

Esta distribucién ya no es exponencial. <
3.7 Teorema del limite central

En esta seccién se analiza lo que sucede cuando se suman variables aleatorias equidistribuidas
(con la misma distribucién) e independientes.

Tomemos como ejemplo la distribucién exponencial. Sean X, ..., X, ~ Exp () indepen-
dientes. Sus funciones de densidad (figura 3.10) son muy diferentes de una campana de Gauss.
Sin embargo, como Exp () = v (1, 8) y la distribucién gamma es reproductiva respecto de su
primer pardametro, se verifica lo siguiente:

Xi+Xo~7(2,8), Xi+Xo+X5~73,0), Xi+Xo+Xs+Xy~7v(4,05),
X1++X5N7(576)7 ey X1++XnNry<n76)

Las funciones de densidad de las sumas se parecen a una campana de Gauss (figura 3.10). ;Con
qué pardmetros? Si dos distribuciones son similares, su media y su varianza también deben
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. Bim)  1oBeam) IoBOs) T B3 sl BLLA)
: i i (,) + i i (,) + i i (,) + i | [ (,) + i
+
B(10,1/3)
0.5
0.2
1 0 0 5 10

Figura 3.11: Suma de binomiales comparada con normal.

serlo. Por tanto, es razonable comparar 7 (n, 3) con la distribucién normal que tiene la misma
media y la misma desviacién tipica, es decir, N (n/f3,1/n/f). La figura 3.10 muestra que ambas
distribuciones son muy similares cuando n, el nimero de sumandos, es grande. Esto se expresa
escribiendo:

Xit-+ Xy & N(n/B,vn/B) =N (np(Xi), vVno(Xy)).

Lo que ocurre con la distribucién exponencial no es casualidad. Ni siquiera hace falta que las
variables que se suman sean continuas. Por ejemplo, sean X7, ..., X, ~ B (1, p) independientes.
Sus funciones de masa (figura 3.11) son muy diferentes de una campana de Gauss. Sin embargo,
como la distribucién binomial es reproductiva respecto de su primer pardmetro, se verifica lo
siguiente:

X1+X2NB(2JP)7 X1+X2+X3NB(37P)7 X1+X2+X3+X4NB(47P)7
Xi+--+Xs~B(5,p), ..., Xi+---+X,~B(n,p).

La funcién de masa resultante se parece a una campana de Gauss (figura 3.11). Concretamente,
a la distribucién normal que tiene la misma media y la misma desviacién tipica que B (n, p), que

es N (n p,v/np (1 — p)) La figura 3.11 muestra que ambas distribuciones son muy similares
cuando n, el nimero de sumandos, es grande. Esto se expresa escribiendo:

X+t Xy & N(npV/p (=) = N (np(X0) Vo (X))

n—oo

En general, sean X3, ..., X,, variables aleatorias equidistribuidas e independientes. Sean
w(X;) =pyo(X;) =o0,i=1.n. Sin es suficientemente grande, entonces la distribucién de
X; + -+ X, coincide, aproximadamente, con la distribucién normal de la misma media y la
misma desviacion tipica, es decir, N (n u,/n o). Esto se expresa escribiendo:

X1+~-+Xnnfoo]\7(n,u,\/ﬁa).

O bien, dividiendo por n y aplicando la propiedad de transformacion lineal de la distribucién

normal: ¥ ¥

n n—0o0 n n
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Las variables aleatorias X se llaman medias muestrales. Tipificando, la ecuacién anterior se
puede escribir:

X —p

o/\/n nmee

Este resultado es el teorema del limite central, que se formaliza a continuacién.

N (0,1).

Teorema 3.7.1 (del limite central - Lévy-Lindeberg)
Sea [ X1, Xs, ..., X,,...] una sucesion de variables aleatorias equidistribuidas e independientes.
Sean p y o su media y su desviacion tipica, respectivamente. Para todo x € R se verifica que:

1imp(7‘” <o) =p(V O <a).

n—oo’ \ a/y/n
: . o . X —pu
Dicho de otro modo, las funciones de distribucion de las variables aleatorias NG convergen
o/\/n
a la funcion de distribucion de N (0,1).
Demostracion: Ver Quesada [13, paginas 575..576, Teorema 15.4]. <

Nota 3.7.2 (Velocidad de la convergencia)

El teorema del limite central se aplica a variables aleatorias equidistribuidas e independientes,
sin importar su modelo de distribucién, ya sea discreto o continuo. Sin embargo, el valor de n
a partir del cual la aproximacién es buena si que depende del modelo de distribucion:

e Si dicha distribucién es continua, acampanada y aproximadamente simétrica, es decir,
similar a una normal, puede ser suficiente tomar n > 6.

e Si es acampanada y unimodal, pero poco simétrica, puede bastar tomar n > 20.

e En otras condiciones, por ejemplo cuando la distribucién es discreta, puede ser necesario
tomar n > 100. <

El teorema del limite central explica por qué muchos fenémenos aleatorios tienen distribu-
cién aproximadamente normal: son suma de muchas otras variables aleatorias mas o menos
equidistribuidas y méds o menos independientes. Asi, la estatura de las personas depende de
factores genéticos, nutricionales y sociales, entre otros, lo cual justifica que se comporte como
una distribucién normal.

Ejemplo 3.7.3 (Tiempo ejecucién de 100 procesos)

Volvamos al ejemplo 3.6.4, sobre el tiempo total de ejecucién de 100 procesos independien-
tes. ;Cudl es la probabilidad de que dicho tiempo sea menor que 180s? Se trata de calcular
p (X < 180), siendo X ~ ~(100,1/2). Integrando la funcién de densidad correspondiente, se

obtiene:
180 () 5100

p (X < 180) = / 2% e 057 dy ~ 0.158 221.

o TI'(100)

Esta integral se ha obtenido por métodos numéricos usando un ordenador. Si no se dispone
de esta herramienta, se puede estimar el resultado usando el teorema del limite central, ya
que X es suma de un nimero grande (n = 100) de variables aleatorias independientes y con
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distribucién X; ~ «(1,1/2). Por tanto:

X~ N (nu(Xi),vno(X;)) =N <100-1—}2,\/ﬁ- ﬁ) = N (200, 20).

Tipificando, se obtiene:

p (X < 180) =p<X_“ < 1802_0200) ~p(N(0,1) < —1) = p(N(0,1) > 1) =

=1—p(N(0,1) <1)~1—0.8413 =0.1587 (tabla).

En este cdlculo se ha usado la simetria de la distribucién N (0, 1), la regla del complementario
y la tabla de NV (0,1). Comparando el resultado estimado (0.1587) con el valor real (0.158221)
se aprecia una buena aproximacion. |



Tema 4

Estimacion por punto y por intervalo

4.1 Muestras, estadisticos y estimadores

Como ya se ha visto, la estadistica descriptiva analiza una caracteristica de una poblacién
mediante una serie de gréaficos y medidas. Esta informacién se obtiene observando dicha carac-
terfstica en todos los elementos de la poblacion.

Por el contrario, la estadistica inferencial observa la caracteristica en una parte de la po-
blacién, llamada muestra, y trata de inferir conclusiones vélidas para toda la poblacién. Para
ello, considera la caracteristica en estudio como una variable aleatoria, observa algunos valores
de la misma y aplica la herramienta de la probabilidad. Este proceso es de tipo inductivo: a
partir de las frecuencias observadas en una muestra de una variable, se infiere el modelo de
distribucién de probabilidad que ha generado los datos.

En los temas anteriores se han estudiado varios modelos de distribucién de probabilidad.
Tales modelos permiten calcular las probabilidades de interés siempre que se conozcan el tipo
de modelo y los valores de sus pardmetros. En la préctica, esta informacion no estd disponible
de antemano, por lo que se debe estimar a partir de los datos extraidos del fenémeno aleatorio
en cuestion. Sea X una variable aleatoria cuya distribucién depende del pardmetro desconocido
6. Por ejemplo, si X ~ G (p), entonces § = p; si X ~ P (\), entonces § = \; si X ~ Exp(5),
entonces 6 = [3; etc. Veamos cémo estimar € en un ejemplo concreto.

Ejemplo 4.1.1 (Proporcién de bolas blancas en una urna)
Una urna contiene bolas blancas y negras mezcladas (figura 4.1). Se desea calcular la proporcién
de bolas blancas en la urna, que vale:

n° de bolas blancas en la urna

P= n° total de bolas en la urna
. 14+0+1+0+0 2
?b ?n [1,0,1,0,0] p= i O+ —2-04
— N 5 5
Urna Muestra Estimacion

Figura 4.1: Muestreo con reemplazamiento.
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Para calcular este valor, es necesario extraer todas las bolas de la urna y a veces esto no es
posible o0 no es deseable. Sin embargo, supongamos que se conoce el resultado de una muestra,
por ejemplo [1,0,1,0,0], donde un 1 indica que la bola extraida es blanca y un 0 lo contrario.
Si dicha muestra es representativa de lo que pasa en la urna, p se debe parecer a la proporciéon
de bolas blancas en la muestra, que vale 2/5 = 0.4. Como este valor puede coincidir con p o
no, se escribe p = 0.4 y se dice que se ha obtenido una estimacion puntual de p. Si se toma
otra muestra, se obtiene otra estimacién puntual, que puede coincidir con la primera o no. Por
ejemplo:

e La muestra [1,0,0, 1], que tiene tamano n = 4, produce la estimacion:

_14+0+0+1 2

- =0.5.
4 4

)

e La muestra [0,1,0,1, 1], de tamanio n = 5, produce la estimacion:

0+1+0+1+1 3

D= - =0.6.
P 5 5
e La muestra genérica [X1, Xo, ..., X,]|, de tamano n, produce la estimacién:
X+t X,
b= .
n

En una muestra genérica, cada extraccién de la urna es una variable aleatoria:
X; : “nimero de bolas blancas en la extraccién " ~ B (1,p;), = 1.n,

donde p; es la proporcién de bolas blancas en la urna en la extraccion 7. Pero si el muestreo se
hace con reemplazamiento, devolviendo la bola a la urna después de cada extraccién, entonces
pp=---=p;=---=p, =p. En ese caso, todas las variables X; tienen la misma distribucién
que:

X : “mimero de bolas blancas en una extraccién” ~ B (1,p).

y son independientes. Ademds, la expresion

X e+ X, —
5= 1+ + e
n
es funcién de las variables aleatorias [ X7, Xo, ..., X,,] que componen la muestra, luego es otra
variable aleatoria, denominada media muestral. <

Las ideas contenidas en el ejemplo anterior se formalizan en la siguiente definicién.

Definicion 4.1.2 (Muestra, estadistico, estimador y estimacién)
Sea X una variable aleatoria.

1. Una muestra aleatoria simple de X (en adelante, muestra) es una lista de variables alea-
torias con la misma distribucién que X e independientes: [X, Xo, ..., X,,]. El ndimero n
se llama tamano muestral.

2. Un estadistico es una variable aleatoria construida como funcién de las que componen la
muestra: T (Xq,..., X,,).
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3. Sea ¢ un pardmetro desconocido de la distribucion de X. Un estimador de 6 es un
estadistico de la forma 6§ = T (X1, ..., X,,) usado para estimar 6.

4. Una estimacion de 0 es el valor que toma un estimador 6 cuando se observa una muestra
concreta. <

Una muestra verifica que:

1. Todos los elementos de la poblacién tienen la misma probabilidad de pertenecer a la
muestra.

2. Cada elemento de la muestra es independiente de los demas.

Ambas cualidades son imprescindibles para que la muestra represente bien a la poblacién de la
que procede.

Cada elemento de la muestra, antes de ser observado, es una variable aleatoria X; con la
misma distribucién que la poblacién X. Después de observado, dicho elemento es un nimero
x;. Por tanto, hay que distinguir entre la lista de n variables aleatorias que constituye la
muestra aleatoria simple, [ X7, ..., X,], y la lista de n nimeros [z1, ..., x,], que constituye una
observacion de la muestra. Tampoco se debe confundir un estimador, 7' (X, ..., X,,), que es
una férmula, con una estimacion, T (z1,...,x,) € R, que es el valor numérico que toma un
estimador ante una observacion de la muestra. Concretamente, en el ejemplo 4.1.1, la primera
muestra es [X;, X, X3, X4, X5, donde X; ~ B (1,p), mientras que la primera observacién de
Xi+ X0+ X5+ X4+ X,

5

= 0.4 es una estimacion de p.

la muestra es [1,0,1,0,0]. La férmula p =
1+404+14+0+0
5}

es un estimador de p,

mientras que el valor p =

Ejemplo 4.1.3 (Estadisticos)
El estadistico mas usado es la media muestral:

<. X1+'“+Xn:lZXi.

n n <

Se suele emplear como estimador de la media de la variable. Parece l6gico estimar la varianza
de la variable mediante la varianza muestral, que es:

n

Vi(Xy,...,X,) ::_Z(Xi_Yf:%ZXiQ_YQ-
1=1

i=1

Sin embargo, por razones que se verdn mas adelante, dicha estimacién se hace con la cuasiva-
rianza muestral, definida cuando n > 1:

n

1 _
S2(Xy, ..., X,) ;zn_lz(xi—x)%nZV(Xl,...,Xn).
=1

Otros estadisticos usados con frecuencia son el minimo y el méximo de las variables muestrales:

min (Xq,...,X,) y max (Xi,...,X,). <«
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4.2 Estimacion por momentos

La estimacién puntual de un pardmetro desconocido requiere un estimador del mismo. Una
forma sencilla de obtenerlo es el método empleado en el ejemplo 4.1.1, que se describe a conti-
nuacion.

Ejemplo 4.2.1 (Distribucién binomial)
Consideremos una prueba aleatoria que se repite un nimero fijo de veces de modo independiente
y con probabilidad de éxito constante. En estas condiciones, se tiene la variable aleatoria:

X : “nimero de éxitos en k pruebas” ~ B (k,p).

En general, el valor de £ es conocido, pero el valor de p es desconocido y hay que estimarlo.
Para ello, sea [Xj, ..., X, una muestra aleatoria simple de X. Suponiendo que la media de la
variable coincide con la media muestral, se resuelve la siguiente ecuacién en p:

p(X)=kp=X=p=—.
Dependiendo de la muestra observada, esta igualdad puede ser cierta o no, por lo que se escribe

p = X /k, que es un estimador de p.

Supongamos que el nimero de pruebas es k = 4 y que se observa la muestra [2,1,3,2,0].
En este caso, la media muestral y la estimacién de p son:

241434240
- -

T = 1.6 =p=

Otro caso similar es el de la distribucién geométrica.

Ejemplo 4.2.2 (Distribucién geométrica)

Sea X ~ G (p) con p desconocido. Para estimar p, sea [Xji,...,X,| una muestra aleatoria
simple de X. Igualando la media de la variable a la media muestral y resolviendo la ecuacion
en p, resulta:

1— 1 — 1 = 1
u(X):—p:——I:X:>—:X+1:>p:_—.
p p p X+1
N 1
Esta igualdad no sera cierta para todas las muestras, por lo que se escribe p = X1 que es
un estimador de p. <

El siguiente ejemplo es un poco més complejo, porque involucra dos pardmetros.

Ejemplo 4.2.3 (Distribuciéon gamma)
Sea X ~ v (a, ) con a 'y 8 desconocidos. Para estimar « y 3, sea [Xi, ..., X,]| una muestra
aleatoria simple de X. Igualando la media de la variable a la media muestral, se obtiene una

ecuacion en oy 3
Ie” —
n(X) = E = X.
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No se puede resolver esta ecuacion, que tiene dos incégnitas, por lo que se forma otra ecuacién
igualando la varianza de la variable a la varianza muestral. Resolviendo el sistema de ecuaciones
en oy (3, resulta:

a2/62_ _72
pX)=a/8=X _ ) a0V
o (X)=a/f* =V B _ g X

a/B? Vv

Para despejar « se divide el cuadrado de la primera ecuacién entre la segunda y para despejar
[ se divide la primera ecuacién entre la segunda. Estas igualdades no seran ciertas para todas
las muestras, por lo que se escribe a = X /Vy B = X /V, que son los estimadores de o y de
[, respectivamente. <

El algoritmo empleado en los ejemplos anteriores se denomina estimacion por momentos.

Algoritmo 4.2.4 (Estimacién por momentos)
Sea X una variable aleatoria cuya distribucién depende de uno o varios pardametros desconoci-
dos. Para estimar dichos pardametros, se hace lo siguiente:

1. Tomar una muestra aleatoria simple de X, llamada [ X3, ..., X,].

2. Formar una ecuacién o un sistema con tantas ecuaciones como parametros desconocidos.
Para ello, igualar la media de X a la media muestral y, si hay dos pardmetros desconocidos,
igualar la varianza de X a la varianza muestral:

— X)=X
pX)y=X o 3 2< )
o’ (X)=V
3. Resolver la ecuacion o el sistema de ecuaciones.
4. Devolver la solucién como conjunto de estimadores. |

Este método fue formalizado por Karl Pearson® a fines del siglo XIX. Es un método muy

sencillo, pero tiene el inconveniente de que puede generar estimaciones incompatibles con los
valores de la muestra, como sucede en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 4.2.5 (Distribucién uniforme)
Sea X ~ U (a,b) con a y b desconocidos. Para estimar a y b por el método de los momentos,

Karl Pearson (London, England, 1857 — Coldharbour, Surrey, England, 1936).

Es uno de los fundadores de la estadistica. Pearson se gradué en el King’s College de Cam-
bridge, y completé estudios en Heidelberg y Berlin. Ensené matematicas en el University College,
London. Alli fundé y dirigié el Departamento de Estadistica Aplicada, donde se formaron mul-
titud de cientificos de la época, tanto britdnicos como extranjeros.

Sus primeros trabajos estadisticos son 18 articulos titulados Mathematical Contributions to
the Theory of Evolution, que contienen contribuciones a la regresién, el coeficiente de correlacién
y el test chi-cuadrado. Pearson acund el término desviacion tipica y cofundd, con Weldon y Galton, la revista
Biometrika.
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sea [X1,...,X,] una muestra aleatoria simple de X. Se resuelve el sistema de ecuaciones:
a+b
2
o2y ==y b—a=+V12V =23V

12

Restando y sumando las dos ecuaciones, resulta que los estimadores de a y de b son, respecti-

vamente: o
20=2X —2v/3V a= —+/3V
= 2
b= +v3V

<

20=2X +2V3V

Supongamos que se observa la muestra [12,9,22,7,0,10]. La media y la varianza muestrales
valen:

12494224 74+0+10

T = 5 =10,
122 492 4222 4 72 4+ 02 + 102

’U:

6

—10% = 43.

Por tanto, las estimaciones son:
a=10—+3 43~ 135782 v  b=10++3 43 ~21.3578.

El valor de b es menor que un elemento de la muestra (22), lo cual es absurdo, ya que Im (X) =
[a, b]. Por tanto, esta estimacién no es aceptable. De hecho, los pardmetros de una distribucién
uniforme se estiman como el minimo y el méximo de los valores muestrales, respectivamente:

@ =min (12,9,22,7,0,10) = 0 y b= max (12,9,22,7,0,10) = 22.

Estos valores son compatibles con los elementos de la muestra. <

Existe otro método de estimacion que no presenta el problema observado en el ejemplo
anterior, pero no lo estudiaremos en este curso.

4.3 Meétodo del pivote

Sea X una variable aleatoria cuya distribucién depende del pardmetro desconocido . La
estimacién puntual de 6 proporciona un mimero 6 que puede coincidir o no con el verdadero
valor de 6. En consecuencia, es deseable tener una medida del error que se comete al reemplazar
0 por 6. Algo similar a la cota de error en un método numérico, la cual indica que el valor
exacto pertenece a cierto intervalo. El siguiente ejemplo muestra cémo hacerlo.

Ejemplo 4.3.1 (Intervalo para la media de una poblacién normal con varianza conocida)

Se sabe que la variable aleatoria X sigue una distribucién N (u, o), con 0 = 1y p desconocida,
y se trata de estimar p. Para ello, se obtiene una muestra de X y resulta [1.5,3.5,3,1.6]. La
media muestral vale:

15+35+3+16 96

2.4.
4 4

T =



4.3 Método del pivote 109

Figura 4.2: p(—a < N (0,1) < a) =0.9.

Por tanto, es de esperar que p, que es la media de X, esté proxima a 2.4. Dicho de otro modo,
1 debe estar en algin intervalo alrededor de 2.4 y la probabilidad de que esto ocurra aumentara
con el tamano del intervalo. Se trata de fijar una probabilidad, por ejemplo 90 %, y hallar dicho
intervalo.

Para ello, se utiliza la reproductividad de la distribucién normal:
Xi,..., X, ~ N (u,0) eindependientes = X; 4+ --- + X,, ~ N (n,u, \/ﬁa) =

- Xi+---+X, X —
Ny i i ~N<,u,i>é b N(0,1).

n Vi) = oy

Considerando la distribucién N (0,1), cuya funcién de densidad es simétrica (figura 4.2), se
puede hallar un nimero a € R tal que:

p(—a<N(0,1)<a)=09<p(N(0,1) <a)=0.95 < a =~ 1.645.

Teniendo en cuenta que:

X —pu X—n _
mwN(o,l):>p(—a§ 0/ﬁ§a>—0-9-

Por tanto, el intervalo buscado se obtiene despejando i de las inecuaciones:

><|

7> X4u> o
/ Vi NG
_ J— g R g — g
e X p>X —a—ouec|X—a— X +ta—|.
o g [ o ”ﬁ]

o
VA NG
Ambos extremos del intervalo dependen de o y de a, que son conocidos, pero también de la

muestra, luego son estadisticos. Sustituyendo los valores muestrales en la expresién anterior,
se obtiene un intervalo, al 90 % de confianza, para u:

1 1
€ |24 —1.645—,2.4 + 1.645 — | ~ [1.5775,3.2225] al 90 % de confianza.
: Vi ﬂ] | | i

Dicho intervalo ya no es aleatorio, por lo que no es correcto escribir p (1.85 < p < 2.95) = 0.9.
Pero si se generan muchos intervalos de confianza con la férmula anterior, se puede esperar que
el 90 % de ellos contendrd al verdadero valor de .

Si se aumenta la probabilidad de éxito, por ejemplo a 95 %, entonces debe ocurrir que:

p(N(0,1) <a)=0.975 = a ~ 1.96.
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T(0,X1,...,Xn)

1l -«

a2 a2

Figura 4.3: Método del pivote: p(a <T <b) =1— .
En tal caso, se obtiene un intervalo de confianza para u al 95 %:

1 1
€ 124—-1.96—,24+196 —| = [1.42,3.38] al 95% de confianza.
K \/4_1 \/4_1 [ ] 0

Ambos intervalos de confianza estan centrados en el punto 2.4, que es la media muestral, pero
el radio del segundo es mayor que el del primero, como corresponde a un nivel de confianza
mayor. <

El ejemplo anterior conduce a la siguiente definicién.

Definicién 4.3.2 (Intervalo de confianza y nivel de significacion)

Sea X una variable aleatoria cuya distribucién depende del pardmetro desconocido . Sea
0 < @ < 1 un nidmero real. Sea [X3, ..., X,] una muestra aleatoria simple de X. Un intervalo
de confianza para 6, al nivel 1 — « tiene por extremos un par de estadisticos, T y T5, tales que:

p(Tl(Xla"'7Xn)SHSTQ(Xla"an)):l_&‘

El nimero 1 — « se llama nivel de confianza, mientras que « se llama nivel de significacion. <

Lo ideal serfa tomar o = 0 y encontrar un intervalo I tal que p(f € I) = 1. Pero esta
condicién generalmente hace que I se extienda a todo R, por lo que carece de interés. En la
préctica, hay que buscar un equilibrio entre el nivel de confianza y la longitud del intervalo.

Sistematizando el proceso del ejemplo 4.3.1, se obtiene el siguiente algoritmo.

Algoritmo 4.3.3 (Método del pivote)
Sea X una variable aleatoria cuya distribucién depende del pardmetro desconocido #. Dados:

e Un nivel de confianza 1 — o, con 0 < v < 1.
e Una muestra aleatoria simple de X, llamada [X3, ..., X,].
Para construir un intervalo de confianza para 6, al nivel 1 — «, se hace lo siguiente (figura 4.3):
1. Hallar un pivote T', que es un estadistico tal que:
e Solo depende del pardmetro 6 y de la muestra: 7' (0, X1,..., X,,).

e Tiene distribucién conocida.



4.4 Intervalo de confianza para la varianza 111

2. Hallar dos constantes, a,b € R, tales que:
p(T<a)=a/2 vy p(T<b=1-a/2
Esto es posible, pues T tiene distribucién conocida, y hace que p(a < T <b) =1 — a.

3. Pivotar, que consiste en despejar ¢ de las dos inecuaciones a < T' (6, X1, ..., X,,) < b para
obtener el intervalo de confianza:

0l (Xq,....,X,),To(Xy,...,X,)] al nivel 1 — « de confianza. <

En cada una de las siguientes secciones se resuelve un problema tipico aplicando el método
del pivote.

4.4 Intervalo de confianza para la varianza

Sea X ~ N (u,0), con 1y o desconocidas. Sea [Xi, ..., X,] una muestra aleatoria simple de
X. Se trata de construir un intervalo de confianza para o2, para lo cual se necesita un pivote.

X —
Ya hemos visto que A N (0,1), pero esta expresién no sirve como pivote, porque tanto
o/\/n

1 como o son desconocidas. Por otro lado, la cuasivarianza muestral es un estimador centrado
de 0? (la varianza muestral no lo es). Por tanto, es natural partir de ella:

n

! i(xi—f)z;»(n—1)s2:Z((Xi—M)_(X_M))Q,

n—14% ,
= =1

52 =

Se trata de tipificar las variables X; y X que aparecen en S2. Desarrollando el cuadrado de la
diferencia, se obtiene:

(n—1)5222((Xi—u)2—2(xi—u)(7—u)+(Y_u)2> _

=, (Xi_,u)2_2(7_u)Z(Xi_ﬂ>+n(7_ﬂ)2:

= (Xi—u)Q—n(Y—,u)Q.

i=1
Esto es asi porque:
Z(Xi_ﬂ) :ZXi—nu:nY—nu:n(Y—u).
i=1 i=1

A continuacién, se divide por o2:

B ()
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Figura 4.4: Densidad de x? paran = 1..5.

Puesto que X sigue una distribucién normal, se verifica que:

—

X —yp
~N(0,1) y tambié ~ N (0,1).

Por tanto, la expresién (n — 1) 5?/0? es suma y resta de variables aleatorias N (0, 1) elevadas
al cuadrado. Si se conociese su distribucién, servirfa como pivote. El objetivo es hallarla.

X,
X; ~ N (u,0)=

Teorema 4.4.1 (Cuadrado de una distribucién normal estandar)
Si Xq,..., X, ~ N(0,1) son independientes, entonces:

(i) X2 ~~(1/2,1/2), para todo i = 1..n.
(it) Xi2+ -+ X2 ~~v(n/2,1/2).
Demostracion: Apartado (ii)

Si Xi,...,X, ~ N(0,1) son independientes, entonces X;?%,..., X,,2 ~ v(1/2,1/2) y tam-
bién son independientes. Como la distribucién gamma es reproductiva respecto de su primer
pardametro, se verifica que:

X2+ X2~y (124 -+ 1/2,1/2) = v (n/2,1/2). <

La distribucién «y (n/2,1/2) recibe un nombre particular.

Definicion 4.4.2 (Distribucién chi cuadrado)
Sin € N—{0}, la distribucién 7 (n/2, 1/2) se denomina chi cuadrado (de Pearson) de pardmetro

n. Se nota x2 o x2 (n). <
La funcién de densidad de la distribucién x? tiene las siguientes propiedades (figura 4.4):
e Sin =1,2, es estrictamente decreciente y convexa.
e Sin = 3,4, tiene mdximo en x = n — 2 y punto de inflexibon en z =n — 2+ v/2n — 4.
e Sin > 5, tiene médximo en x = n — 2 y puntos de inflexion en t =n —2F/2n —4 .
Teorema 4.4.3 (Fisher)
Sea X ~ N (p,0). Si [X1,...,X,] es una muestra aleatoria simple de X, entonces:

(i) Los estadisticos X y S* son independientes.
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., (n—=1)52
i) T e
Demostracion: Ver Freund-Walpole [10, pdgina 287, teorema 8.10] o bien Rohatgi [15, pdgina
340, Theorem 1]. <

El teorema de Fisher proporciona un pivote para construir un intervalo de confianza para
o?, al nivel 1 — a:

1. Normalidad: X ~ N (u, o).

—-1)52
2. Pivote: % ~ X2,

3. Constantes: p (x2_; <a) =a/2yp(x2_, <b) =1-a/2.

4. Pivotar:

a<(n_1)52<b<:>1> o’ Sl e
_— —_— _— —_— O'
- o? - a (n—1)5% b ’

Ejemplo 4.4.4 (Montaje de ordenadores: IC para o)
En una fabrica de ordenadores, se quiere saber si hay mucha variacién en el tiempo de montaje
de un ordenador. Para ello, se toma una muestra de la variable aleatoria:

X : “tiempo de montaje de un ordenador (min)”

y se obtiene:
38 50 37 33 44 39 36 42 41

Se trata de construir un intervalo de confianza para o, la desviacién tipica de X, al 98 %. Las
medidas de esta muestra son:

_ 38+50+37+33+44+39+36+42+441 40

T = _

9 Y
2 9 (38 +50% + 377 4 337 + 447 4 392 + 36 + 427 4 417
8 9

La cuasidesviacién tipica muestral es s = 5, pero la desviacién tipica verdadera, o, puede ser
algo menor o algo mayor. El intervalo de confianza se construye del siguiente modo:

— 402) = 25.

1. Normalidad: STATGRAPHICS ajusta X ~ N (40,5) con p-valor = 0.996713, luego el ajuste
es bueno.?

—-1)52
2. Pivote: % ~ X2, = X3

3. Constantes: p(x2 <a)=0.01 = a~1.6465y p(x2 <b) =0.99 = b ~ 20.0902.

8 - 52 \/8-52
4. Pivotar: ~ [3.1552.11.021] al 98 % d fi .
ivotar: o € \/20'0902, T OA6E [ : ] al 98 % de confianza

(STATGRAPHICS obtiene los mismos resultados.)
Este intervalo no contiene al punto 3, pero si al punto 3.2, por ejemplo. Por tanto, al 98 %

de confianza, se rechaza que la desviacién tipica del tiempo de montaje de un ordenador es
o = 3 min, pero se acepta que o = 3.2 min. |

2En la seccién 5.5.2 se estudiardn los detalles de esta comprobacién.
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4.5 Intervalo de confianza para la media

Sea X una variable aleatoria con media p y varianza o2, ambas desconocidas. Se trata de

construir un intervalo de confianza para p. Hay varios casos posibles, que se estudian a conti-
nuacion.

4.5.1 Variable normal

Sea X ~ N (u,0), con 1y o desconocidas. Sea [Xi, ..., X,| una muestra aleatoria simple de
X. Ya se ha visto que:
X —
o/v/n
Esta expresién no sirve como pivote para p, porque también contiene el valor desconocido o.
Para eliminarlo, se considera el estadistico:

N(0,1).

(n—1)52
Z = Q" Xn-1-

Por el teorema de Fisher, Z ~ x2_, y es independiente de Y. Dividiendo Y por /Z/ (n — 1),
se obtiene:

X —p
Y _o/n _X-po_X-up
N
n—1

Esta expresién es un pivote para p, ya que William Gosset® hall6 su distribucién.

Definicion 4.5.1 (Distribucién ¢ de Student)
Sean Y ~ N (0,1) y Z ~ x? independientes. La variable aleatoria:

Y
VZ/n

sigue una distribucion t de pardmetro n. Se nota X ~t, o X ~t(n). <

La distribucién ¢, tiene funcién de densidad similar? a la de N (0,1) (figura 4.5):

William Sealey Gosset (Canterbury, England, 1876 — Beaconsfield, England, 1937).

Matematico y quimico. Gosset trabajé como quimico para la compania cervecera Guinness,
que no permitia a sus empleados publicar articulos cientificos. Por este motivo, Gosset publicé
sus estudios estadisticos con el seudénimo Student.

Durante un afno, investigé en el laboratorio de Pearson sobre la distribucién limite de la
binomial (distribucién de Poisson) y sobre la distribucién muestral de la media, la desviacién
tipica y el coeficiente de correlacién.

Gosset inventoé el test ¢ para muestras pequenas, que aplicé al control de calidad en la industria cervecera.
4Ver Ferndndez-Abascal [8, pagina 479, proposicién 11.4].
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Figura 4.5: Densidades de t, ty y t3 comparadas con N (0, 1).

1. Es simétrica respecto de la recta x = 0.
Tiene por asintota horizontal la recta y = 0.

Tiene maximo en x = 0.

= W N

Converge a la funcién de densidad de la distribucién N (0, 1) cuando n tiende a infinito:

tn, ~ N (0,1). La aproximacién es buena cuando n > 30.
n—oo

La figura 4.5 compara las funciones de densidad de ¢, t9, t3 y N (0,1). Las gréficas son
similares entre si, aunque las de t¢,, son mds achatadas que la de N (0,1) para cualquier valor
de n.

La distribucién ¢ proporciona un pivote para construir un intervalo de confianza para pu, al
nivel 1 — a:

1. Normalidad: X ~ N (u, o).
X—p

< = ~ tn1-
S/vn

3. Constantes: la distribucién ¢ es simétrica respecto de z = 0. Por tanto, basta hallar a € R
tal que p (t,1 < a)=1-—«a/2.

2. Pivote:

4. Pivotar:

X S — S — S —
<asa—=2-X4p2>2—-a—=<pe | X —a—,X+a

—p
S/v/n v~ Vn Vvn

Ejemplo 4.5.2 (Montaje de ordenadores: IC para p)

En la fabrica de ordenadores del ejemplo 4.4.4, interesa saber, al 98 % de confianza, cudl es el
tiempo medio de montaje de un ordenador. Ya se ha visto que las medidas de la muestra de X
son: n=9,7 =40y s = 5. La media muestral es 40, pero la media de X puede ser algo menor
o algo mayor. Para saber lo que sucede, se construye un intervalo de confianza para p al 98 %:

S
Jn

—a <

1. Normalidad: STATGRAPHICS ajusta X ~ N (40,5) con p-valor = 0.996713, luego el ajuste
es bueno.

X —pu :
3. Constantes: p(tg < a) = 0.99 = a = 2.8965.

5
4. Pivotar: p € 40 + 2.8965 — [—1, 1] ~ [35.173,44.828] al 98 % de confianza.

VO

2. Pivote: = tg.
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(STATGRAPHICS obtiene los mismos resultados.)

El punto 36 pertenece al intervalo de confianza. Por tanto, al 98 % de confianza, se acepta que
el tiempo medio de montaje de un ordenador es ;4 = 36 min. Por el contrario, con el mismo
nivel de confianza, se rechaza que p = 35 min, por ejemplo.

Fijado el nivel de confianza 1 — «, el intervalo de confianza para p estd centrado en la media
muestral, T. Si se toma dicho valor como estimacién de p, entonces el error absoluto cometido

estd acotado, al nivel de confianza 1 — «, por el radio del intervalo, que es a - s/y/n. En este
caso, dicho radio vale 2.8965 - 5/1/9 ~ 4.828.

Si se quiere reducir dicho radio a 2, por ejemplo, hay que resolver la inecuacion a-s//n < 2.
Ademés del tamano muestral n, la inecuacién contiene los valores desconocidos a, que depende
del nivel de confianza 1 — o y de n, y la cuasivarianza muestral s, que depende de la muestra
observada. Para realizar un cdlculo aproximado, se elige a como el valor limite para 1 — a y se
supone que s no cambia con la muestra. En estas condiciones, se verifica:

s as 2.3264 -5 2
— <2=—X< =n>—— | ~338.
“n s g SV "—( 2 )

Como n debe ser entero, se requiere una muestra de tamano n = 34. |

4.5.2 Variable no normal con muestra grande

Sea [X7,..., X, una muestra aleatoria simple de la variable aleatoria X. Supongamos que X
no es normal, pero tiene varianza finita y n es suficientemente grande (n > 100). En ese caso,
la desviacién tipica de X se puede aproximar por la cuasidesviacién tipica muestral®: S ~ o.

n—oo

Usando el teorema del limite central (TLC), se obtiene la aproximacién:

X — X —pu
~ ~ N(0,1).

Este pivote aproximado permite construir un intervalo de confianza aproximado para i, al nivel
de confianza 1 — «:

1. Normalidad: X no es nomal, pero su muestra es grande, luego X es aproximadamente
normal (TLC) y se puede usar un pivote aproximado.

X—p
S/vn

3. Constantes: la distribucion N (0,1) es simétrica respecto de x = 0. Por tanto, basta
hallar a € R tal que p(N (0,1) <a) =1—a/2.

4. Pivotar: p € 7—ai,7+a &
n

Vi Vol

2. Pivote aproximado: ~ N (0,1).

®Ver Rohatgi [15, pagina 357, Example 4].
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Ejemplo 4.5.3 (Aerolinea: IC para )
La aerolinea A afirma que el precio medio de sus billetes es 120 €. Se trata de verificar dicha
afirmacion al 96 % de confianza. Para ello, se toma una muestra de la variable aleatoria:

X : “precio de un billete de la aerolinea A (€)”,

que figura en la columna Billete A del fichero 4-Intervalos - Datos.sgd, y cuyas medidas

son: n =400, T = 124 y s = 40. Se trata de construir un intervalo de confianza para p, la
media de X, al 96 %:

1. Normalidad: STATGRAPHICS ajusta X ~ N (124,40) con p-valor = 0, luego X no es
normal. No obstante, la muestra de X es grande (n = 400), luego X es aproximadamente
normal (TLC) y se puede usar un pivote aproximado.

X —p
S/v/n
3. Constantes: p(N (0,1) < a) =0.98 = a = 2.0538.

2. Pivote aproximado: ~ N (0,1).

40
4. Pivotar: pu € 124 + 2.0538 ——[—1, 1] ~ [119.89,128.11] al 96 % de confianza. STAT-
2 \/@ [ ] [ ] 0

GRAPHICS obtiene [119.879,128.121] usando como pivote t399 en lugar de N (0, 1).

El punto 120 pertenece a este intervalo de confianza. Por tanto, al 96 % de confianza, se acepta
que el precio medio de un billete de A es 120 €.

Si el tamano muestral fuese n = 490, en lugar de n = 400, entonces el intervalo de confianza
resultaria:

40
p € 124 +2.0538 — [—1, 1] ~ [120.29, 127.71] al 96 % de confianza (STATGRAPHICS = ).

V490

En tal caso, habria que rechazar la afirmacién de A. <

4.5.3 Proporciéon con muestra grande

Sea X ~ B(1,p), con p desconocido®. Sea [X7,..., X,] una muestra aleatoria simple de X. Se
trata de construir un intervalo de confianza para p. En este caso, y = p y un estimador de p es
P =7 = X. Ademss, X? = X;, luego la varianza muestral vale:

X12+...+Xn2_72_X1+...+Xn
n N n

V:

~X'=X-X'=X(1-X).

Por tanto, si n es suficientemente grande, el pivote de la seccién anterior toma la forma:

X-p X-p ___ P-p ~ N(0,1).
SN Ty o1

Este pivote aproximado permite construir un intervalo de confianza aproximado para p, al nivel
de confianza 1 — a:

X —p
27E o~ N(01
S/ e V(O ) =

6E] parametro p es la proporcién de elementos de la poblacién para los cuales X vale 1, es decir, que verifican
la propiedad en estudio.
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1. Normalidad: X ~ B (1, p) no es normal, pero su muestra es grande, luego X es aproxi-
madamente normal (TLC) y se puede usar un pivote aproximado.

P—p

P <1 - 18) /n
3. Constantes: la distribucién N (0,1) es simétrica respecto de x = 0. Por tanto, basta
hallar a € R tal que p(N (0,1) <a) =1— /2.

4. Pivotar: p € {A—a,/P 1— /n P—Hz,/P 1— /n]

Ejemplo 4.5.4 (Lectora de marcas épticas: IC para p)

Se quiere estimar, al 97 % de confianza, la proporcién de errores cometidos por una lectora de
marcas oOpticas. Para ello, se observa una muestra de 200 marcas y resulta que la lectora lee
mal 3 de ellas. Por tanto, se considera la variable aleatoria:

2. Pivote aproximado: ~ N (0,1).

X : “nimero de errores cometidos por la lectora al leer una marca” ~ B (1,p) .

Se trata de construir un intervalo de confianza para p al 97 %:

1. Normalidad: X ~ B(1,p) no es normal, pero su muestra es grande (n = 200), luego X
es aproximadamente normal (TLC) y se puede usar un pivote aproximado.
— D

e

3. Constantes: p (N (0,1) < a) = 0.985 = a = 2.1701.

)

2. Pivote aproximado: ~ N (0,1).

ge))
—

12

3 3 3
4. Pivotar: p € —— + 2. 1701\/ = (1 - —> /2001, 1] ~ [~0.00365213,0.0336521] al

200 200 200
97 % de confianza. STATGRAPHICS usa otro pivote y obtiene [0.00254944,0.0466711].

Por tanto, se puede estimar que la lectora lee mal entre el 0% y el 3.37 % de las marcas 6pticas.

El error de la estimacién estd acotado por el radio del intervalo, que es 0.018 652 1. Si se
quiere reducir dicho radio a 0.01, el tamano muestral necesario, suponiendo que la proporcién
muestral no varfa, es:

1— 1— 25(1 — 7
o PO=D) o1 2P0 D) g P D)
n n 0.012
25(1—p)  21701% 3 3
~ 1— ) ~ 695.804.
( 200)

> ~ -
= T 0.012_ 200

Como n debe ser entero, hay que tomar una muestra de n = 696 marcas 6pticas. <
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Contrastes de hipétesis

5.1 Conceptos generales

Muchos problemas practicos, como el del ejemplo siguiente, requieren tomar decisiones sobre
una poblacién en base a la informacién contenida en una muestra.

Ejemplo 5.1.1 (Tiempo de acceso en un disco duro)

Se quiere determinar si un disco duro es de marca A o de marca B. Se sabe que el tiempo
medio de acceso a un dato es 60 microsegundos, si la marca es A, y 64 us, si la marca es B.
Para decidir, se considera la variable aleatoria:

X : “tiempo de acceso a un dato en el disco duro (us)”.

Si 1 (X) = 60, entonces el disco es de marca A, mientras que si p (X) = 64, entonces el disco
es de marca B. Esta cuestién se formula como un contraste de hipdtesis estadisticas:

Hy:p=60
Hy:p=64

La hipétesis Hy se denomina nula, mientras que la hipétesis H; se denomina, alternativa. Ambas
hipétesis son excluyentes.

., Cémo aceptar o rechazar Hy? Si se toma una muestra de X que represente bien a la
variable, entonces la media muestral se parecerd a p. Si X estd mds cerca de 60 que de 64,
entonces es poco verosimil que ;1 = 64 y se acepta Hy. Por el contrario, si X estd méds cerca de
64 que de 60, entonces es poco verosimil que p = 60 y se rechaza Hy. Es decir, se adopta como
criterio de decision aceptar el valor de p més préximo a X (figura 5.1):

e Si X < 62, se acepta Hy. Se dice que X estd en la region de aceptacion.

e Si X > 62, se rechaza H, y en consecuencia se acepta H;. Se dice que X estd en la
region de rechazo o region critica. En este caso, el punto frontera X = 62 se ha incluido
arbitrariamente en la region de rechazo, pero también se puede incluir en la regién de
aceptacion.
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0.03 Aceptar HO Rechazar HO

0.00 t } t } ——+ T ——+ 1 t 1 + 1
54 56 58 60 62 64 66 68 70

HyZzT

Figura 5.1: Criterio de decisién para Hy : = 60.

Por ejemplo, si se toma una muestra de X con n = 100, T = 61 y s = 20, entonces se acepta
Hy y se considera que el disco es de marca A.

Al tomar la decisién sobre Hj, se puede acertar o fallar, por lo que hay cuatro situaciones
posibles:

‘ Aceptar Hy Rechazar H
Hy cierta Acierto Error de tipo I (con probabilidad «)
Hyj falsa | Error de tipo II (con probabilidad ) Acierto

Es imposible saber si la decisién tomada es correcta o no, pero se puede calcular la probabilidad
de cometer cada uno de los dos tipos de error. Para ello, se aplica el teorema del limite central,
cosa que es posible, porque el tamano muestral n = 100 es bastante grande, y se verifica (figura
5.2):

— o X —pu X —pu
X ~ N — | = ~ ~ N(0,1).
o (“ﬁ) ST w5 o w0

También se ha usado que S ~ o. En estas condiciones:

n—oo

e La probabilidad de cometer un error de tipo I se denota « y, con el criterio de rechazo
X > 62, vale:

o = p (error de tipo I) = p (rechazar Hy | Hy cierta) = p (X > 62 | p = 60) =
B (7 — 6260
~P\s/vm = 20/v100
~1—0.8413 = 0.1587.

>zp(N(O,l)zl)zl—p(N(O,l)<1)2

Este valor es el drea bajo la funcién de densidad de X, centrada en p = 60, a la derecha
del punto critico T = 62 (figura 5.2.i).

e Por su parte, la probabilidad de cometer un error de tipo Il se denota [ y vale:
B = p(error de tipo II) = p (aceptar Hy | Hy falsa) = p (7 <62|p=064) =
B <7 —p_ 6264
P\ 's7vm = 20/v100

Este valor es el drea bajo la funcién de densidad de X, centrada en ;1 = 64, a la izquierda
del punto critico 7 = 62 (figura 5.2.ii).

) ~p(N(0,1) < —1) = p (N (0,1) > 1) ~ 0.1587.

Se puede reducir la probabilidad de cometer uno de los dos errores a costa de aumentar la
del otro. Por ejemplo, para conseguir que o = 0.05, se desplaza el punto critico de 7 = 62 a
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02T X | 02T
] | !
0.1 T Aceptgt HO | Rechazar HO 0.1+ Aceptar HO
I
] y 2 i
00 A4+

54 56 58 60 62 64 66 68 70 T 54 56

(i) Error de tipo L. (ii) Error de tipo II.

Figura 5.2: Errores en un contraste de hipotesis.
T=k:

— X - k — 60 k — 60
O.O5=p(X2k|u=60):p<S/\/gZQO/M):p(N(O,l)Z 5 ):»

) ~1—0.05=0.95= @ ~ 1.6449 =

k —60

=D <N (0,1) <
= k ~ 60+ 1.6449 - 2 = 63.29.
Este desplazamiento del punto critico a T = 63.29 hace que el valor de [ aumente:

— X - 63.29 —64
= p(X <6329 | pu=064)= <
B=p(X< | = 64) p(s/\/ﬁ_%/ =
=1-p(N(0,1) <0.355) ~ 1 — 0.6368 = 0.3632. <

) ~p(N (0,1) < —0.355) =

La generalizacién del ejemplo anterior conduce a las siguientes definiciones.
Definicién 5.1.2 (Contraste de hipétesis)
Sea X una variable aleatoria.

e Una hipdtesis estadistica es una conjetura sobre la distribucién de X. Puede ser:

— No paramétrica cuando se refiere al modelo de distribucién de X (binomial, de
Poisson, normal,. . . ).

— Paramétrica cuando se refiere al valor de un pardmetro del modelo.

e Un contraste de hipdtesis es un algoritmo para aceptar o rechazar una hipétesis estadistica
en base a la informacién contenida en una muestra de X.

e Todo contraste se formula mediante dos hipétesis excluyentes:

Hy : hipotesis nula: es la hipétesis a contrastar.
H, : hipdtesis alternativa.

e Para contrastar H, se adopta un criterio de decision: partir el conjunto de muestras de
X en dos regiones:

— Region de aceptacion: estd formada por las muestras para las cuales se acepta Hj.

— Region de rechazo (o critica): es el complementario de la regién de aceptacion.
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e El estadistico de contraste es la funcion de la muestra que determina para qué valores de
la misma se acepta Hy y para cuédles se rechaza. <

Definicién 5.1.3 (Errores en un contraste de hipétesis)
El contraste de la hipétesis Hy esta sujeto a dos tipos de errores, denominados:

e Error de tipo I: consiste en rechazar H siendo cierta. Su probabilidad se denomina nivel
de significacion del contraste:

a := p (error de tipo I) = p (rechazar H, | Hy cierta) .

Es decir, a es la probabilidad de observar una muestra dentro de la regién de rechazo
cuando Hj es cierta.

e FError de tipo 1I: consiste en aceptar Hy siendo falsa. Su probabilidad vale:
S := p (error de tipo II) = p (aceptar Hy | Hy falsa) .
Es decir, 3 es la probabilidad de observar una muestra dentro de la regién de aceptacién

cuando Hj es falsa. <

Los errores de tipos I y II conducen a decisiones erréneas. Por tanto, el contraste ideal
deberfa minimizar ambos a la vez. Pero, en general, fijada la muestra, cuando uno de los
errores disminuye, el otro aumenta. Es decir, no existe un contraste éptimo. El tinico modo de
reducir ambos errores a la vez es aumentar el tamano muestral.

La clave de un contraste de hipétesis es definir las regiones de aceptaciéon y de rechazo.
En el caso del disco duro (ejemplo 5.1.1), el nimero que separa ambas regiones (valor critico)
se fij6 arbitrariamente en T = 62. Se trata de elegirlo de un modo razonado. Es decir, estd
pendiente la cuestion de seleccionar un contraste adecuado, aunque no sea 6ptimo, para resolver
un problema dado. Esto se verd en la siguiente seccién.

5.2 Construccion de contrastes parameétricos

Sea X una variable aleatoria cuya distribucién depende de un pardametro desconocido . Las
hipétesis paramétricas mas comunes toman la forma:

o Simple: 0 = 0.
o Unilateral: 0 < 0y, 0 < 0y, 0> 0y 060 > 0.
e Bilateral: 0 # 0,.
Ejemplo 5.2.1 (Tiempo de acceso a un disco duro)
En el ejemplo 5.1.1, relativo al disco duro, se pueden formular diversos contrastes:
e Para decidir si el tiempo medio de acceso es 60 us o 64 us, se formula el contraste:

Hy: =60
H12N:64
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0.1 {Rechazar HO /| Aceptar HO [\ Rechazar HO

0.0 —+H—F——+— —t— ——t———
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Figura 5.3: Contraste bilateral: X ~ N (u,0/\/n).

Las hipotesis Hy y H; se refieren al valor del pardmetro pu, luego son hipétesis paramé-
tricas. Ambas son simples.

e Para decidir si el tiempo medio de acceso no supera 60 s, se formula el contraste:

Hy:pn <60
Hy:p> 60

Las hipétesis Hy y H; son paramétricas y unilaterales. En este caso, se debe rechazar H
si X estd muy por encima de 60. Por eso, el criterio de decisién tiene una forma similar
a la de la figura 5.2.i.

e Para decidir si el tiempo medio de acceso es exactamente 60 s, se formula el contraste:

Hy:p=60
Hy:p#60

También Hy y H; son hipdtesis paramétricas, pero Hy es simple y H; es bilateral. En
este caso, se debe rechazar Hy si X estd muy lejos de 60, por exceso o por defecto. Por
ejemplo, el criterio de decisién puede ser rechazar Hy si y solo si X ¢ [58,62] (figura
5.3). <

Para construir un contraste paramétrico, se adopta la siguiente filosoffa:
e Formular las hipétesis de modo que el error mads serio sea el de tipo 1.

e Fijar un nivel de significacién, «, y mantener acotado el error de tipo I por a mientras se
trata de minimizar el error de tipo II.

Por este motivo, H, juega con ventaja frente a H;. En consecuencia, Hy nunca se considera
probada, sino que se acepta a menos que los datos muestrales proporcionen evidencia suficiente
para descartarla. De ahf el adjetivo nula. En tal caso, se acepta implicitamente H;. La decisién
de rechazar H, no significa que sea falsa, sino que los datos muestrales proporcionan evidencia
para el rechazo con el grado de confianza especificado.

Definicién 5.2.2 (p-valor de un contraste de hipétesis)
El p-valor de un contraste de hipdtesis es el minimo nivel de significacién que conduce a rechazar
la hipdtesis nula con la muestra observada.

Dicho de otro modo, el p-valor es el tamano del error de tipo I que se comete al rechazar la
hipétesis nula con la muestra observada. <
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0.2 7
0.1 +Aceptar HO Rechazar HO
p-valor
0.0 — f f F—— f
54 56 58 62 64 66

Figura 5.4: El p-valor de un contraste.

Ejemplo 5.2.3 (p-valor en el tiempo de acceso en un disco duro)
En el ejemplo 5.1.1, relativo al disco duro, se contrasta:

Hy:p=260
H1 U= 64
Se toma una muestra de X con n = 100, T = 61 y s = 20. Si 61 es el minimo valor de X que
conduce a rechazar la hipétesis nula, entonces el p-valor del contraste es (figura 5.4):
p-valor = p (rechazar Hy | Hy cierta) = p (X > 61| p=60) =
B (Y —H 61 — 60
P\s/ym = 20/+/100

Si se rechaza H, con esta muestra, entonces la probabilidad de cometer un error de tipo I es
30.85 %. Esta penalizacién es muy alta, por lo que se debe aceptar Hj. <

) ~ p (N (0,1) > 0.5) ~ 0.3085.

Cuanto mds proximo a 0 estd el p-valor de un contraste, mds evidencia aporta la muestra
para rechazar H,. Por el contrario, cuanto mds proximo a 1 se encuentra el p-valor, mads
evidencia aporta la muestra para aceptar Hy. En todo caso, la decisién se toma comparando
el p-valor con el nivel de significacién « fijado de antemano.

Algoritmo 5.2.4 (Construccién de un contraste de hipétesis paramétrico)
Sea X una variable aleatoria cuya distribucién depende del pardmetro desconocido 6. Dados:

e Un contraste de hipétesis relativo al valor de 6, que debe ser de uno de los 4 tipos
siguientes:

H()Z@:@Q Ho:é’:HO H0:0:6’0 H():&ZQO
H1:9:91 H13¢9<00 H129>¢90 H1:07£90
e Un nivel de significacién «, con 0 < av < 1.
e Una muestra de X: [Xi,...,X,].
Para realizar el contraste, se hace lo siguiente:

1. Comprobar la normalidad de X.

2. Hallar un pivote, que es un estadistico tal que:
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e Solo depende del pardmetro 0 y de la muestra: 7' (0, X1,..., X,,).
e Tiene distribucién conocida cuando Hj es cierta.

3. Calcular el p-valor del contraste para la muestra observada, que es:

( < ) si Hy : 0 < 6y
>t i :
p—V&lOI‘ _ ( D ) S1 H1 0> 90
( St) silee#Hoyt<90
( Zt) siHl:Q;éHOyt>6’o
donde t = T (g, 1, ..., x,) es el valor del pivote, para la muestra observada, cuando Hy
es cierta.
4. Decidir: aceptar Hy si y solo si p-valor > a. <

Este método es andlogo al empleado para construir intervalos de confianza. Para ilustrarlo,
se aplicard a continuacion para realizar ciertos contrastes de hipotesis.

5.3 Contraste para la media

Sea X una variable aleatoria con media u y desviacién tipica o, ambas desconocidas. Se trata de
realizar un contraste de hipétesis relativo a u. Hay varias situaciones posibles, que se estudian
a continuacion.

5.3.1 Variable normal
Sea X ~ N (u,0) con i1y o desconocidas. El ejemplo siguiente muestra el proceso a seguir.

Ejemplo 5.3.1 (Montaje de ordenadores: contrastes unilateral y bilateral para p)

En la fdbrica de ordenadores del ejemplo 4.4.4, el tiempo medio de montaje de un ordenador
era 36 min durante la tltima revision realizada. Para saber si dicho valor ha aumentado, al 2%
de significacién, se toma una muestra de la variable aleatoria:

X : “tiempo de montaje de un ordenador (min)”

y se obtienen los resultados: n =9, T =40 y s = 5. La media muestral es mayor que 36, pero
puede que la media verdadera no lo sea. Hay que contrastar, al 2% de significacién, que la
media de X verifca u > 36:

Hy:p <36 o Hy:p=36
Hy:p>36 Hy:p>36

1. Normalidad: STATGRAPHICS ajusta X ~ N (40,5) con p-valor = 0.996713, luego el ajuste
es bueno.
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X —p
S/v/n

3. p-valor = p (rechazar H, | Hy cierta) = p (X > 40 | p=36) =p (

2. Pivote:

~ tn—l == tg.

X —p _40-36\
iV~ 5N§>_

=p(tsg >24)=1—p(ts <24) { <1-0975=0.02 (STATGRAPHICS 0.0215884).

>1-0.98 =0.02
4. Decisién: p-valor > 0.02 = o = aceptar Hy. Al 2% de significacién, se acepta que
1 < 36 min, es decir, que el tiempo medio de montaje de un ordenador no ha aumentado.
Visto que p < 36 min, se quiere contrastar, al 2% de significacién, que p = 35 min:
Hy:p=235
Hy:p+#35
1y 2. Normalidad y pivote: como en el contraste anterior.

3. p-valor = p (rechazar Hy | Hy cierta) = p ({X <30} U{X >40} | n=35) =

(X —p _30-35 X —p _40-35\ B B
_p(swﬁé 5/¢§)+p(s/\/ﬁZ 5/¢§>_p(t8§ 4ol 28) =

_ o <2(1-0.99) = 0.02
=2 23)=20 p<t8§3)){ > 2(1 - 0.995) = 0.01

(STATGRAPHICS 0.0170717).

4. Decisién: p-valor < 0.02 = a = rechazar Hy. Al 2% de significacién, se rechaza que
@ = 35 min.

Hay que senalar que este contraste es bilateral, por lo que se llega a la misma conclusion
construyendo un intervalo de confianza para p al 98 % y viendo si el punto 35 pertenece o no
a dicho intervalo de confianza (ver el ejemplo 4.5.2). <

5.3.2 Variable no normal con muestra grande

Sea [X71,...,X,] una muestra de la variable aleatoria X. Supongamos que X no es normal,
pero tiene varianza finita y n es suficientemente grande (n > 100). En este caso,

X —yp
271~ N(01).
S ne V(O )

Este pivote aproximado permite realizar un contraste de hipdtesis aprorimado relativo a p. FEl
ejemplo siguiente muestra el proceso a seguir.

Ejemplo 5.3.2 (Aerolinea: contraste unilateral para p)
La aerolinea A del ejemplo 4.5.3 afirma que el precio medio de sus billetes es menor que 127 €.
Para comprobarlo, al 4 % de significacion, se toma una muestra de la variable aleatoria:

X : “precio de un billete de la aerolinea A (€)”
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y se obtienen los resultados: n = 400, T = 124 y s = 40. La media muestral es menor que 127,
pero puede que la media verdadera no lo sea. Hay que contrastar, al 4% de significacién, que
la media de X verifica p < 127:

H01M2127<:> Hy:p=127
H1/1,<127 H1N<127

1. Normalidad: STATGRAPHICS ajusta X ~ N (124,40) con p-valor = 0, luego X no es
normal. No obstante, su muestra es grande (n = 400), luego X es aproximadamente
normal y se puede usar un pivote aproximado.

X—p
S/\/n
3. p-valor = p (rechazar Hy | Hy cierta) = p (X <124 | p=127) =

X — 124 — 127

<
S/yv/n = 40/4/400
~1—0.9332 = 0.0668.

2. Pivote aproximado: ~ N (0,1).

) ~p(N(0,1) < -15)=1-p(N(0,1) < 1.5) ~

STATGRAPHICS usa como pivote t3g9 en lugar de N (0, 1) y obtiene p-valor = 0.0672027.

4. Decisién: p-valor ~ 0.0668 > 0.04 = o = aceptar Hy. Al 4% de significacién, se rechaza
que el precio medio de un billete de la aerolinea A es menor que 127 €. <

5.3.3 Proporcién con muestra grande

Sea X ~ B (1,p), con p desconocido'. Sea [X7, ..., X,,] una muestra de X. En este caso, i = p,

o =+/p (1 —p) y un estimador de p es P = X. Si n es suficientemente grande, el teorema del
limite central proporciona la aproximacion:
X —u P—p P

= = L~ N(0,1).
o/t o =p)/Va P =p)/n e
Este pivote aproximado permite realizar un contraste de hipdtesis aprorimado relativo a p. El
ejemplo siguiente muestra el proceso a seguir.

Ejemplo 5.3.3 (Lectora de marcas 6pticas: contraste unilateral para p)

Se quiere comprobar que la proporcién de errores que comete una lectora de marcas épticas no
supera el 1%. Para ello, se toma una muestra de 200 marcas épticas y resulta que la lectora lee
mal 3 de ellas. Se trata de decidir al 3% de significacion, para lo cual se considera la variable
aleatoria:

X : “nimero de errores cometidos por la lectora al leer una marca 6ptica” ~ B (1,p) .
Hay de contrastar, al 3% de significacién, que p < 0.01:

Hy:p>0.01 Hy:p>0.01

IEl pardmetro p es la proporcién de elementos de la poblacién para los cuales X vale 1, lo cual significa que
verifican cierta propiedad.
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1. Normalidad: X ~ B(1,p) no es normal, pero su muestra es grande (n = 200), luego X
es aproximadamente normal y se puede usar un pivote aproximado.

_P-p
p(1—p)/n

3. p-valor = p (rechazar H, | H cierta) = p <J3 >3/200 | p = 0.01) =

2. Pivote aproximado: ~ N (0,1).

P 3/200 — 0.01
=p < / ) ~p(N(0,1) > 0.71067) =

P—p
Vp(l—p)/n = 1/0.01 (1 —0.01) /200

—1—p(N(0,1) <0.71067) ~ 1 — 0.7611 = 0.2389.

STATGRAPHICS usa otro pivote? y obtiene p-valor = 0.323321.

4. Decisién: p-valor ~ 0.2389 > 0.03 = o = aceptar Hy. Al 3% de significacion, se acepta
que la lectora comete un 1% de errores, como mucho. <

5.4 Contraste para la varianza

Sea X ~ N (u,0), con o desconocida. Se trata de realizar un contraste de hipdtesis relativo a
o. El siguiente ejemplo muestra el proceso a seguir.

Ejemplo 5.4.1 (Montaje de ordenadores: contraste unilateral para o)

En la fébrica de ordenadores del ejemplo 5.3.1, se quiere contrastar, al 2% de significacion,
que la desviacion tipica del tiempo de montaje de un ordenador supera los 3 min. Para ello, se
observa una muestra de la variable aleatoria:

X : “tiempo de montaje de un ordenador (min)”

y se obtiene: n = 9, T = 40 y s = 5. La cuasidesviacion tipica muestral es mayor que 3,
pero o puede ser algo menor o algo mayor. Hay que contrastar, al 2% de significacién, que la
desviacion tipica de X vale 0 > 3. Este contraste se plantea y resuelve asf:

Hy:0<3 Hy:0?<3? Hy:0?=232
<~ <~
Hi:0>3 Hy:0%>3 Hy:0%>3

1. Normalidad: STATGRAPHICS ajusta X ~ N (40,5) con p-valor = 0.996713, luego el ajuste
es bueno.

2STATGRAPHICS calcula:

p-valor = p (rechazar Hy | Hy cierta) = p (B (200,p) > 3| p=0.01) =
200 200 ) )
= p(B(200,0.01) > 3) = Z ( ) >0.01Z -0.99200~% ~ 0.32332.
1=3
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(n—1)5?

2. Pivote: > ~ X2, = X3

3. p-valor = p (rechazar H, | Hy cierta) = p (5% > 52 | 0% = 3%) =
1) Q2 R2
_y ((n 1)S - 8-5

o2 - 32

<1-10.995=0.005 (STATGRAPHICS 0.00452042).

) =p(x2>22222) =1 - p(x2 <22222) <

4. Decisién: p-valor < 0.005 < 0.02 = a = rechazar Hy. Al 2% de significacién, se acepta
que o > 3min. <

5.5 Contrastes no paramétricos

En los problemas de estimacion y contraste de hipétesis considerados hasta ahora, se ha su-
puesto que los datos provienen de una distribucién de tipo conocido, aunque se ignora el valor
de algunos de sus pardmetros. Concretamente, en las secciones anteriores se han estudiado los
contrastes de hipétesis paramétricos. En ellos, Hy y H; se refieren a los valores que toman
uno o mas parametros desconocidos en la distribucién en estudio. En esta seccién se analizan
problemas en los que se infiere la forma de la distribucién, determinando la bondad del ajuste
del modelo propuesto a los datos observados.

Definicién 5.5.1 (Hipétesis no paramétrica)
Sea X una variable aleatoria. Una hipdétesis estadistica sobre X es no paramétrica cuando
define el modelo de distribucién de X (binomial, de Poisson, normal, etc.). <

Ejemplo 5.5.2 (Tiempo de acceso a un disco duro)
En el ejemplo 5.1.1, relativo a un disco duro, para decidir si el tiempo de acceso a un dato sigue
una distribucién N (60, 10), se formula:

Hy: X ~ N (60, 10)
H, : X = N (60, 10)

Ambas hipétesis se refieren al modelo de distribucién, luego son no paramétricas. <

Un procedimiento de esta naturaleza se denomina contraste no paramétrico, o contraste de
bondad de ajuste. Si X es una variable aleatoria y F' es un modelo determinado de distribucion
(o su funcién de distribucién), el contraste se formula como:

Hy: X ~F
Hy: X = F

La metodologia que se utiliza para construir estos contrastes es similar a la del caso para-
métrico. Ahora, se trata de medir la discrepancia entre los valores observados en la muestra y
los que se obtendrian si la hipdtesis nula fuese cierta.

Los contrastes mds utilizados son el x? y el de Kolmogorov-Smirnov, que se describen a
continuacion.
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5.5.1 Contraste \*

El contraste x? compara las frecuencias observadas en la muestra con las frecuencias esperadas
de la distribucién en la hipétesis nula, para un nimero finito de clases. Este test, por su
naturaleza discreta, solo es apropiado para variables discretas, aunque también se puede aplicar
a las variables continuas.

Algoritmo 5.5.3 (Contraste x?)
Sea X una variable aleatoria con distribucién desconocida. Dados:
e Un contraste de hipdtesis relativo a la distribucién de X:

Hy: X ~F
Hi: X = F

e Un nivel de significacién a, con 0 < o < 1.
e Una muestra de X, [X7,..., X,], con tamano n > 30.
Para realizar el contraste, se hace lo siguiente:

1. Estimar los pardmetros desconocidos de F', a partir de la muestra, por mdxima verosimi-
litud. Llamar r al mimero de pardametros estimados.

2. Construir la tabla de discrepancias:

(ni —n-p)°

Im (X) Uz Di n-p;
n-Pi_
Ch ny M n-pp —(”lng’l)
. 2
Cy N2 P2 - P2 %
nin—npm)?
(ni —n-p)°

=1 =1 i=1 =1 n-pi

En esta tabla:

Ch, Csy, ..., Cp, son m clases, que particionan la imagen de X.

n; es la frecuencia observada en la clase C;, con i = 1..m.

pi :=p (X € C; | Hy cierta), con i = 1..m.

n - p; es la frecuencia esperada en C;, con i = 1..m. Si en alguna clase se verifica que
n - p; < 5, entonces se debe reagrupar las clases.

3. Tomar como pivote aproximado:

m 2
D¢=ZM ~ 2

n-y; n—0o0
i=1 pi

El pivote D mide las discrepancias entre las frecuencias observadas y las esperadas.
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40
30
20

f ]

Figura 5.5: Nimero de coches vendidos diariamente.

w 4]

4. Hallar el p-valor del contraste para la muestra observada, que es p (anﬂ_l > D).

5. Decidir: aceptar Hy si y solo si p-valor > a.

Demostracion: Ver Rohatgi [15, pagina 505, Theorem 4]. <

El pivote D mide n; — n - p;, que es la discrepancia entre las frecuencias observadas en la
muestra de X y las esperadas de la distribucién F'. Si la distribucién de X es realmente F’,
entonces tales diferencias deben ser pequenas y el valor de D debe estar préximo a 0. Por este
motivo, se rechaza Hy cuando dicho valor, d, es demasiado grande. El nombre de este contraste
proviene de la distribucién aproximada de su pivote.

Ejemplo 5.5.4 (Variable P (\): contraste x?)
En un concesionario de automoviles, se quiere ajustar un modelo de probabilidad a la variable
aleatoria:

X : “nimero de coches vendidos diariamente” .

La imagen de X es Im (X) = N, luego X es discreta. Por su naturaleza, X puede seguir una
distribucién de Poisson. Para contrastarlo, se observa un muestra de X y se obtiene:

X Jo 1 23
Frecuencia | 38 40 16 6

(Columna Concesionario del fichero 6-Contrastes - Datos.sgd.) El diagrama de barras de
la muestra (figura 5.5) sugiere una distribucién binomial o de Poisson. La media y la varianza
muestrales valen, respectivamente:

0-384+1-40+2-16+3-6 9

T = 2 —009
v 38+ 40+ 16 + 6 10 ’
02-38+12-404+22-16+32-6 9\? 77
v = _(Z) = L o
100 10 100

Estos valores son similares, luego se opta por la distribuciéon de Poisson. Es decir, se contrasta,
al 5% de significacion:

Ho: X ~P()\)
Hy: X » P()\)

Se trata de un contraste de hipétesis no paramétrico sobre un modelo de distribucién discreta
y el tamafio muestral es n = 100 > 30, por lo que se aplica el test x?.
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1. Estimar los pardmetros por méxima verosimilitud: A=7=0.9 y 7 =1 (STATGRAPHICS
:)_

2. Tabla de discrepancias:

Im(X)  n i n-pi (= pi)”
n-p;
0 38 0.4066 40.66 0.1740186915
1 40 0.7725—0.4066 36.59  0.3177944793
2 16 0.9371 — 0.7725 16.46 0.01285540704
>3 6 1-0.9371 629  0.01337042925
m=4 n=100 1 100 D = 0.5180390072

Todas las clases cumplen que n - p; > 5, luego la agrupacién es valida. (STATGRAPHICS
obtiene D = 0.517358.)

3. Pivote aproximado: D =~ x2, | = x2 (STATGRAPHICS =).

4. p-valor = p (rechazar Hy | Hy cierta) = p (D > 0.518 | X ~ P (0.9)) ~ p (x3 > 0.518) =

=1-p(x3 <0.518) { <1-01=09 (STATGRAPHICS 0.772071).

>1-0.25=0.75

5. Decisién: p-valor > 0.75 > 0.05 = o = aceptar Hy. Al 5% de significacién, se acepta
que el nimero de coches vendidos diariamente en el concesionario sigue una distribucién

de Poisson P (0.9). <

5.5.2 Contraste de Kolmogorov-Smirnov

El contraste x? se encuentra limitado cuando la distribucién bajo la hipétesis nula es continua,
por lo que en este caso es mds adecuado otro contraste, llamado de Kolmogorov-Smirnov.
Este test no requiere ninguna eleccién arbitraria de clases y se puede aplicar con muestras de
tamano pequeno. A cambio, solo es adecuado para variables aleatorias continuas. La idea del
contraste radica en comparar la funcién de distribucién bajo la hipétesis nula con la funcién
de distribucién llamada empirica, que se obtiene a partir de la muestra.

Definicién 5.5.5 (Funcién de distribucién empirica)
Sea X una variable aleatoria con funcién de distribucién F. Sea [z7 <29 <--- < z,] una
muestra observada de X. Se llama funcion de distribucion empirica de la muestra de X a la

funcion de distribucién de U (x4, ..., x,). Se nota F, y vale:
0 z<x
1 =z, <=z

Para todo = € R, el valor de F}, (x) es la proporcién de elementos de la muestra menores
o iguales que z. La figura 5.6 superpone F, que es la funcién de distribuciéon de X, con la
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® Fn

1 X2 T3 - Tp—1 Tn
Figura 5.6: Distribuciones real, F', y empirica, F,,.
funcién de distribucién empirica F,. La funcién F;, es escalonada, con n peldanos de altura
1/n. Cuando x; = z;41, el peldano correspondiente no existe.

Rohatgi [15, pagina 311, Theorem 2| demuestra que F,, converge a I’ cuando n tiende a
infinito. Por tanto, para ver si X sigue la distribucién F', se puede medir la discrepancia entre
F, y F por medio de su diferencia:

Dy, = sup|F, (z) — F (z)|.

z€eR

Algoritmo 5.5.6 (Contraste de Kolmogorov-Smirnov)
Sea X una variable aleatoria con distribucién desconocida. Dados:

e Un contraste de hipdtesis relativo a la distribucién de X:

Hy: X ~F
Hy: X~ F

donde F' es una distribucién continua.
e Un nivel de significacién a, con 0 < o < 1.
e Una muestra de X: [Xi,...,X,].
Para realizar el contraste, se hace lo siguiente:
1. Estimar los pardmetros desconocidos de F' a partir de la muestra.
2. Obtener la funcién de distribucién de X, que es F.

3. Comparar F},, la funcién de distribuciéon empirica de X, con la funcién de distribucién F'.
Para ello, se construye la tabla de discrepancias:

Ty 1/n F () 1/n— F(x1) F(x1)—0
re  2/n F(x9) 2/n — F (x9) F(z3) —1/n
T, n/n=1 F(x,) 1—F(x,) F(z,)—(n—1)/n
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4. Tomar como pivote:

Dy i=sup| B () = F(2)] = max (D, D) = ma (i ~ F (@), F (@) = 1) .

n
r€eR

La distribucién de D,, es independiente de la distribucién F' y esta tabulada.
Calcular el valor del pivote para la muestra observada: d.
5. Hallar el p-valor del contraste para la muestra observada, que es p (D,, > d).
6. Decidir: aceptar Hj si y solo si p-valor > a.
Demostracion: Ver Rohatgi [15, pagina 609, Theorem 1]. <
Ejemplo 5.5.7 (Variable Exp (3): contraste de Kolmogorov-Smirnov)
En un servidor de ficheros, se quiere ajustar un modelo de probabilidad a la variable aleatoria:
X : “tiempo de respuesta a una peticién (s)”.

Para ello, se toma una muestra de X y se obtiene: [3.4,1.9,4.1,0.6]. Por la naturaleza de la
variable, se considera que X puede seguir una distribucién exponencial y se desea contrastar
esta hipétesis al 3% de significacion:

Hy: X ~ Exp ()
Hy : X ~ Exp (B)

Se trata de un contraste no paramétrico sobre un modelo de distribucién continua, luego se
aplica el test de Kolmogorov-Smirnov.

1. Estimar pardmetros: el estimador de [ por momentos o por mdxima verosimilitud es
S =1/X. Por tanto, la estimacién de [ con la muestra observada es:

4
34419441406

~ 1 =
8= = = 0.4 (STATGRAPHICS estima 1/3 = 2.5.)

2. Funcién de distribucién de X:

F(x):{ 0 z<0

1—e 042 o<y

El célculo correspondiente a = > 0 es:

F(x)z/o BePtdt = [—e‘ﬁt}g:—6_6’”—(—1):1—6_5”.

3. Tabla de discrepancias:

0.6 0.25 0.213372 0.036 628 0.213372
1.9 05 0.532334 <0 0.282334
3.4 075 0.743339 0.006 661 0.243 339
4.1 1 0.806020 0.193 98 0.056 020

n=4 D =0.19398 Dy =0.282334
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4. Pivote: Dy, que toma el valor 0.282334 (STATGRAPHICS =).

5. p-valor = p (rechazar H | Hy cierta) = p (D4 > 0.282334 | X ~ Exp (0.4)) =

<1-0=1

(STATGRAPHICS 0.907336).
>1-08=02

—1—p(Dy <0.282334) {

6. Decisién: p-valor > 0.2 > 0.03 = o = aceptar Hy. Al 3% de significacién, se acepta que
el tiempo de respuesta a una peticién sigue una distribucién Exp (0.4). <



Apéndice A

Estadistica descriptiva

En este apéndice se estudian ciertos conceptos de estadistica descriptiva. Se aplican a variables
definidas sobre un espacio muestral finito. Por tanto, tales variables son discretas cuando son
numéricas.

A.1 Paoblacidn, variable y muestra

Definicion A.1.1 (Poblacién, variable y muestra)
En todo problema estadistico hay tres ingredientes:

e Poblacion o espacio muestral: es un conjunto de cuyos elementos interesa estudiar una
caracteristica. Se representa por la letra E. Por ejemplo:

E = {personas de un grupo} o F = {listas de 1000 niumeros} .

e Variable: es una caracteristica de la poblacién que se quiere estudiar. Por ejemplo:

X : “edad de una persona del grupo” o X : “tiempo de ordenacién de una lista”.

e Muestra: es un subconjunto finito y no vacio de la poblacién. Por ejemplo:

M = {personas de un subconjunto del grupo} o M = {20 listas de 1000 nimeros} .

Matema&ticamente, una variable es una funcién de la poblacién en un conjunto de valores,
X : F — R (figura A.1). Segtn que sus valores sean numéricos o no, hay dos tipos de variables:

e Variable cuantitativa o numérica, cuando Im (X) C R. En este caso, X es una variable
aleatoria.

e Variable cualitativa o categdrica: Im (X) ¢ R. <

Ejemplo A.1.2 (Personas de un grupo)
Sobre la poblaciéon E = {personas de un grupo} se pueden considerar diversas variables:
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Figura A.1: Poblacién, variable y muestra.

Persona 1 2 3 4 5) 6 7 8 9 10
X =edad 20 19 20 20 21 20 20 25 21 21
Y =estatura | 181 176 175 165 180 183 178 164 175 180
Z = sexo h h h m h h h m h h

Persona 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20
X =edad 20 23 20 21 19 20 20 19 23 21
Y = estatura | 184 167 178 170 168 187 185 186 168 170
Z = sexo h m h h m h h h m m

Tabla A.1: Datos de las personas de un grupo.

e X : “edad de una persona del grupo”. Su imagen Im (X) C R es un conjunto numeérico,
luego X es cuantitativa.

e Y : “estatura de una persona del grupo”. Im (Y) C R, luego Y es cuantitativa.
e 7 : “sexo de una persona del grupo”. Im(Z) = {hombre, mujer} no es un conjunto
numérico, luego Z es cualitativa. No obstante, si se codifica hombre = 0 y mujer = 1,

entoces Im (Z) = {0,1} y Z se puede considerar como cualitativa.

Para cierto grupo de n = 20 personas, los valores de X, Y y Z figuran en la tabla A.1. <«

A.2 Frecuencias y graficos de una variable

Cuando la estadistica estudia una variable, los elementos de la poblacién no son relevantes.
Solo interesan los valores que toma la variable y la frecuencia con que los toma.

Definicion A.2.1 (Tabla de frecuencias y diagrama de barras)
Ses X : E — R una variable definida sobre un espacio muestral finito de tamano n = card (E).
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Su tabla de frecuencias tiene la forma:

Im(X) n, f; N; F;

T n nl/” n i

x; n; ni/n Z;Zlnj N;/n

T ng ng/n n 1

n 1

La primera columna contiene los valores de la variable. Para cada uno de estos valores, z;, el
resto de su fila contiene sus frecuencias, que se definen del siguiente modo:

e n,, frecuencia gcabsoluta): es el nimero de elementos de la poblacién cuyo valor es x;. Se
verifica que ), ; n, = n (tamaiio de la poblacién).

o f;, frecuencia relativa: es el cociente entre la frecuencia absoluta y el tamano muestral.
Representa la probabilidad de que la variable X tome el valor x; y se puede expresar
como un porcentaje. Se verifica que:

n. i " SR o
0<fi=—=p(X=2)<1 vy ) fi=) —==—=1
=1 =1

o N;, frecuencia acumulada: es la suma de las frecuencias de los valores x; y precedentes,
es decir, N; := ijl n;. Obviamente, Ny =ny y N =n.

o F;, frecuencia acumulada relativa: es el cociente entre la frecuencia acumulada de z; y
el tamano muestral. Coincide con la suma de las frecuencias relativas de los valores z; y
precedentes, es decir:

[ N; Zj:lnj B n;
D DD DY
i=1 i=1

Obviamente, F} = f1 y F = 1.
Ademas:

e La distribucion de frecuencias de X estd formada por los pares [valor, frecuencial, es decir:
(21, 7], [T, M2], - .+, [k, Mg

e El diagrama de barras de X se construye levantando sobre cada valor z; € Im (X) una
barra de altura su frecuencia, es decir, uno de los valores n;, f;, N; o F;. Este diagrama
es andlogo al gréfico de la funcién de masa de X considerada como variable aletoria.

En el caso de que X sea una variable cuantitativa, la tabla de frecuencias relativas es la
funcion de masa de X, considerada como variable aletoria, y el diagrama de barras es su gréfica.
Las frecuencias acumuladas relativas son los valores de la funcion de distribucion de X. |

Ejemplo A.2.2 (Frecuencias y barras de Edad)
Consideremos como espacio muestral el grupo de 20 personas del ejemplo A.1.2 y como variable
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Barchart for Edad
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Figura A.2: Tabla de frecuencias y diagrama de barras de Fdad.

Estatura n; fi N; F;

164 1 005 1 005
165 1 005 2 0.1

167 1 005 3 015

168 2 01 5 025 Barchartfor Estatura

170 2 01 7 035 .- _ ]
175 2 01 9 045 :

176 1 005 10 05 o ]
178 2 01 12 06 g ]
180 2 01 14 07 Eos- ]
181 1 005 15 0.75 o B ]
183 1 005 16 0.8 o N[NNI ]
184 1 0.05 17 0.85 164165167168' %175 6178180181183 34"8515687
185 1 005 18 0.9

186 1 005 19 0.95

187 1 005 20 1

k=15 n=20 1

Figura A.3: Tabla de frecuencias y diagrama de barras de Estatura.

aleatoria X, que es la edad de una persona del grupo. La tabla de frecuencias y el diagrama
de barras de X aparecen en la figura A.2. <

Cuando una variable toma muchos valores distintos, su tabla de frecuencias tiene demasiadas
filas para ser operativa. Ademds, su diagrama de barras tiene muchas barras, cuyas alturas
tienden a ser similares.

Ejemplo A.2.3 (Frecuencias y barras de Estatura)

Volviendo al ejemplo A.1.2, la tabla de frecuencias y el diagrama de barras de la variable
aleatoria Y, que es la estatura de una persona del grupo, aparecen en la figura A.3. Esta
variable toma 15 valores distintos, por lo que la su tabla de frecuencias es poco operativa. <«
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Histogram
FEstatura n; fi N; F;
(160,165] 2 01 2 0.1 ]
(165,170) 5 025 7 0.35 o ]
(170,175] 2 01 9 0.45 53 ]
(175,180 5 025 14 0.7 ! ]
(180, 185] 4 0.2 18 0.9 17 ]
(185,190 2 01 20 1 : ]
m = n =20 1 0;60 165 170 175 180 185 19;)

Estatura

Figura A.4: Tabla de frecuencias e histograma de Estatura.

Los problemas detectados en el ejemplo anterior se resuelven agrupando los valores de la
variable en intervalos de clase. Esto requiere que dicha variable sea cuantitativa.

Definicién A.2.4 (Intervalos de clase e histograma)
Dada una variable cuantitativa X, definida sobre un espacio muestral de tamano n, una agru-
pacién de X en intervalos de clase es un particién de Im (X) de la forma:

Im (X) C (ag, a1] U (a1, a] U---U(ai—1,a] U+ U(m-2,@Gm-1] U (Gm_1,am],

donde — o< gy < a1 <ay < - <aq; < -+ <a,;, <oo. La frecuencia de cada intervalo es la
suma de las frecuencias de los valores de X pertenecientes al mismo.

Si todos los intervalos tienen la misma longitud, entonces el histograma de X se construye
levantando sobre cada intervalo, (a;_1,a;], un rectangulo con base dicho intervalo y altura su
frecuencia. <

Ejemplo A.2.5 (Histograma de E'statura)

En el grupo de personas del ejemplo A.1.2, la variable Estatura toma 15 valores distintos,
comprendidos entre 164 y 187. Como son muchos, conviene agruparlos en intervalos. Si se
divide el intervalo (160, 190] en subintervalos de amplitud 5, se obtienen la tabla de frecuencias
y el histograma de la figura A.4. <

A.3 Medidas de una variable

A.3.1 Medidas de posicion

Se recuerda aqui la definiciéon de media y se definen otras medidas de posicién.

Definicién A.3.1 (Medidas de posicién)
Sean X : E — R una variable aleatoria definida sobre un espacio muestral de tamano n. Si
[z1,n1], ..., [Tk, nk] es la distribucién de frecuencias de X, se definen:
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e Media de X (en STATGRAPHICS, average): es la suma de los valores de la variable dividida
por el nimero de ellos, es decir:

i ring+ - t+xEn
p(X) = wip (X = ay) = T
i=1

e Mediana de X (en STATGRAPHICS, median), me (X): es un nimero mayor o igual que la
mitad de los valores de X y menor o igual que el resto.

e Primer cuartil de X (en STATGRAPHICS, lower quartile), ()1 (X): es un nimero mayor o
igual que 1/4 de los valores de X y menor o igual que el resto.

e Tercer cuartil de X (en STATGRAPHICS, upper quartile), Q3 (X): es un niimero mayor o
igual que 3/4 de los valores de X y menor o igual que el resto.

Todas las medidas de posiciéon de X se expresan en las mismas unidades que X. <

Ejemplo A.3.2 (Medidas de posicién de Edad)
En el grupo de personas del ejemplo A.1.2, las medidas de posicién de X = FEdad son las
siguientes:

e La media vale:

_19-2+20-1o+21-5+23-2+25-1_@_207
- 20 10 T

1 (X)

e Para calcular la mediana, se ordenan los n = 20 valores de X de menor a mayor y se
busca el que ocupa la posicion central:

n/2=10 n/2=10
7\ 7\

19, 19, 20, 20, 20, 20, 20, 20, 20, 20, 20, 20, 21, 21, 21, 21, 21, 23, 23, 25.

— Cuando n es impar, solo hay un valor central y la mediana es dicho valor.

— Cuando n es par, como en este caso, hay 2 valores centrales y la mediana es su
semisuma;: me (X) = 2420 = 20.

e El primer cuartil (); debe ser mayor o igual que 1/4 de los valores de X y menor o igual
que el resto. En este caso, se tiene:

n/4=>5 n/4=5 n/4=5 n/4=5
19, 19, 20, 20, 20, 20, 20, 20, 20, 20, 20, 20, 21, 21, 21,21, 21, 23, 23, 25.

Por tanto, @, (X) = 242 = 20. Andlogamente, Q3 (X) = 22 = 21. <

A.3.2 Maedidas de dispersién

Para complementar las medidas de posicién, se definen las medidas de dispersion, que indican
cudnto se apartan los valores de la variable de sus promedios y permiten valorar la representa-
tividad de éstos. Recordamos aqui sus definiciones.
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Definicion A.3.3 (Medidas de dispersién)
Sea X : E — R una variable aleatoria definida sobre un espacio muestral de tamano n. Si
[z1,m1], ..., [Tk, 7k es la distribucién de frecuencias de X, se definen:

e La varianza de X es la media de los cuadrados de las desviaciones respecto de p (X):

> (@ = p (X)) m

=1

o® (X)) =p ((X —,u(X))z) =

S|

Es mds cémodo calcular la varianza como la media del cuadrado menos el cuadrado de la
media:

k
1
o® (X)) =p(X?) - n(X)* = EZI?’I’LZ —u(X)2.
i=1
La cuasivarianza de X (en STATGRAPHICS, variance) se define para n > 2 por la férmula:

1
n—1

D (wi— (X)) ni = o (X).

2 A
S2(X) = > —

La varianza y la cuasivarianza se expresan en el cuadrado de las unidades de X.

e La desviacion tipica de X es la raiz cuadrada de la varianza y la cuasidesviacion tipica
(en STATGRAPHICS, standard deviation) es la raiz cuadrada de la cuasivarianza:

o (X):=+/02(X) y S(X):=+/5?(X) paran>2.

Ambas tienen las mismas unidades que X y miden la dispersién absoluta de la variable.

e El coeficiente de variacion de X es el cociente entre la desviacion tipica y el valor absoluto
de la media (supuesto que p (X) # 0):

CV(X) := y  coeff. of variation (X) := para n > 2.

El cuasicoeficiente de variacion de X (en STATGRAPHICS, coeff. of variation) divide
la cuasidesviacion tipica entre |u (X)|. Ambos coeficientes son adimensionales y miden
la dispersién relativa de la variable, por lo que permiten comparar la dispersiéon de dos
variables!. <

Ejemplo A.3.4 (Medidas de dispersién de FEdad)
En el grupo de personas del ejemplo A.1.2, la variable X = Fdad tiene media 207/10 y sus
medidas de dispersién valen:

9 192.2+20%-10+21%2-5+232.2+252. 1 207\° 201
o (X) = _ _

20 10 ) 100

'En general, 02 (X) < S?(X), 0(X) < S(X) y CV(X) < coeff. of variation(X), pero practicamente
coinciden cuando n es grande.
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| X | Y [ YA

[ ] T T [ ]

Figura A.5: X es asimétrica a la izquierda, Y es simétrica y Z es asimétrica a la derecha.

2

(=]

1

201 201 100
2_ 20 Lol — =~ 1a177a, v = X2 < 6.84901
7 7100 ’ 7=V 100 ’ 207 %,
20 201 201 201 S %
2 20 2 911579, S = /22 ~ 145458 = =Y L 7.02693%.
19 100 95 ’ 95 Ty 2 i’

Como el coeficiente de variacién de Fdad es pequeno, esta variable es poco dispersa respecto
de su media. Por tanto, la media de FEdad, que vale 20.7, representa bien a esta variable. <«

A.3.3 Medidas de asimetria

La medidas de asimetria se introducen para caracterizar la forma m&s o menos simétrica de la
distribucién de una variable, como ilustra la figura A.5.

Definiciéon A.3.5 (Medida de asimetria)

Sea X : F — R una variable aleatoria definida sobre un espacio muestral de tamano n. Sea
[z1,n1], ..., [Tk, n&] la distribucién de frecuencias de X. El coeficiente de asimetria de Fisher?
de X es el cociente entre la media de los cubos de las desviaciones respecto de 1 (X) y el cubo
de la desviacién tipica:

AT () = HEEE = S ()

Esta medida es adimensional y expresa lo siguiente:

e Si CAF (X) < 0, entonces la distribucién es asimétrica a la izquierda.

e Si CAF (X) = 0, entonces la distribucién es aproximadamente simétrica.

Ronald Aylmer Fisher (London, England 1890 — Adelaide, Australia, 1962).

Estadistico, bidlogo y genetista. Fisher estudié matemadticas y astronomia en Cambridge,
aunque se interesé también por la biologfa.

Después de trabajar en una granja, para una compaifiia de inversiones y como profesor de
matematicas, Fisher obtuvo el puesto de estadistico en la Rothamsted Agricultural Fxperiment
Station, el més prestigioso centro de investigacién agricola del Reino Unido. Allf realizé muchas
contribuciones a la estadistica, en particular al diseno y andlisis de experimentos, y a la genética.

Fisher es autor de Statistical Methods for Research Workers (1925), The design of experiments (1935) y
Statistical tables (1947) y creador del método de méxima verosimilitud.
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e Si CAF (X) > 0, entonces la distribucién es asimétrica a la derecha.

En lugar del coeficiente de asimetria de Fisher, STATGRAPHICS calcula otra medida de
asimetria, llamada skewness, y que se define para n > 3 por:

k
n 3 n(n—1)
ki X) = ;— (X , = ————= CAF (X).
skovness () = oy D (o= (0 = Y CAR ()
Cuando n es grande, skewness (X) ~ CAF (X). <

Ejemplo A.3.6 (Medida de asimetria de Edad)
En el grupo de personas del ejemplo A.1.2, las medidas de asimetria de X = Edad valen:

(w—i%f2+(%—%%f1o+@1—%935+@3—%932+@5—%93:

CAF (X) = -
20+/201/100
2268
=—2 - ~159177 >0,
204/ 2%
2 22
skewness (X) = 0 5 2§8 ~ 1.72385 > 0.
1918, /34

En ambos casos, el signo positivo indica que la distribucién es asimétrica a la derecha, tal como
se observa en el diagrama de barras (figura A.2). <

Ejemplo A.3.7 (Medidas de la variable Estatura)
En el grupo de personas del ejemplo A.1.2; las medidas de la variable Y = Estatura son las
siguientes:

e La media vale:

164 +165+ 167+ 168 -2+ 17024+ 175 -2 + - - - + 186 + 187
- 20

1 (Y) = 176.

e Para calcular la mediana y los cuartiles, se ordenan los n = 20 valores de menor a mayor:

n/4=5 n/4=5 n/4=5 n/4=5
164, 165, 167, 168, 168,170, 170, 175, 175,176,178, 178, 180, 180, 181,183, 184, . .. , 187.

— me (Y) = 18 = 177 indica que el 50 % de las personas mide 177 cm o menos y el
otro 50 % mide 177 cm o més.

— Q1 (V) = 18H10 = 169 indica que el 25 % de las personas mide 169 cm o menos y el
otro 75 % mide 169 cm o més.

- Q3(Y) = L;rl% = 182 indica que el 75 % de las personas mide 182 cm o menos y el
otro 25 % mide 182 cm o mas.

e Medidas de dispersion:

155137 257

1642 + 165 + - - - + 186% + 187
_ 164?165 + - - - + 1862 + 187 e = 2

— 1762 =
20 76

o* (V)




160 Apéndice A: Estadistica descriptiva

57

2.
9257 9257 =
2
20 514 = /2L ~ 717966, CV = ~ 4.08051
=75 ! “ 5 ! 176 %,
20 257 1023 s /5
92 = 2 220 541053 S = /2 ~ 735563 — =Y L 417933%.
19 5 ! P T %

— Como el coeficiente de variacién es pequeno, Estatura es poco dispersa respecto de
su media. Por tanto, la media de Estatura, que vale 176 cm, representa bien a esta
variable.

— Al compar los coeficientes de variacion de Estatura y Edad, resulta:
CV (Estatura) ~ 4.17933 % < 7.026 93 % ~ CV (Edad),

luego la variable Estatura es menos dispersa que la variable Fdad.

e Medidas de asimetria:

164 — 176)% + - - - + (187 — 176)>  —1062
CAF (v) = | St L _ -~ —0.12353 <0,
20,/ 2,/
20
skewness (Y') = ————= - (—=1062) ~ —0.156 052 < 0.

1918, /435

El valor negativo, pero préximo a 0, indica que la distribucién de Y es ligeramente asi-
métrica a la izquierda, como se observa en su histograma (figura A.4). <

A.4 Diagramas de caja y bigotes

El diagrama de caja (box-and-whisker plot) de una variable numérica es una representacién
grafica que incluye varias de sus medidas y revela los valores atipicos.

Definicion A.4.1 (Diagrama de caja)
Sea X : E — R una variable aleatoria definida sobre un espacio muestral de tamano n. El
diagrama de caja de X se construye del siguiente modo:

1. Sobre un eje horizontal, se dibuja un rectdngulo cuyos extremos son los cuartiles Q1 y Q3.

2. Sobre el eje, se marca la mediana, me, con un trazo vertical y la media, p (X), con un
punto, que puede quedar fuera del rectdangulo.

3. Se calcula el intervalo de admision, que es:

Ql_g(Q3_Ql)aQ3+g<Q3_Ql)

Cualquier valor de X situado fuera de dicho intervalo se considera atipico.

4. Sobre el eje, se traza un segmento que conecta el menor valor tipico con ()1 y otro segmento
)
que conecta (3 con el mayor valor tipico.
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Box-and-Whisker Plot Box-and-Whisker Plot

| | | | | | | | | | | | | |
19 20 21 22 23 24 25 160 165 170 175 180 185 190
Edad Estatura

Figura A.6: Diagramas de caja de Edad y Estatura.

5. Se marcan los valores atipicos. <

Ejemplo A.4.2 (Diagramas de caja de Edad y Estatura)
En el grupo de personas del ejemplo A.1.2; el diagrama de caja de X = Fdad (figura A.6) se
construye teniendo en cuenta que:

Q1(X)=20, Q3(X)=21, me(X)=20 y p(X)=20.7.
El intervalo de admisién es:
3 3
20 — 3 (21 —20),21 + 3 (21 —20)| =[18.5,22.5],

luego el menor valor tipico es 19 y el mayor es 21. Hay dos valores atipicos, que son 23 y 25.

Para construir el diagrama de caja de Y = Estatura (figura A.6), se tiene en cuenta que:
Q1(Y)=169, Q3(Y)=182, me(Y)=177 y p(Y)=176.
El intervalo de admisién es:

3 3
160 — 5 (182 — 169) , 182 + 7 (182 — 169) | = [149.5,201.5]

luego el menor valor tipico es 164 y el mayor 187. No hay valores atipicos. <





