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Cinematica de la Particula

2.1. Introduccion

La parte de la fisica que se ocupa del estudio del movimiento y de las causas que lo producen
se llama MECANICA. La mecdnica se aplica a cualquier objeto y a cualquier movimiento.
Estudiaremos la mecanica “clasica” o “newtoniana” (llamada asi en honor de Isaac Newton)
cuya aplicacion queda restringida a objetos “grandes” comparados con el atomo y que se
mueven a velocidades “pequenas” comparadas con la de la luz. Otros apellidos, como cuantica
o relativista, son los que acompanan a la mecanica cuando se ocupa del estudio del movimiento
de objetos mas “pequenos” o que se muevan a velocidades mas “grandes”. La idea es que solo
nos preocupa el movimiento de objetos “normales” y que se mueven a velocidades “normales”.

Establecidas estas restricciones, se da por hecho que siempre que hablemos de mecanica sin
apellidos nos estaremos refiriendo a la mecanica clasica o newtoniana y que, cuando tengamos
necesidad de referirnos a alguna otra, lo haremos explicitamente.

Histéricamente la mecanica, en el sentido en que la hemos definido, tuvo como precursor
a Galileo Galilei (1564-1642) y como primer autor de una teoria completa a Isaac Newton
(1643-1727) quien en sus “Principios mateméticos de filosofia natural”, publicado en 1687,
propuso sus tres famosas leyes sobre el movimiento, asi como la ley de gravitacion universal y
aplico todo ello al estudio de numerosos problemas, utilizando fundamentalmente conceptos y
demostraciones geométricas.

A lo largo del siglo XVIII se desarrollaron planteamientos matematicamente més
perfeccionados de la mecénica por obra, esencialmente, de Leonard Euler (1707-1783), Jean
le Roud d’Alembert (1717-1783), Joseph L. de Lagrange (1736-1813) y Pierre S. Laplace
(1749-1827), que condujeron a la mecdnica analitica, basada en la utilizaciéon del analisis
matematico, con unos fundamentos méas generales que el que proporcionan las leyes de Newton.

En el siglo XIX continué el desarrollo de la mecanica analitica, al que contribuyo
fundamentalmente William R. Hamilton (1805-1865), y se inicié el estudio de la mecénica
de los medios continuos que llevo a las ecuaciones basicas de la elasticidad y de la mecanica de
fluidos, por obra de Claude Navier (1785-1836), Augustin L. Cauchy (1789-1857) y Georges G.
Stokes (1819-1903).

A principios del siglo XX la mecanica desarrollada en épocas anteriores, a la que haciamos
mencion al inicio del capitulo con el nombre de mecanica clasica, se manifest6 inadecuada para
interpretar los fendmenos que ocurren a velocidades proximas a la de la luz.
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FISICA 1 Teoria: Cinematica de la Particula 2.2

Fue sustituida, en ese ambito, por la teoria especial de la relatividad, cuyos fundamentos se
deben a Albert Einstein (1879-1955) y de la que la mecénica clasica constituye, como ya hemos
mencionado, una buena aproximacion para velocidades bajas.

Lo mismo sucedi6 con el estudio de fenémenos a escala microscopica (atémica o subatémica),
para los que fue preciso desarrollar una nueva teoria, la mecanica cuantica, iniciada por Louis de
Broglie (1892-1978), Erwin Schrodinger (1887-1961) y Paul Dirac (1902-1984). Hacia mediados
del siglo XIX el éxito alcanzado por la mecanica clasica fue tal que se consideraba que el
estudio del movimiento era un tema totalmente comprendido. A finales de dicho siglo Henri
Poincaré (1854-1912) fue el primero en indicar que la realidad objeto de la mecénica es mucho
méas compleja de lo que se creia y que, incluso en sistemas aparentemente simples, es imposible
encontrar siempre soluciones de las ecuaciones caracteristicas de un sistema mecéanico validas
para todo instante. Se inicié asi una extension del objeto de la mecénica en lo que se conoce
como teoria general de los sistemas dinamicos, que ha tenido un enorme desarrollo en los tltimos
anos.

El hecho de haber tenido que recurrir en determinados casos a otras teorias diferentes
no resta validez a la mecénica clasica, simplemente define con mayor precision sus limites de
aplicacion, dentro de los cuales sigue siendo la teoria mas adecuada.

A pesar de existir formulaciones tedricas, matematicamente muy poderosas, de la mecanica
clasica, vamos a utilizar la mas tradicional, basada en el concepto de fuerza como mecanismo
basico para explicar la causa que modifica el movimiento de un cuerpo y utilizando el analisis
matematico como herramienta para desarrollar la teoria. Este enfoque sigue siendo el mas
adecuado para los objetivos de un curso de este nivel enfocado hacia una ensenanza de tipo
tecnologico. Como leyes fundamentales utilizaremos las tres de Newton.

Dividiremos el estudio en tres partes:

Cinematica: Es la parte de la mecanica que se ocupa del estudio del movimiento de los
objetos haciendo abstraccion de las causas que lo producen o modifican.

Dinamica: Es la parte de la mecanica que se ocupa del estudio de las fuerzas como causas
que producen o modifican el movimiento de los objetos.

Estatica: Es la parte de la mecanica que se ocupa del estudio del estado de equilibrio de
los objetos sometidos a fuerzas.

Es decir, la cinematica nos proporcionara las herramientas necesarias para describir el
movimiento de los objetos (para explicar COMO se mueven), mientras que la dindmica hara lo
propio para explicar esos movimientos (nos dirda POR QUE se mueven).

Iniciaremos el estudio de la mecénica describiendo los movimientos (cinematica) para pasar
después a explicar el por qué de esos movimientos (dindmica), terminando con el estudio
del equilibrio (estdtica) como un caso particular del movimiento. Y dentro de cada apartado
seguiremos una secuencia logica que nos conduzca a estudiar los problemas de menor a mayor
complejidad.

El movimiento de un objeto estara definido cuando lo esté el de cada uno de los puntos que
lo componen. Asi, comenzaremos estudiando el movimiento de un punto (particula material),
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FISICA 1 Teoria: Cinematica de la Particula 2.3

seguiremos con el de muchos puntos sin ligaduras especificas entre ellos (sistemas de particulas)
para terminar con el estudio del movimiento de puntos ligados entre si de una forma muy
caracteristica para formar un objeto (sélido rigido).

2.2. Conceptos previos

Al hablar del movimiento de objetos nos encontramos enseguida con algunos conceptos
primarios, con respecto a los cuales es necesario que nos pongamos de acuerdo en cuanto a
su significado. La idea de movimiento es intuitiva y conduce inmediatamente a los conceptos
de espacio y tiempo. Ese movimiento es el de un objeto que también hay que definir. Y
ademas, la explicacién de como se mueve algo va unida siempre a la referencia con respecto
a la cual vamos a describir ese movimiento. No se pretende dar una definiciéon enciclopédica de
estos conceptos ya que, como corresponde a conceptos primarios, es practicamente imposible
hacerlo, aunque todo el mundo cree tener una idea intuitiva de lo que son. Ya lo dijo Newton
en sus “Principia”: “No defino el tiempo, el espacio, la posiciéon y el movimiento, ya que son
bien conocidos de todos”™ Y es cierto. Nuestras ideas intuitivas sobre el espacio, el tiempo y el
movimiento coinciden plenamente con los conceptos de espacio, tiempo y movimiento aplicables
en la mecanica clasica que, como ya hemos dicho en repetidas ocasiones, es en la que centraremos
nuestro estudio.

Haremos ahora algunos comentarios sobre particula material, espacio, tiempo, sistemas de
referencia, coordenadas y grados de libertad, reposo y movimiento.

2.2.1. Particula material

Denominamos particula material a un objeto de masa finita y que no tiene dimensiones. Es
decir, para su estudio, sus dimensiones se pueden asimilar a las de un punto geométrico. Es,
evidentemente, una idealizacion ya que, como sabemos, todos los objetos con masa ocupan un
cierto volumen y no se pueden reducir a un punto. Es una simple abstraccién mateméatica con
la ventaja que supone despreciar las dimensiones de un objeto y, por tanto, tener perfectamente
determinada su posicion en un sistema de referencia.

A la pregunta de cudndo podemos aplicar a un objeto la simplificacién de particula material,
no se puede responder taxativamente con un si o un no, sino con un depende. La respuesta es
funcién de las circunstancias que rodean el problema. Un mismo objeto podra ser tratado como
una particula material en unos casos y en otros no.

Asi por ejemplo, si nos interesa solamente estudiar el movimiento de la Tierra con respecto
al Sol, estudiaremos el movimiento de su centro de masas, pero no podra tratarse como particula
material si anadimos en el estudio su movimiento diario de rotaciéon. Si estamos interesados en
la posicién de un camion en ruta, lo asimilaremos a una particula material y la ruta a una curva
geométrica, pero si nos interesa estudiar dindmicamente el comportamiento de los neumaticos
en las curvas, el concepto de particula material es inadecuado y ni siquiera es aplicable el de
sélido rigido. Se puede dar una regla (que siempre tendra excepciones) diciendo que el concepto
de particula material es aplicable a todo objeto cuyas dimensiones sean pequenas comparadas
con las longitudes caracteristicas de su movimiento.
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2.2.2. Espacio y tiempo

Aunque Newton conocia las dificultades para definir el movimiento de un objeto si no es
con referencia a otros (movimiento relativo) consideré posible definir un movimiento absoluto
respecto a ciertas referencias como las estrellas “fijas”, lo que lleva implicita la hipotesis de
considerar un espacio absoluto e inmovil respecto al que tales estrellas serian realmente fijas.
Como hoy sabemos, ello no esta justificado dado que solo son aparentemente fijas debido a
la enorme distancia a que se encuentran de nosotros. No obstante, al existir problemas de
coherencia, es necesario aceptar como hipétesis basica de la mecanica que el espacio es absoluto,
homogéneo e isétropo, constituyendo asi el marco fijo donde tienen lugar todos los fenémenos.

El espacio absoluto es una especie de vacio anterior a todos los objetos y en el seno del cual
estos se mueven.

Su caracter absoluto viene impuesto por el hecho de que posee una existencia propia
independiente del observador y que tampoco depende de que haya algin objeto en él o
moviéndose a través de él. Segiin Newton en sus “Principios matematicos de filosofia natural”,
“el espacio absoluto, en su estado natural, sin relacion con nada externo, permanece siempre
igual e inamovible”.

El espacio es entonces algo donde todos los objetos se mueven (experimentan cambios
continuos de su posicién con el tiempo) sin que exista ninguna interacciéon espacio-objeto.

En este espacio absoluto newtoniano las medidas también tienen caracter absoluto.
Independientemente de su estado de movimiento, dos observadores distintos miden la misma
distancia entre dos puntos A y B del espacio. Estas medidas estdn de acuerdo con la geometria
euclidiana (por ejemplo, la distancia mas corta entre dos puntos siempre es la linea recta) y,
por tanto, nuestro espacio absoluto newtoniano es también euclidiano.

Que el espacio es homogéneo significa que todos sus puntos son equivalentes y tienen las
mismas propiedades. Y que es isotropo indica que en ¢él todas las direcciones son equivalentes.
Las leyes de la mecanica deben de ser independientes del punto donde nos encontremos y de la
direccion en que nos movamos.

El tiempo es absoluto en cuanto que también tiene una existencia propia independiente del
observador. Transcurre de la misma forma en todo el espacio, independientemente de la medida
que de él hagamos. Distintos observadores en distintos estados de movimiento miden los mismos
intervalos de tiempo para los mismos fenémenos. Newton en su libro tantas veces mencionado
escribi6: “El tiempo absoluto, real y matematico, por si, desde su propia naturaleza discurre
igualmente sin relaciéon con ninguna cosa externa, y por otro nombre se le llama duracién”. El
tiempo es universal: todos los relojes del universo marcan el tiempo con el mismo ritmo.

Espacio y tiempo son conceptos completamente independientes uno de otro. Y sin embargo
se establece inconscientemente una relacion muy estrecha entre ellos. Intuitivamente sabemos
que no puede existir un objeto que ocupe un espacio durante “NINGUN TIEMPO” o que
durante un cierto tiempo esté en “NINGUN SITIO”.

Es claro que a las hipétesis relativas al espacio y al tiempo tal como se conciben en mecanica
clasica se les pueden hacer muchas objeciones. En realidad estas hipdtesis no estan totalmente
justificadas y solo se pueden aceptar como aproximadamente ciertas en el marco restringido
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de ciertos fenomenos (que son los que se estudian habitualmente en mecanica cldsica). Mas
adelante insistiremos brevemente sobre los conceptos de espacio y tiempo.

2.2.3. Sistemas de referencia. Reposo y movimiento

Queremos describir el movimiento real de un objeto en funcién de sus cambios de posicion
en intervalos de tiempo conocidos. Es decir, debemos saber donde esta y en qué instante. Para
ello hay que referir la posicion del objeto a algo que esté en reposo.

Pero jrealmente hay algo en reposo? Y si lo hay jen reposo respecto a qué? Ya hemos
mencionado que Newton decia que en lugar de conocer posiciones y movimientos absolutos,
deberiamos de conocerlos relativos a “algo”. Ese “algo” es lo que llamaremos sistema de
referencia y, consideraremos que esté fijo o que tiene un movimiento conocido.

Cuando decimos frases como “ese coche se mueve” todo el mundo entiende que se mueve
respecto a la superficie de la Tierra. Implicitamente estamos refiriendo el movimiento del coche
a un conjunto de objetos que no cambian su posicién en el tiempo con respecto a nosotros (las
casas que nos rodean, la carretera) suponiendo que estemos quietos respecto a la superficie de
la tierra. Eso no significa que la superficie de la Tierra permanezca inmévil. Sabemos que tiene
un movimiento propio de rotacién y otro de traslacién alrededor del Sol.

La eleccién del sistema de referencia es algo arbitrario. Habra que tener cuidado para elegir
el “mejor” en cada caso. ;Cudl es el mejor? El mejor serd el mas adecuado, es decir, aquel en
el que la descripcion del movimiento resulte lo més sencilla posible.

A partir de ahora, en mecanica, utilizaremos los mismos sistemas de referencia que en
vectores, es decir, sistemas de referencia cartesianos.

Diremos que un objeto esta en reposo con respecto a un determinado sistema de referencia
cuando sus coordenadas en ese sistema de referencia no son funciones del tiempo. En caso
contrario diremos que esta en movimiento.

2.2.4. Sistema fisico

Para poder aplicar las leyes y ecuaciones de alguna rama de la fisica (la mecanica en el caso
que nos ocupa ahora) debemos, en primer lugar, identificar la parte del mundo fisico que vamos
a estudiar. Esto se consigue estableciendo una frontera entre los objetos directos de nuestro
estudio y el resto del Universo. Esta frontera, que tiene que ser una superficie cerrada (real o
ficticia) contiene en su interior lo que denominaremos sistema fisico a estudiar y fuera queda
el resto del mundo fisico que puede interaccionar o no con el sistema. Si las interacciones se
conocen, o pueden formularse como incégnitas del problema, la frontera estd bien establecida.
En caso contrario habra que redefinir el problema. En mecanica los propios problemas suelen
condicionar de forma natural el sistema fisico a manejar. Su eleccién serd generalmente sencilla
y muchas veces se hace de forma implicita sin que se planteen problemas para la identificacion
del sistema. Insistiremos con mayor rigurosidad en este concepto asi como en los de universo,
entorno y fronteras del sistema cuando estudiemos la termodinamica.
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2.2.5. Coordenadas. Grados de libertad

Coordenadas de un sistema fisico son el conjunto de parametros necesario para determinar,
en cada instante, la posicion en el espacio de todas las partes que componen el sistema.

Por ejemplo, si el sistema es una tnica particula material y su movimiento lo estamos
refiriendo a un sistema de referencia cartesiano, necesitaremos tres parametros (z(t), y(t), z(t))
para tener determinada su posicion en cada instante.

Estos parametros son longitudes en este caso, pero no necesariamente siempre. Si
utilizasemos un sistema de referencia en coordenadas esféricas, los tres parametros serian una
longitud y dos angulos.

Puede ocurrir que alguno de estos parametros no sea independiente, es decir, que exista
entre ellos alguna relacion (relacién que vendra impuesta por las caracteristicas del problema).
Este tipo de relaciones se conocen con el nombre de ecuaciones de ligadura. Por ejemplo, si
la particula material estuviera obligada a moverse sobre un plano, f(z,y,2)=0, las coordenadas
z(t), y(t) y z(t) estarian obligadas a cumplir la ecuacién del plano. Cada ecuacién de ligadura
permite expresar una de las coordenadas en funcién de las demas.

Asi, no siempre todas las coordenadas son independientes. Si p es el nimero de coordenadas
y [ el nimero de ligaduras (p>[), habra p-l=g coordenadas independientes.

A este conjunto de coordenadas independientes se le llama grados de libertad del sistema
y su nimero (g) coincide con el MENOR nimero de pardmetros necesario para describir el
movimiento de un sistema.

En el ejemplo anterior, una particula material no sometida a ligaduras es un sistema fisico
con tres grados de libertad. Si estd obligada a moverse sobre un plano (que ya vimos que
introducia una ligadura) el sistema tendra 3-1=2 grados de libertad. Si la particula tuviera
que moverse sobre una recta (recordemos que una recta en el espacio viene definida por dos
ecuaciones de la forma f;(z,y,2)=0, f2(z,y,2)=0, que representan, por tanto, dos ligaduras), el
sistema tendria 3-2=1 grado de libertad. Mas adelante, en dinamica insistiremos en el concepto
de ligaduras.

2.3. Descripcion del movimiento de una particula
material en un sistema de referencia cartesiano

2.3.1. Ecuaciones paramétricas. Vector de posicion

La posicién de una particula material en el espacio, en funcion del tiempo, se puede conocer
si se conocen sus coordenadas, z(t), y(t), z(t), en un determinado sistema de referencia. Estas

tres funciones
1‘ g

y =y(t) (2.1)
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se denominan ecuaciones paramétricas del movimiento o ecuaciones horarias. Se suelen
considerar como el extremo de un vector, que se llama vector de posicion de la particula
material, con origen fijo en el origen O del sistema de referencia (Fig[2.1]).

z F 5
f’_j\
ey
z(t)
x{t) =},
¥it)

Figura 2.1: Vector de posicién de la particula.

Este vector es funcién del tiempo por serlo sus componentes, aunque, a veces, por simplificar
la notacién, esta dependencia se omita explicitamente.

7)) =a()i+yt)j+ 20k o T=uaxi+yj+zk (2.2)
Como su nombre indica es un vector cuyo extremo senala, en cada instante, la posicion de
la particula material.

2.3.2. Trayectoria. Vector desplazamiento

z b A
Trayectoria | AT B
1(t,)
——
1(t,)
Y
X
& Figura 2.2: Trayectoria y vector desplazamiento A7

Se llama trayectoria de una particula material al lugar geométrico de las sucesivas posiciones
que la particula va ocupando en el espacio a lo largo de su movimiento, Fig. 2.2] Eliminando el

-] . . . % sie .
—'. tiempo entre las tres ecuaciones [2.1], se obtiene la ecuacién analitica de la trayectoria
i)
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fl (9573/72> =0
f2 (%Z/%) =0
que sera, en general, una curva alabeada en el espacio.

Se llama vector desplazamiento entre dos posiciones de la particula, consecutivas en el
tiempo, a un vector con origen en la primera posiciéon y extremo en la segunda. En la Fig. [2.2
se indican las posiciones A y B de la particula en los instantes de tiempo t; y to, el vector
desplazamiento entre tales posiciones es

AF = AB = f(ts) — 7(t) (2.3)

2.3.3. Velocidad media. Vector velocidad

Cuando se utiliza este tipo de representaciéon, se puede definir la velocidad media de la
particula entre dos instantes t; y to (equivalentemente, entre las posiciones A y B) como un
vector que es el cociente entre el vector desplazamiento y el tiempo empleado por la particula
en pasar de una posicién a otra y se escribe

L T(ty) = T(t)

ntz) 714 2.4
v ty— 1y (24)
Z
ds
dr
THdr
z(1)
X o

/ 0
X

Figura 2.3: Trayectoria y diferencial de vector de posicion dr.

La velocidad instantanea de la particula en el instante #; se define como el limite de la
expresion [2.4] cuando ty estd infinitamente préximo a ¢y, es decir

(2.5)
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El vector velocidad instantanea es la derivada con respecto al tiempo del vector de posicién
(Fig. [2.3)).

Derivando con respecto al tiempo la ecuacion [2.2] y teniendo en cuenta que los versores del
sistema de referencia no varian con el tiempo para un observador situado en el mismo sistema,
el vector velocidad es

dr- dy- dz-
e R - oy ¥ 2.6
IRV TR (2:6)

u(t) = o

o también U(t) = v,(t) i + vy(t) 7 + v.(t) k donde v, = d—f, vy = d—?z y v, = d—'z son las
componentes del vector velocidad en el sistema de referencia que estamos utilizando para

referir el movimiento.

2.3.4. Vector aceleracion

La aceleracion instantanea de la particula material se define como la derivada del vector
velocidad con respecto al tiempo y su expresion es

. v d*v

y sus componentes a;, a, y a, sSon

- - = d'U - d’U - d?) = dzl’—» d2 - d2Z—’
a(t) = ayi+ayy +a T dt22+ T2 + e (2.8)

donde se entiende que tanto z, ¥y y z como v, v, y v, son, en general, funciones del tiempo
aunque no se escriba explicitamente.

2.3.5. Hodoégrafa

w(t,) (L)

Trayectoria

Hodografa

Figura 2.4: Trayectoria y hoddgrafa.

‘Faisn’,
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Consideramos un punto fijo O y, con origen en él, trazamos vectores equipolentes a los
sucesivos vectores velocidad de una particula material (Fig. 2.4). La hodégrafa es el lugar
geométrico de los extremos de esos vectores.

Como la aceleracién es la derivada del vector velocidad, sera tangente a la hodografa en cada
punto. Esto nos permite dar una interpretacion a la aceleracion: “la aceleracion es la velocidad
con que el extremo del vector velocidad recorre la hoddgrafa, si éste se genera a la vez que la
particula recorre la trayectoria”.

Si disponemos de la ecuacién de la hodografa en un sistema de referencia determinado,
disponemos entonces de una relacion entre las componentes del vector velocidad en ese sistema
de referencia. Insistiremos en este concepto cuando estudiemos con detalle ciertos tipos de
movimiento.

2.4. Descripciéon del movimiento de una particula en
funcién de parametros de la trayectoria

Ya hemos definido la trayectoria de una particula material como el lugar geométrico de las
sucesivas posiciones que la particula va ocupando en el espacio a lo largo de su movimiento.
Veremos ahora una forma alternativa de estudiar el movimiento de una particula que resultara
util en muchos casos, especialmente cuando la trayectoria que sigue la particula se conozca a
priori.

2.4.1. Ley horaria

Figura 2.5: Trayectoria y camino recorrido s.

Conocida, pues, la ecuacién de la trayectoria (que es, en general, una curva en el espacio),
disponemos de dos ligaduras, y por tanto, el nimero de grados de libertad de una particula
material que se mueve a lo largo de ella es uno. Bastara pues con conocer un parametro para
tener perfectamente determinado el movimiento de la particula. Este parametro es el espacio
recorrido sobre la trayectoria en funcién del tiempo (Fig. . Es decir,

s = s(t) (2.9)
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que se llama “ley horaria” del movimiento y nos proporciona el espacio recorrido por la
particula a lo largo de la trayectoria en funcién del tiempo tomando como espacio recorrido
inicial sp en un instante inicial %g.

2.4.2. Velocidad

Para una descripcion completa del movimiento no basta con conocer la ley horaria y la
trayectoria. Hace falta una descripcion cuantitativa de la rapidez con que la particula material
cambia de posicién con el tiempo. Para ello se define la velocidad como el cociente entre
el espacio recorrido sobre la trayectoria y el tiempo empleado en recorrerlo. Su ecuacion de
dimensiones es:

N
[v]—H LT

y las unidades en el SI son m/s o m-s™'.

Si en un instante ¢; la particula se encuentra en la posicién determinada por el espacio
recorrido s;=s(¢1) y en un instante posterior ¢, en la posicién determinada por s,=s(t2), se
define la velocidad media v,,(t1,t3) como el cociente

s9—s8; As

t1,t9) = ———— = —
Um( 1, 2) ty — 1, At

siendo As = s9 — 51y At =ty — t;.

La informaciéon que proporciona esta velocidad media no es muy buena porque no es
caracteristica de un tinico punto sobre la trayectoria, sino de un intervalo. Nos interesa conocer
la velocidad de la particula en un instante. Para ello definimos la velocidad instantanea
como un vector que tiene la direccion de la tangente a la trayectoria en el punto considerado,
sentido el del recorrido de la particula y médulo el cociente As/At cuando At tiende a cero.

Es decir

@ = | i As| |ds
U AR A T dt

El vector velocidad instantanea sera, en funcién de variables de camino,

ds o (2.10)

U= —1U
dt "

donde w; es un vector unitario tangente a la trayectoria en el punto considerado y dirigido en
el sentido de los espacios crecientes. Al valor ds/dt se le llama velocidad escalar y coincide
con la proyeccion de ¢ en la direccion y sentido de 1w, y se representa por v. Es decir:

Z=F-d=v (>0) (2.11)

‘Fraian
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2.4.3. Aceleracion

Es evidente que el vector velocidad, en general, no serd constante ni en moédulo ni en
direccion a lo largo del movimiento. Para tener un estudio completo del movimiento debemos
conocer como cambia el vector velocidad en funcion del tiempo. El valor de este cambio nos lo
proporciona la aceleracion, que se define como la variacién con el tiempo del vector velocidad:

. . AU dU
=i A T @ (212
cuya ecuacion de dimensiones es:
la] = ] =LT?

1]

y sus unidades en el ST son m/s? o m-s~2.

La féormula [2.12] se puede desarrollar si recordamos la expresion de la velocidad en términos
de variables de camino (espacio recorrido y versor tangente, férmula [2.10]):

(2.13)

“al\ad) T T wa

i dv d (ds_ d?s .  dsdi,
Codt dt

El versor tangente es funcién de la variable s (su orientacién depende del punto de la
trayectoria donde nos encontremos), es decir, 1y = ;(s). Asi:

di,  di, ds

dt  ds dt
y sustituyendo en [2.13] queda
s ds\* di,
ad=——1U — | — 2.14
‘ dt2ut+<dt> ds (2.14)
—f—
U (s) -
u, (s+As)
As

Figura 2.6: Vector unitario tangente en funcién del camino recorrido s.

Vamos a calcular ahora la derivada del versor tangente. Consideremos el versor tangente en
dos posiciones sucesivas de la particula material sobre la trayectoria separadas una distancia
As, @y(s) y (s + As) (Fig. 2.6). Si las posiciones s y s+As estdn infinitamente proximas (es
decir, As— 0) los dos versores tienden a cortarse y, en el limite, definen un plano que se conoce
con el nombre de plano osculador. El plano osculador queda, por tanto, determinado por el

N\ =
‘Fraian
)
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origen “comun” (los dos vectores tienen sus origenes tan préximos que, en el limite, coinciden)
y los dos versores ;(s) y (s + As).

El plano osculador es, entonces, el plano definido por dos tangentes “consecutivas”
infinitamente préximas y contendra un elemento diferencial de trayectoria As tan pequeno
que puede ser considerado plano (la trayectoria es “localmente” plana aunque, en general, serd
una curva alabeada cualquiera).

[T

e

fow(s) T ——
jff_,_-ﬂ'f'_—'t—-.. o (s+As) ja‘f
/ : As 7\
.IIJIII \\‘..l'

l.-"lr
/o /o
i ¢ .HI
A Y
f,

f/ /S ."f{

/
— D '}

—
—
¥l T ——

Plano u:scu]ad.udr_ﬁ,fj
Figura 2.7: Plano osculador.

Consideremos ahora rectas perpendiculares a u;(s) y (s + As) contenidas en el plano
osculador (Fig.[2.7). En el limite (cuando As— 0) estas rectas se cortan en un punto O, llamado
centro de curvatura. La distancia desde O al punto de la curva considerado se denomina radio de
curvatura p. Tanto el centro como el radio de curvatura varian segin el punto de la trayectoria
en que nos encontremos. Es decir, O=0(s) y p=p(s). El centro de curvatura estd contenido
también en el plano osculador y la direccién definida por las rectas perpendiculares que hemos
utilizado para determinarlo es la direcciéon de la denominada normal principal.

E‘I(s}

— -
u, (s+As)
Figura 2.8: Variacion del vector unitario tangente.

Noétese que, de entre las infinitas direcciones normales que se pueden trazar a la trayectoria
en el punto considerado, esa direccién (la de la normal principal) es precisamente la contenida
en el plano osculador.

‘Faisn’,
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Recordando la definicion de derivada de un vector:

dl_l:t Y ﬁt(s + AS) — ﬁt(S) Y A?It
45 A, As = lm R (2.15)

Figura 2.9: Vectores unitario tangente y unitario normal.
Determinemos cuanto vale en el limite la direccién y el médulo de Ad;.

» Direccién de Auy(s) cuando As tiende a cero o equivalentemente cuando el dngulo que
forman dos unitarios tangentes consecutivos A¢ tiende a cero.

En la Fig. se observa que si A¢g— 0, At;(s) tiende a ser normal a @(s) y a estar
contenido en el plano osculador. Es decir, tiene la direccion que hemos denominado normal

principal. Llamamos 1, al versor normal principal (que nos sirve para definir esa direccién) y
que es un vector de médulo unidad, direccién la de la normal principal y sentido apuntando

siempre hacia el centro de curvatura de la trayectoria (Fig. [2.9).

Asi,

lim A (s) — (lim |Aﬁt(s)|> i,

As—0 As—0

» Médulo de Ady(s) cuando As tiende a cero.

s En el tridngulo vectorial de la Fig. 2.8} y aproximando la longitud de Ad;(s) a un arco de

circunferencia se tiene:

|Ady(s)| = [ (s)] Ap = A¢

En la Fig. [2.7] vemos que

A
As:pA¢:>A¢:p5

‘Faisn’,
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A
Es decir, |At(s)| >~ A¢ ~ il Sustituyendo ahora en [2.15], tenemos
P

du, 1A 1
Yo i — 2% = Za, (2.16)
ds  As—0As p p

El vector aceleracion se puede escribir en términos de pardametros de la trayectoria,
sustituyendo [2.16] en [2.14], como

2

d*s 1(ds
Q(s) = iy + — | — | i, 2.17
as) ol + o\ U (2.17)
O también, recordando [2.11],
d 2
i(s) = d—:ﬁt + Zﬁn (2.18)

donde vemos que el vector aceleraciéon en cada instante se puede representar mediante dos
componentes: una en la direccion de la tangente, que se llama aceleracién tangencial (@;) y
otra en la direccién de la normal principal que se llama aceleracién normal (a, ).

Ambas componentes, para cada punto de la trayectoria (o, equivalentemente, para cada
instante) estan contenidas en el plano osculador y, por tanto, el vector aceleracién de la particula
también lo esta. De forma resumida se puede poner

d(s) = ay(s) + dn(s)

y, utilizando las expresiones [2.17] y [2.1§], las componentes de la aceleracién son

N d?s _ dv
ay = @ut = aut

2 (2.19)
. 1/ds\ v?

Atendiendo a la ecuacién [1.14] podemos escribir el vector aceleracién como:

U X (U X @)

Sl

— ,1—7' —
a= v —
v? v2

de lo que se deducen inmediatamente dos expresiones para calcular las componentes del vector
aceleracion:

(2.20)
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Las componentes tangencial y normal de la aceleracién tienen una interpretacion fisica que
se puede observar claramente en las expresiones . La componente tangencial aparece por
la variacion con el tiempo del modulo de la velocidad mientras que la componente normal lo
hace por la variacion con el tiempo de la direccion de la velocidad.

También podemos observar que mientras a; = dv/dt puede ser positiva o negativa (es decir,
el sentido de @; puede coincidir o ser opuesto al de u;) segin que el valor escalar de la velocidad
aumente o disminuya con el tiempo, a, = v*/p siempre es positiva (es decir, el sentido de d,
coincide siempre con el de ,) y, por tanto, apunta siempre hacia el centro de curvatura de la
trayectoria independientemente de como varie la direccion del vector velocidad.

Resumiendo, el movimiento de una particula que se mueve sobre una trayectoria definida
queda perfectamente determinado si se conoce la ecuacién de esa trayectoria (lo que nos
permitird conocer en cada posicién los versores i, y i,) y la ley horaria del movimiento (lo que
nos permitird relacionar la posicion que ocupa la particula sobre la trayectoria con el instante
en que lo hace).

2.4.4. Triedro intrinseco o de Frenet

Hemos utilizado los versores w;(s) y w,(s) para representar los vectores velocidad y
aceleracion de una particula material. Estos versores son funcién del punto de la trayectoria en
que se encuentre la particula y, por tanto, versores intrinsecos propios del camino que recorre.
Se define el versor w, (versor binormal) como %, = 4; X i, de manera que iy, U, y i, forman
un triedro a derechas. Este triedro de referencia se conoce con el nombre de triedro intrinseco
y los planos que lo forman reciben también nombres especiales.

El plano definido por wu; y w, se denomina plano osculador, como ya sabiamos. El
determinado por w, y 4, se denota por plano normal y el determinado por i}, y u; recibe
el nombre de plano rectificante, como se puede observar en la Fig. [2.10]

rectificante

/

\

Figura 2.10: Plano normal, osculador y rectificante.

‘Fraian
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2.5. Relacion entre la descripciéon del movimiento
utilizando wvariables de camino y wutilizando un
sistema de referencia cartesiano

En algunas ocasiones es interesante (a veces necesario) obtener las expresiones cartesianas
de los vectores que describen el movimiento de una particula material cuando éstos son
conocidos en sus componentes intrinsecas (o a la inversa). Por ello vamos a estudiar las
expresiones que ligan los vectores unitarios del triedro intrinseco con los correspondientes a un
sistema de referencia cartesiano. Analizaremos por separado los caso bidimensional (o plano) y
tridimensional (o espacial).

También, comparando las ecuaciones , y [2.10] y dado que el médulo de la velocidad
es invariante con respecto a sistemas de coordenadas, obtenemos de forma inmediata la conocida
relacion

[di| = ds = \/(dx)? + (dy)? + (d=)”

entre el incremento infinitesimal del vector de posicion y la longitud de un arco diferencial sobre
la trayectoria.

2.5.1. Movimiento plano

En este tipo de problemas el plano osculador coincide con el plano del movimiento. Si
elegimos este plano como plano zy del triedro cartesiano de referencia, la trayectoria sera una
funcion de la forma f(z, y) = 0 con z = 0 y ademas el versor binormal , coincidird en todo
instante (salvo sentido) con el versor k. Asi, bastaré con determinar la expresion de @, y i, en
funciéon de z y de .

Por geometria diferencial se conoce la expresion del radio de curvatura si esta determinada
la ecuacién de la trayectoria y = y(z), este es:
i\’ 3
v () ]
d*y
dx?

p= (2.21)

El vector ;, en un punto, se determina a partir de la pendiente de la trayectoria, dy/dz,
en ese punto. El vector u; en funcién del angulo 6 que forma la tangente a la trayectoria con el

eje Oz es (Fig. [2.11)):
1 - dy—»

i, = +(cos0i +sin b)) = + cos O(i + tan 05) = + 2(@' +—-=7)
1+ (dy/dx)

dx

‘Fraian



i oo P
L K
]

2
R
oy
4

D) _l"

FISICA 1 Teoria: Cinematica de la Particula 2.18

L 4

X
Figura 2.11: Vectores unitarios normal y tangente de una curva plana.

El doble signo se debe a que la particula puede recorrer la curva en un sentido o en otro.
Conocido 1y, i, es un vector perpendicular a él, de médulo unidad y dirigido hacia el centro de
curvatura que se puede obtener ficilmente (salvo sentido) sin mas que multiplicar vectorialmente
Uy, es decir E, por 4;. Un andlisis de la trayectoria, y en concreto, de su curvatura permitiria
determinar el sentido del versor unitario normal.

2.5.2. Movimiento espacial
Partimos de la trayectoria expresada en ecuaciones paramétricas:

()

(p)

(p)

donde p es un parametro cualquiera, aunque en la mayoria de los casos sera el tiempo t.

x
Y
z

SIS
Il

El camino recorrido se obtiene de:

dr

d
dpp

p
S—SOZ/
po

Determinamos el versor u; combinando las expresiones y [2.10] del vector velocidad:

dr
—| d
dp P

dt ., dtdr  dF

Tds'  dsdt ds

—

Uy

Si sustituimos dr’ por su valor en funcion de z, y y z, ec. , queda:

N\ =
‘Fraian
)



WA |1;".
W

K
R

=

()

FISICA 1 Teoria: Cinematica de la Particula 2.19

Aplicamos la regla de la cadena de la derivacién

—

Uy

dr d dr- dy- dz-.d
:l£:<£i+ yj+—zk:)—p
dp ds dp dp dp " ds

d
y solo falta determinar d—p . Lo hacemos imponiendo la condicién de que el médulo de u; es
s

uno. Asi
dp 1 1
ds di? dﬁ 2 ) d7y 2 ) % 2
ap dp dp dp
y la expresion de u; queda finalmente:
L dr/dp 1 der- dy- dz-
= = —i+—=7+ —k
u (dpz_'—dpj_'—dp)

= — =
|dr/dp dx 2+ dy 2+ dz 2
dp dp dp
El versor 1, lo despejamos directamente de [2.16]:

Up =P = P>~ =P -
ds dp ds |dT/dp| J<M>2+ <dy>2+ (dz>2 dp
dp dp dp

Si imponemos la condicion |i,| = 1 obtenemos p(p) o p(s):

dr \l dz\” dy 2 dz\’

# ) (%) () + (%) 1
du‘ N diiy - |day|
dp d7p

p(p) = '

y, por tanto,

1 du 1 du

" |di| dp  |dii| ds

diiy

dp

diy

ds

Unp

‘Fraian
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2.6. Otros sistemas de coordenadas

Hay problemas en los que la utilizacién de las coordenadas cartesianas resulta engorroso
o conduce a resultados de muy dificil interpretacién fisica. Por contra, la utilizacion en ellos
de sistemas de coordenadas alternativos simplifica el planteamiento, resolucion e interpretaciéon
del problema.

Veremos a continuacién la formulacion del movimiento de una particula en tres sistemas
de coordenadas ampliamente utilizados como son las coordenadas polares, las coordenadas
cilindricas y las coordenadas esféricas. La practica en la resoluciéon de problemas nos indicara
en cada caso cual es el sistema méas adecuado.

2.6.1. Coordenadas polares

En un plano, la posicién P de una particula queda perfectamente determinada si se conoce
su distancia a un origen O, llamado polo y el angulo que la recta OP forma con una semirrecta
con origen en O y que recibe el nombre de eje polar (Fig. . En este sistema, el punto
P tiene por coordenadas radial y angular (p, #) respectivamente. Se utiliza la nomenclatura
p para la distancia OP, en lugar de r, para que no se confunda con el médulo del vector de
posicion utilizado en coordenadas cartesianas cuando generalicemos las coordenadas polares a
cilindricas.

trayectona

0 ' ¢je polar \
polo

Figura 2.12: Coordenadas polares y sus vectores unitarios i, y .
Junto con las coordenadas (p, 6), se utilizan los siguientes versores ligados a la posicién de
la particula y que son, por tanto, funciones del tiempo:

i,: Versor radial, en la direccién radial, es decir, en la direccion OP y sentido de O hacia
P.

tlp: Versor transversal (o angular), en la direccion transversal. Se obtiene girando el versor
radial 90° en sentido contrario a las agujas del reloj.

Uy: Versor normal al plano polar. Se define mediante el producto vectorial i, = i, x iy y
se utiliza como versor auxiliar para algunos céalculos.

‘Fraian
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Derivadas de los versores

Figura 2.13: Variacion del versor radial entre dos instantes.

En la Fig. se han representado dos posiciones del versor radial en dos instantes de
tiempo proximos, ¢ty t+At, en ella se observa como la longitud del vector incremento A, es
igual al angulo Af aproximando la longitud de dicho vector al arco de una circunferencia de
radio |u,(t)| = 1. Aplicando un razonamiento analogo para Aty se tiene:

di, B At

dt arso At

A df
ASo AE - ar

—

:u9

ditg Aty o A df

dt  Atso At PaiSo AL dt”

g En resumen, las derivadas con respecto al tiempo de los versores radial y transversal, son:
dit, db di df

i e Dy, S0 DG, (2.22)
dt dt dt dt

A este resultado también se puede llegar usando la expresiéon de estos vectores en
coordenadas cartesianas (suponemos que el eje polar coincide con el eje OX) y derivando:

i,(t) = cos 07 + sin 6

5 . 2.23
Up(t) = —sinbi + cos 0 (223)
du,(t - - df deo
ugt( ) = (—sinbi + cosbj) i ﬁ@a
(2.24)
% diig(t - - df do
_ ugs ) = (—cos i —sin ) i —ﬁpa
}C:J Estudio del movimiento
’“___| Conocidas las coordenadas polares como funciones del tiempo, las ecuaciones paramétricas

15

en funcion del tiempo son:

o
)it

p=p(t)
0 — 0(t) (2.25)
y, con esta notacion, el vector de posicion se puede escribir como
() = p(t)tn(t) (2.26)
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Derivando esta expresion con respecto al tiempo, obtenemos el vector velocidad expresado
en coordenadas polares:

a0 = D0 = g0y = PO, 0) 1 pi1y 12

y sustituyendo [2.22] en la ecuacién anterior se obtiene, finalmente:

. dp df
u(t) = d?up + o g (2.27)

donde se ha omitido la referencia explicita a que tanto las funciones como sus derivadas
dependen del tiempo.

El primer sumando del segundo miembro de [2.27] se denomina velocidad radial y el
segundo sumando se denomina velocidad transversal o angular.

La aceleracion se obtiene derivando con respecto al tiempo la expresion de la velocidad:

dv _dp.  dpdi, dpdd_ &0 + 49 diiy
et a Tttt P

a=

y sustituyendo las derivadas de los versores, la expresion de la aceleracion queda:
a2p o\’ dpdf  d%0
i=|— —pl— 2 — | 4, 2.2
“ [dﬁ p(dt)]u +l aar  PaE | (2.28)

Otras relaciones

La relacion entre coordenadas polares y coordenadas cartesianas cuyo eje OX coincide con
el eje polar (véase Fig. es:

x = pcosf p =z’ +y?
, (2.29)
y = psinf 0= arctan=

x
El diferencial del vector de posicion se escribe como:

dr’ = dpti, + pdfiy
Un diferencial de arco de trayectoria, ds, se puede expresar como:

(ds)* = (dp)” + (pdb)”

de donde se obtiene el mdédulo de la velocidad:

N\ =
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dp de
v = — —
dt Pt
2.6.2. Coordenadas cilindricas
Z

’

AL WY SR ———— ¥ WL

e e e

Figura 2.14: Coordenadas cilindricas y unitarios.

Si a las coordenadas polares le anadimos un tercer versor ., llamado versor axial, de
direccién fija perpendicular al plano definido por @, y @y (en este caso llamados unitarios radial
y azimutal, respectivamente) de forma que u, = 1, X iy, se obtiene el sistema de coordenadas
cilindricas.

El motivo de llamar u, a este versor es porque, normalmente, lo haremos coincidir con el
versor k de un sistema cartesiano cuando hagamos cambios de coordenadas.

Este tipo de sistema es ttil, por ejemplo, en el estudio de la cinematica y dinamica de la
maquinaria rotativa, donde las fuerzas radiales, transversales (o azimutales) y axiales tienen un
significado fisico concreto.

En la Fig. 2.14] se indica, sobre un sistema cartesiano, la posicién de un punto P, sus
coordenadas cilindricas radial, azimutal y vertical (p, 8, z) y los tres versores ligados a la
posicion del punto en cada instante. Estos versores se relacionan con los (i, j, k) por:

U,(t) = cos 0i + sin 0]
tg(t) = —sinBi + cos 0] (2.30)
u, =k

Derivadas de los versores

Por procedimiento semejante al realizado en el apartado [2.6.1 se pueden obtener las
derivadas de los versores en coordenadas cilindricas, que son:

‘Fraian
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di, do
A
dt dt
diy _ —@ﬁp (2.31)
dt dt
dil, —0
dt
Estudio del movimiento
$—-. Conocidas las coordenadas cilindricas como funciones del tiempo, las ecuaciones
& paramétricas en funcién del tiempo son:

(2.32)
F(t) = plt)it, (1) + (1), (2.33)
= Derivando esta expresién con respecto al tiempo y utilizando las relaciones [2.31], obtenemos
aqu el vector velocidad expresado en coordenadas cilindricas, que resulta ser:
P dp o d-
e U= —1, g + —— 1, 2.34
U dtup+pdtu9+dtu (2.34)

El primer sumando del segundo miembro de [2.34] se denomina velocidad radial, el
segundo se denomina velocidad transversal (o azimutal) y el tercero velocidad axial.

La aceleracion se obtiene derivando con respecto al tiempo la expresion de la velocidad. El
resultado es la siguiente expresion:
d2p o\’ a2z
a=|——p|l— Ug + —— U, 2.35
[dﬁ (dt) T (2:35)

—

U, +

dpdd %0
gy 7
l dt dt +pdt2]

Otras relaciones

o R R ED AT AR A
JE '_]'['(‘-'.-] NS

15

}
4 La relacién entre coordenadas cilindricas y coordenadas cartesianas segiin se muestra en la
Fig. es:

o
)it

x = pcosf p =z’ +y?

y = psinf = arctan= (2.36)
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El diferencial del vector de posicion se escribe como:

dr’ = dpt, + pdbiy + dz1,

Z

|
|
|
|
|
|
|
|
X |

Figura 2.15: Diferenciales de longitud en coordenadas cilindricas.

Un diferencial de arco de trayectoria, ds, se puede expresar como (Fig. [2.15)):
(ds)® = (dp)” + (pd0)? + (dz)”

de donde se obtiene el mdédulo de la velocidad:
- @ 2 . ﬁ 2 . % 2
v dt Pt dt

2.6.3. Coordenadas esféricas

A i
\‘”’ ;%'aa
i \ﬁa Y
__E; !

Figura 2.16: Coordenadas esféricas (r, ¢, ) y unitarios (i, Uy, Up).
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En coordenadas esféricas, la posicién de un punto viene dada por una coordenada radial
de distancia al origen de valor r y dos coordenadas angulares: la colatitud o angulo polar ¢ y
el angulo azimutal 6. En la Fig. [2.16| se indica, sobre un sistema cartesiano, la posiciéon de un
punto P, sus coordenadas esféricas (r, ¢, 0) y los tres versores ligados a la posiciéon del punto
en cada instante. Estos versores se relacionan con los (;, 7, /2) por:

—

@i, (t) = (sin g cos 0)7 + (sin @sin 0)] + cos gk
U,(t) = (cos g cos 0)i + (cos psin )] — sin ok (2.37)

—

tp(t) = —sin0i + cos 0]

Derivadas de los versores

Por procedimiento semejante al realizado en apartados anteriores, aunque el desarrollo
es mas laborioso y no creemos que sea interesante reproducirlo aqui, se pueden obtener las
derivadas temporales de los versores en coordenadas esféricas que son:

di, dy ae .
= Uy, + —— SN YUy

dt — dt dt

dﬁg, dy de

B e s il 7 2.38
7 7 Uy + gt COS Py ( )
diy __db

TR sin i, 7 COS YUy,

Estudio del movimiento

Conocidas las coordenadas esféricas como funciones del tiempo, las ecuaciones paramétricas
en funcion del tiempo son:

r(t
o
— B(t

r=r(t)
") t) (2.39)
6 =10(t)

F(t) = r(t), (t) (2.40)

La dependencia de la posicién con los angulos estd implicita en el versor .

Derivando esta expresién con respecto al tiempo y utilizando las relaciones [2.3§], obtenemos
el vector velocidad expresado en coordenadas esféricas, que resulta ser:

d d do
U= d—:;ﬁr + (rdf) Uy + (rdt sin (p) g (2.41)
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La aceleracién se obtiene derivando con respecto al tiempo la expresion de la velocidad y
resulta la siguiente expresion:

T @_ d£2_ d792m2
““lae T "\ ") ¥

drdy &% do\* .
+ 2dtdt+rdt2_r<> sin ¢ cos

@t

i+ (2.42)

Otras relaciones

La relacion entre las coordenadas esféricas y las coordenadas cartesianas segiin se muestra
en la Fig. [2.10| es:

x = rsingcosf r=vax?+y?+ 22

. . . Yy
y =rsinpsinf 0 = arctanx (2.43)

. /12 + y2
o Z =TCcosp p = arctan———
i z

El diferencial del vector de posicion se escribe como:
dr' = dri, + rdet, + rsin pdfiy
Un diferencial de arco de trayectoria, ds, se puede expresar como:
(ds)* = (dr)* + (rde)? + (rdf sin p)?

de donde se obtiene el mdédulo de la velocidad:

v = ﬁ2+ Td£ 2—}— 7 Sin d—02
A\ \a dt 7t

2.7. Estudio de algunos movimientos particulares

2.7.1. Movimiento rectilineo

Diremos que el movimiento de una particula material en un sistema de referencia es rectilineo
cuando su trayectoria en ese sistema es una recta. Esto supone que tanto su velocidad como su
aceleracion también deben ser, en todo instante, paralelos a esa recta.

‘Fraian
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Eligiendo adecuadamente el sistema de referencia, se puede hacer coincidir uno de los ejes
(supondremos que es el OX) con la recta que constituye la trayectoria de la particula material.
El vector de posicion, la velocidad y la aceleracién tendran, en ese sistema de referencia, una
Unica componente.

Es muy normal, en estos casos, obviar el caracter vectorial de estas magnitudes y manejar
solo los valores escalares (z, v 0 a), que coinciden con las componentes de los vectores, es decir,
7= a1, U = vi, @ = ai. Conocidas las condiciones iniciales y alguno de los vectores citados se
pueden determinar los restantes por integraciéon o derivacién.

af)

vit)

n e ——

iy b———

Figura 2.17: Aceleracién, velocidad y posicién en funcién del tiempo en el
movimiento rectilineo uniformemente acelerado.

Un caso muy comun es el de movimiento rectilineo con aceleraciéon constante. Suponemos
_ una particula material que sigue una trayectoria rectilinea con aceleracion constante a. Eligiendo
a como eje x del triedro de referencia uno coincidente con la recta trayectoria de la particula, se
e puede escribir @ = ai y suponiendo que en t=t, U(ty) = Vi ¥ (to) = zoi, de se obtiene

dv = adt, dv = adt

Integrando y teniendo en cuenta las condiciones iniciales

v t t
/ dv :/ adt =a [ dt es decir ov(t) =vy+ a(t —tp) (2.44)
Vo to

to

De se tiene,

dr =vdt — dxr=vdt

5
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Sustituyendo [2.44] e integrando teniendo en cuenta las condiciones iniciales, queda
T t 1
/ dx :/ vdt es decir z(t) = zo+v(t —to) + Qa(t —t)? (2.45)
xo to

En numerosas ocasiones se suele elegir el instante inicial, ¢, = 0, cuando la particula esta
en el origen de coordenadas, zo = 0, con una cierta velocidad vy # 0. Asi, las ecuaciones [2.44]

y [2.45] quedan:

v(t) = vy + at
Se puede tener una idea clara de los movimientos haciendo representaciones graficas de las
funciones a(t), v(t) y x(t). La representacion correspondiente serd la de la Fig. [2.1

- -
¥ W
Tl —_— i -
- —— -
— ip——
- .-
a a
v=0 ve0
R a<{
acelerado
- -
W v
0 — i -—
— —
- — -
- -
a a
v y<()
a<0 a=0
retardado

Figura 2.18: Vectores aceleracién y velocidad en el movimiento acelerado y
retardado, siendo 4 = 1.

Un caso particular interesante es el de aceleraciéon nula. Es el movimiento rectilineo con
velocidad constante,

a=20
vV = 1y
T = vt

Hay que recordar el caracter vectorial de las magnitudes que se manejan en cinematica y la
simplificacién que utilizamos por el hecho de estar estudiando un movimiento rectilineo.

Los vectores ¢ y @ tienen la misma direccién (en nuestro caso la elegida como eje ) pero
pueden tener igual o distinto sentido dependiendo de los signos de las derivadas con respecto al
tiempo de v y de z. Si aumenta el médulo de la velocidad de la particula material, diremos que

5
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ésta tiene un movimiento acelerado, mientras que si disminuye diremos que su movimiento es
retardado. Esto no depende en exclusiva del sentido de la aceleracion. Hay que comparar ese
sentido con el de la velocidad (Fig. 2.18)).

El movimiento sera acelerado si los sentidos de ¢ y @ coinciden y sera retardado si son
opuestos. Recordamos que las expresiones y [2.45] estan deducidas con el sentido positivo
implicito, es decir, z, v y a son las componentes escalares de 7, Uy @, y si son positivas su
sentido es el del versor i.

2.7.2. Movimiento circular

I
-
IL11

Figura 2.19: Movimiento circular.

Cuando una particula material P gira alrededor de un eje EE’, fijo a un determinado sistema
de referencia, realiza un movimiento cuya trayectoria es una circunferencia contenida en un
plano normal al eje y con centro en ¢él. En la Fig. se indican el eje FE’, la particula P y la
trayectoria que describe, con centro en C. Este tipo de movimiento se denomina movimiento
circular.

Para estudiar el movimiento, es conveniente utilizar un sistema de referencia cartesiano como
el indicado en la Fig. [2.19] cuyos versores ; y iy estén contenidos en el plano del movimiento
(o en un plano paralelo a él) y el versor 43 contenido en el eje de giro.

En este sistema de referencia, el vector de posicion de la particula, tomando como origen
un punto cualquiera O del eje, es

‘Fraian
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y si tomasemos el origen del sistema en el centro C' de la trayectoria, el vector de posicion seria:
r=R= Cﬁ

que es el caso particular que se estudia en cursos elementales.

En uno u otro caso, el estudio de este movimiento se puede realizar aplicando los conceptos
ya expuestos es este mismo capitulo, pero por la importancia y peculiaridades del mismo, se hara
a continuacién un tratamiento especifico que aporte nuevos conceptos y prepare las féormulas
para una utilizaciéon mas comoda y sencilla.

Vector velocidad. Velocidad angular
La velocidad de la particula, utilizando la expresién [2.10], es un vector tangente a la

trayectoria dado por

L ds
U=l (2.47)

Observando la Fig. [2.19] vemos que el camino diferencial recorrido por la particula se puede
poner como

ds = Rdf = rsin pdf (2.48)

donde df es el angulo girado por el radiovector R mientras la particula recorre el arco ds.

Por otra parte, el versor tangente u; se puede expresar en funciéon del vector de posicién de
la particula y de los versores del sistema de referencia. Como u; es perpendicular a 7y a s, se
puede poner

_, Ug X T r -
Up = = = ——U3 X T (2.49)
|t x 7] rsing
. . . . T . S .
La expresion anterior es equivalente a u; = E(Ug X R) Sl tenemos en cuenta que us y 7

definen el mismo plano que i3 y R y ademas que R = 7 sin (.

Sustituyendo ahora [2.48] y [2.49] en [2.47|, la velocidad queda

de
U= —us XT 2.50
O, (250)
En esta ecuacion, — es una magnitud escalar que expresa el angulo girado, por unidad de

dt

tiempo, por el vector de posicion R dela particula relativo al centro de la trayectoria. Por este
motivo se denomina velocidad angular de rotacion de la particula, y se designa por w,

do

T

‘Fraian
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Es conveniente dotar a w de un caracter vectorial, lo que facilitara su utilizacién en los
calculos. Como los giros alrededor de un eje se pueden representar por vectores paralelos al eje,
se define el vector velocidad angular de rotacion de la particula, mediante la expresion

W= aﬁg (2.51)

El vector velocidad angular es una caracteristica del movimiento de rotacién ya que si

consideramos varias particulas, solidariamente unidas, que giren alrededor del mismo eje, todas

tienen la misma velocidad angular @, aunque puede que no tengan la misma velocidad ¢. Por

ejemplo, si en la Fig. [2.19| consideramos particulas siempre contenidas en el triangulo OCP que
giran a la vez que lo hace la particula P, todas tendrian la misma velocidad angular.

Sustituyendo [2.51] en |2.50], obtenemos una expresién para la velocidad de la particula, en
funcién de la velocidad angular y del vector de posicion

&l

T=&x7 (2.52)

Naturalmente, también se puede escribir v = & x R.

La ecuacién de dimensiones para & sera:

w:u: -t
T

y sus unidades en el SI: rad/s o s

Si la componente de la velocidad angular en el eje de giro es positiva (df/dt > 0), la particula
material describe la trayectoria recorriéndola en sentido contrario a las agujas del reloj vista
desde el semiespacio hacia el que apunta el versor u3. Si es negativa, (df/dt < 0), la recorrera
al revés.

Vector aceleracion. Aceleracion angular

Para calcular la aceleracién de la particula material, derivamos la expresion [2.52] con
respecto al tiempo

dv  dw dr
= = — = — X = " X — 253
T T T (2.53)
. do d, dw _, S
y teniendo en cuenta que T a(wuzg) = EW porque w3 es un vector constante, de [2.53] se
obtiene,
L dw, L L
a:%u;gxr—i—wxv (2.54)

Definimos ahora el vector aceleracion angular instantanea de rotacién, y lo designamos por
a, como la variacién con el tiempo de la velocidad angular &, es decir,

dd  dw_, — d*0
iy =

dt — dt ar"

a=

(2.55)
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Como podemos observar @ es un vector paralelo a & y cuya componente en el eje coincide
con la variacién en el tiempo de la componente de &.

Teniendo en cuenta [2.55] y [2.52] y sustituyéndolas en [2.54], queda
Ad=ax7+dx (Jdx7) (2.56)

que es la expresion de la aceleracion instantanea de una particula material que gira alrededor
de un eje fijo en el sistema de referencia definido anteriormente.

]

La ecuacién de dimensiones para d serd: [a] = ~= = T2 y sus unidades en el SI: rad/s? o

2]

-2

El primer sumando de [2.56] es paralelo a @; como se comprueba facilmente en la Fig. [2.19]
El segundo sumando es perpendicular al plano definido por u; y & y tiene, entonces, la direccién
que habiamos denominado normal principal.

Cada uno de ellos se corresponde por tanto con una de las componentes intrinsecas, ec.
[2.18], de la aceleracion. El primero es la aceleracion tangencial y el segundo la aceleracion
normal.

o]}

I
€ QL

Bl”‘

X
X

r=da X
(@ X 7) =& x (& x R)
Asi, el modulo de a; es
a; = arsing = aR
y el de @,

an = w’rsing = w?R

Movimiento circular uniforme

Se llama asi al caso particular en el que la velocidad angular &, ademas de ser constante en

direccién, también es constante en médulo. La aceleracion angular serd nula (@ = 0) segin su
definicion [2.55].

Integrando en [2.51], si se conocen unas condiciones iniciales tales como, por ejemplo, que en
t=ty, el angulo girado es =6, podremos determinar la expresién del angulo girado en funcion
del tiempo,

0 t
/ do :/ wdt es decir 0(t) = 6y + w(t — to)
0o to
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Movimiento circular uniformemente acelerado

Otro caso particular interesante es aquél en el que la aceleracién angular @, ademés de ser
constante en direccién, también es constante en modulo (a veces, erréneamente, se utiliza la
palabra moédulo para indicar la componente en una direccion, sin tener en cuenta que ésta
puede ser positiva o negativa). A este tipo de movimiento se le llama circular uniformemente
acelerado.

Integrando en [2.55] a partir de condiciones iniciales conocidas (t=ty, w=wy), podremos
determinar la expresion de la velocidad angular en funciéon del tiempo,

w t
 du :/ adt es decir w(t) = wy+ at — to)
t

wo 0

Integrando ahora la ec. [2.51] usando condiciones iniciales conocidas (t=tq, 0=0,), podremos
determinar el angulo girado en funcién del tiempo,

0 ¢ 1
/ df :/ wdt es decir 6(t) =0y + w(t —to) + ia(t —tg)?
6o to

2.7.3. Combinacion de dos movimientos rectilineos. Movimiento

Ve .
parabdlico
¥
e trayectoria
_-"'-FF =
- ~,
f"f M‘-.\
.l/ Y
— // ,
vV, i
Lt altura \
|4 maxima v
[
/ b
Ir U{' L
L]
N\ , \
O l= " X
alcance

Figura 2.20: Movimiento parabdlico.

Un movimiento particularmente interesante es el de un objeto lanzado en las proximidades de
la superficie terrestre y sometido inicamente a la accién de la gravedad. Ya Galileo demostrd que
la trayectoria que sigue una particula material en estas circunstancias se puede estudiar como
la combinacién de dos movimientos independientes que ocurren simultaneamente. Veremos que
el estudio de la cinemética del movimiento mediante vectores conduce, de forma natural, a
tal combinacion. Si elegimos un sistema de referencia de forma que un eje sea vertical y otro
horizontal, las expresiones de las componentes de los vectores posicion, velocidad y aceleracion
confirman la deduccion de Galileo.
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El problema que se plantea es, pues, estudiar el movimiento que realiza un objeto lanzado
desde un punto determinado, con una velocidad inicial ¥ conocida (Fig. [2.20)).

Para ello elegimos un sistema de referencia OXY con el eje OX horizontal, el eje OY vertical
(paralelo a la direccién de la aceleracién de la gravedad) y origen en el punto del espacio desde el
que realizamos el lanzamiento. Se supone que la resistencia que ofrece el aire al movimiento del
objeto en su seno es despreciable -por eso se utiliza el término de movimiento de graves (cuerpos
sometidos a la aceleracion de la gravedad) en el vacio- y que mientras dura el movimiento, la
influencia de la rotacion de la tierra es también despreciable.

Los datos de que disponemos para abordar la resolucién del problema son:

» Condiciones iniciales, para t=0:

Ft=0)=0
U(t=0)=1y= Vot + voyj = vp(cos i + sin aj')

» Aceleracién constante:
a= —gj

donde ¢ es el médulo de la aceleracion de la gravedad.

Con estas condiciones e integrando la expresion general de la aceleracion, dv = adt, se tiene:

v Vg . Vy - Uz = t -
/ dﬁz(/ dvm>i+</ dvy>j+</ dvz)k:—<g/ dt)j
o Vog Voy 0z 0

-

T=1i+ vyf+ v,k = vy cos ai + (vgsina — gt)j

vz (t) = v cos @ = vy, = cte
vy (t) = vosina — gt (2.57)
v,(t) =0

A partir de aqui, integrando la expresion dr’' = vdt, se tiene

T x 5 5 z 5 t 5 t 5
/df’:(/ dx>i+</ydy>j+(/ dz)k:(vocosa/ dt>i+/(vosina—gt)dtj
"o 0 0 0 0 0

—

5 - . 1 2
7= ot cos aii + (vpt sin v — 5925 )

Las ecuaciones paramétricas del movimiento son

T = Vgt cos «
y = votsina — Sgt? (2.58)
z2=0
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que ponen de manifiesto la combinaciéon de movimientos citada al principio de este apartado.
Se comprueba facilmente, ya que z = 0, que el movimiento es un movimiento plano contenido
en el plano XY (plano vertical local).

La ecuacion de la trayectoria se determina eliminando el tiempo en las ecuaciones

paramétricas [2.58], y se obtiene:

1+ tan®
y = z(tana) — g(—|—2anoz)$2 (2.59)
Yo

que es la ecuacién de una pardbola (Fig. [2.20)).

v

T

v 4 |
ght]
—
- f
A ra
—- g4t )
"1
-
i) o
|
\ A v

.
Vg COS x

Figura 2.21: Hodo6grafa del movimiento parabélico.

Para dibujar la hodégrafa del movimiento (Fig. [2.21]), estudiamos cémo varfa el vector
velocidad con el tiempo. Observamos en las ecs. que la componente horizontal v, es
constante y que la componente vertical v, disminuye como gAt. En la Fig. suponemos
que la velocidad inicial es el vector 7. Un tiempo At después, el vector velocidad #; se obtiene
sumando al vector ¥ el vector (— gAtj'); y asi sucesivamente. Se puede observar que la hodégrafa
es una recta de ecuacion v, = vy, (cte) en el plano hoddgrafo. Mas precisamente, si el movimiento
se considera limitado entre los instantes inicial (lanzamiento o disparo) y final (llegada del objeto
al suelo), la hoddgrafa es un segmento de recta.

Este tipo de movimiento es el que siguen los proyectiles y, tradicionalmente, se definen una
serie de parametros caracteristicos: altura maxima, alcance y paridbola de seguridad.
La particula material alcanzard su méaxima altura (9,4,) cuando la componente vertical de su
velocidad (v,) sea nula. Asi, anulando la componente y en las ecuaciones , obtenemos el
tiempo 1 en que esto sucede:

VUp Sin «

t, = 2.60
1 p (2.60)

Sustituyendo [2.60] en la componente y de la ec. [2.58], queda que la altura maxima es:

N\ =
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vEsin’a

max — t1) =
Y y(t1) 2

Se comprueba facilmente que aumentando el médulo de la velocidad inicial (vg) se logra
aumentar la altura maxima. También se puede observar que para vy dada, la maxima altura
dentro de las méximas se obtiene para sin a = 1, es decir, a=7/2 lo que se corresponde con el
lanzamiento vertical.

El alcance es la distancia horizontal recorrida hasta una posiciéon determinada, generalmente
el suelo. Asi, en el problema planteado, el alcance serd el valor de la coordenada x cuando la
y sea cero. Anulando la componente y de las ecuaciones [2.58] obtenemos el instante ¢, en que
esto ocurre:

1,
0 =vptsina — igt

que tiene dos soluciones, una de ellas trivial (¢=0) y otra,
_ 2upsina

ty =
g

Sustituyendo ¢, en la componente z de las ecuaciones [2.58|, queda que el alcance es:

vg sin 2«

alcance = x(ty) =
g

donde observamos que aumentando el médulo de vy se consigue un mayor alcance y que para
un valor fijo de vy, el alcance méximo se obtiene cuando a=n/4.

parabola de
seguridad

altura
mAxima

trayectorias
para diferentes
ingulos

)
==

1,

1|

-

™
1k

alcance

Ty el
A
1

D N

i

Figura 2.22: Parabola de seguridad del movimiento parabdlico.
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[ 7=

N

o
J;_e; Para obtener la parabola de seguridad, calculamos la envolvente de todas las posibles
ﬁ: trayectorias que se pueden conseguir para una vy dada, variando el angulo de inclinacién « de la
B, velocidad inicial (obsérvese que el mddulo de la velocidad de salida suele ser una caracteristica
@ en el lanzamiento de un proyectil, siendo el angulo de inclinacién de la lanzadera el parametro
- que se puede variar con mayor facilidad).

) ——
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Esta envolvente (Fig. dividira el espacio (en nuestro caso el primer cuadrante) en dos
zonas. Una de ellas en la que todos los puntos pueden pertenecer a las posibles trayectorias
de la particula material y otra en la que no. De aqui su nombre de parabola de seguridad.
Resumiendo, la parabola de seguridad separa los puntos del plano que pertenecen a posibles
trayectorias de aquellos que la particula no podré alcanzar nunca variando tinicamente « y para
un valor dado de vy.

Matemédticamente la envolvente de una familia de curvas f(z,y,a)=0 dependiente de un
parametro « se obtiene eliminando el parametro entre la ecuacion de la familia de curvas y su
derivada con respecto al parametro.

Es decir,
f(@,y,0) =0

df (z,y, @)
do

= e(z,y) =0 (envolvente)
=0

Como tenemos la ecuacion de la trayectoria [2.59], derivando con respecto a « e igualando
a cero, se obtiene

2
tan o = Y
gr
y sustituyendo en [2.59], queda
2 2
v gx
-0 _J 2.61
V=09 22 (2:61)

que es la ecuacion de la parabola de seguridad, que se indica en la Fig. [2.22]

Dado un punto (zp, yp) del espacio y una velocidad de salida de médulo fijo vy, podremos,
con ayuda de la ecuacion [2.61] de la parabola de seguridad, saber si el punto en cuestion esta
o no dentro de la zona de posibles trayectorias.

2 2
v x
Siyp < 2—0 — 9275’ el punto estara dentro de la zona delimitada por la parabola de seguridad
g Yo
y si es mayor estara fuera. En definitiva, podremos saber si el punto podra ser o no alcanzado
por el proyectil; y para un punto alcanzable, con v, fijada, en la ecuacion de la trayectoria [2.59
se encuentran dos posibles valores del dngulo « (excepto cuando =7 /4 que solo hay uno) para

los cuales el proyectil pasa por ese punto.

2.7.4. Movimiento helicoidal

Introduccion geométrica

Consideremos una superficie cilindrica recta cualquiera, cuya seccién recta sea una curva
cerrada C (no necesariamente una circunferencia, Fig. [2.23)).

‘Fraian
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Figura 2.23: Movimiento helicoidal: determinado por el giro en una curva de
seccion plana C' y el ascenso vertical sobre la generatriz de una
superficie cilindrica recta.

La posicion de un punto P sobre la superficie se puede determinar perfectamente tomando
un sistema de coordenadas que sean:

-El recorrido AP’ sobre el contorno de la seccién recta C' o longitud de arco, a partir de un
punto arbitrario A que se toma como origen.

e
-El avance |P'P| a lo largo de una generatriz de la superficie al girar sobre la curva.

Si existe proporcionalidad entre estas dos coordenadas, es decir, si se cumple que:
> . ’
|P'P| =k - longitudarco(AP")  (k constante) (2.62)

entonces el lugar geométrico de las posibles posiciones del punto P sobre la superficie cilindrica
es una curva AA’{AA’5... “arrollada” sobre el cilindro, que recibe el nombre de hélice.

Mientras no se indique lo contrario, nos referiremos siempre a hélices apoyadas sobre
superficies cilindricas de revolucién (Fig. [2.24]), en cuyo caso la secciéon recta C es una
circunferencia.

Utilizando coordenadas cilindricas, con origen en O para 2z y en A para 6, la proporcionalidad
[2.62] se puede poner de la forma

z=k- RO (2.63)

El angulo 6 es continuamente creciente, de modo que dos posiciones consecutivas, P y P,
sobre la misma generatriz corresponden a angulos 6 y 6+427.

La distancia H entre dos puntos contiguos de interseccion de una generatriz con la hélice,
se llama paso de la hélice. Entre el paso de la hélice y el radio del cilindro existe la relacién
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k= — (2.64)

H
y la constante k se llama pendiente de la hélice. El valor H' = — se llama paso reducido

y las porciones de curva AA’1A;,A;A'5A,... ete., que se van repitiendo a lo largo del cilindro,
se denominan espiras de la hélice. Indiquemos que el desarrollo de la hélice segiin un plano
tangente al cilindro (proyeccién sobre este plano) es una linea recta, cuya pendiente, en relacién
al desarrollo de la seccién recta, también vale k.

Ag A —-—

4 ~

N

P\
B

1
\
|
]
|
i
]
L=IN 7 3= T
|, ¢\ r
’ [
! ’ ’
h . ’
- s

Figura 2.24: Movimiento helicoidal sobre un cilindro de revolucién.

Cinematica del movimiento

Para estudiar el movimiento de una particula que se mueve a lo largo de una trayectoria
helicoidal, de radio R y pendiente k£ conocidos, resulta adecuada la utilizacion de coordenadas
cilindricas.

Las ecuaciones paramétricas del movimiento son:

p=R
0=10(t) (2.65)
z = z(t)
El vector de posicion se puede poner:
7(t) = Rii,(t) + z(t)u, (2.66)

Derivando la expresion anterior y recordando la ecuacién [2.27] de la velocidad en
coordenadas cilindricas, se obtiene para el vector velocidad

do dz
U(t) = R—1tp + —u 2.
u(t) =R 5 U tuz (2.67)

N\ =
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Se puede relacionar la coordenada vertical con el angulo girado:

Zzlfﬁe} z=H'O
k=%

Y derivando esta expresion y llamando w a o resulta

dz
R & 2.
= w (2.68)

con lo que la ecuacion [2.67] se puede escribir de la forma
U(t) = w(Rip + H'u.) (2.69)

El término wRiy es la velocidad tangencial o velocidad de circulacién y el término
wH'ii, se llama velocidad de deslizamiento.

El médulo de la velocidad es

v =w\R2+ H" (2.70)

Para obtener la aceleracién no hay mas que particularizar la ecuacion [2.35] para el caso
ez que nos ocupa y queda

@ dw d*z

— — 2 — — —

== = —w’R R— — U, 2.71
@ = Wty g te gt (271)

Derivando [2.68] con respecto al tiempo, se tiene
d*z L dw
de2 7 dt
sustituyendo en la ecuacion [2.71] y agrupando términos, se obtiene para la aceleracion

dw

7(t) = — 2R
a(t) Wi R, + —

(Rity + H'ii,) (2.72)

R 3 dw  _ . 1dw _,
El término —w?Rii, es la aceleracién normal, el término — (Rijy + H'i,) = —— U es la

aceleracion tangencial, ya que tiene la direccion del vector velocidad.

to ae
) Pty b .‘( =

e
[T

El radio de curvatura tiene por expresion

15

o
)it

R+ H"

P R
y pasa por el centro de la seccion recta del cilindro en la que esta la particula.

Adelantandonos un poco al concepto de sélido rigido, podemos afirmar que todos los puntos
de un cuerpo soélido, que gira alrededor de un eje y simultaneamente desliza a lo largo de

N\ =
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él, describen trayectorias helicoidales, siempre y cuando se cumpla la condicién [2.62] de
proporcionalidad.

2.8. Movimiento arménico simple (m.a.s.)

2.8.1. Introduccion

En la naturaleza hay ciertos movimientos que se producen con asiduidad. Entre ellos
destacan los movimientos oscilatorios. Este tipo de movimientos tienen una caracteristica en
comun: son movimientos periédicos. Y de todos ellos el mas simple de abordar desde el punto
de vista matemético es el movimiento arménico simple (m.a.s.). Comenzaremos por definir lo
que entendemos por movimientos peridédicos y después realizaremos un estudio cinematico del
movimiento arménico simple.

2.8.2. Movimientos periédicos

Diremos que el movimiento de una particula material es periédico cuando su estado
cinematico (posicion, velocidad y aceleracién) se repite a intervalos regulares de tiempo.

Desde el punto de vista matematico, una funciéon f de una variable escalar t es peridédica
si existe un valor particular y inico T de la variable que verifica f(t+7T)=f(t) para cualquier
valor de ¢ dentro del intervalo en que esta definida la funcion f. Fisicamente el movimiento de
una particula material serd periddico cuando lo sean sus ecuaciones paramétricas. Es decir, el
vector de posicién debe verificar: 7(t) = 7(t + T'). Es facil comprobar que si 7(t) es periédico,
también lo son la velocidad y la aceleracion.

El tiempo (7T) que debe transcurrir para que se repita el estado cinematico es algo
caracteristico de cada movimiento y se denomina PERIODO. Otra caracteristica de los
movimientos periédicos es la FRECUENCIA (f) que se define como la inversa del periodo
y fisicamente representa el nimero de veces que se repite el estado cinematico por unidad de
tiempo.

Las ecuaciones de dimensiones de periodo y frecuencia son:
[T]=T

1 —1
=g =T

y sus unidades en el SI son s y s™! respectivamente.

2.8.3. Posicién, velocidad y aceleraciéon

Cinematicamente (es decir, haciendo abstraccién de las causas que lo producen, que seran
estudiadas en dindmica de la particula material), diremos que una particula material ejecuta un
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movimiento armonico simple cuando sigue un movimiento rectilineo con una ecuacién horaria
que es una funciéon armonica del tiempo,

x(t) = acos(wt — @) (2.73)

donde w es una constante caracteristica del movimiento y a y ¢ son constantes que dependen
de las condiciones iniciales.

En los movimientos armoénicos simples se suele utilizar la siguiente nomenclatura:

2z ELONCACION

a AMPLITUD

w PULSACION (o FRECUENCIA ANGULAR)
wt-¢  FASE

¢ FASE INICIAL (o DESFASE)

La ley horaria de los movimientos arménicos simples también puede encontrarse escrita con
otras expresiones equivalentes. Una de ellas es

z(t) = asin(wt — ¢) (2.74)
@ que coincide con [2.73] sin més que cambiar la constante ¢ por ¢'+7/2, como se puede
) comprobar facilmente recordando que sina=cos(a-7/2). Otra es
I
z(t) = Asinwt + B coswt (2.75)

con A=a sin ¢ y B=a cos @ que se obtiene sin mas que desarrollar el coseno de una diferencia
en [2.73]. A la vez que comprobamos que efectivamente la funcién que define la posicién es
periédica, podemos calcular cuanto vale el periodo. Si z(t) es periédica, verificara z(t)=z(t+1),

acos(wt + @) = acos|w(t +T) + ¢]

o lo que es lo mismo,

wit+T)+¢] — (wt+¢) =27

T 6

o gy n ] g
!|;.’.-|_| J {} (H
1 s | Wy R kG

) 2
a T =2r=T="
w
= . . . 2 . 2 . . .
o Efectivamente, existe periodo 7'y vale —. Luego la pulsacién (w) es — y tiene dimensiones
65 w
it y unidades de velocidad angular.

Al ser un movimiento rectilineo, velocidad y aceleracién seran tratados como escalares

con signo como ya vimos en el apartado m (es decir, sus componentes en la direccién del
movimiento).
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El calculo de velocidad y aceleracion es inmediato sin méas que derivar la expresion [2.73].

v(t) = —awsin(wt — @) (2.76)

a(t) = —aw? cos(wt — ) = —w?a(t) (2.77)

Se puede observar que tanto la velocidad como la aceleracion son también funciones
periddicas del tiempo (y ademaés, del mismo periodo).

Hay que resaltar algo que nos serd de gran utilidad a la hora de estudiar dindmicamente los
movimientos. En [2.77] se observa que la aceleracién es proporcional al desplazamiento. Este
detalle conviene recordarlo para su posterior aplicacion en dinamica de la particula.

2.8.4. Ecuacion diferencial

d’x
La ecuacion [2.77] se puede escribir de la forma —2+w2x = 0 que es una ecuacion diferencial

ordinaria, homogénea, de coeficientes constantes, de segundo orden sin término en la primera
derivada. Siempre que encontremos una ecuaciéon formalmente andloga a ésta, su solucion se
puede escribir directamente como la ecuacién de un m.a.s., con dos constantes a determinar
aplicando las condiciones iniciales.

Podemos ahora representar graficamente las funciones z(t), v(t) y a(?).

Espacio-tiempo

x(t) = acos(wt — ¢)

kT
Tmix — ta en t= L + > con k entero
w

t=0=2(0)=acosgp

Figura 2.25: Grafica espacio-tiempo de un m.a.s.
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Velocidad-tiempo

v(t) = —awsin(wt — @)
© N T(2k + 1)

vméxziawent:; 1

con k entero

t=0=v(0) =awsinp

v

+am
amsing

-aw

Figura 2.26: Grafica velocidad-tiempo de un m.a.s.

Aceleracién-tiempo

a(t) = —aw? cos(wt — )

kT
Umax = —aw? en t = L + > con k entero
w

t=0= a(0) = —aw?cos p = —w?z(0)

+aw

-am’cosp

-acoz

Figura 2.27: Grafica aceleracién-tiempo de un m.a.s.
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Podemos analizar los diagramas de movimiento para ver cudl es el comportamiento de la
particula material en cada parte del movimiento, dividiéndolo en cuartos de periodo.

r =a = v nula, |[a| mdxima y a negativa

O<z<a = |v| crece, |a| disminuye, v y a
negativas

z =0 = |v] maxima, v negativa y a nula

-a<z<0 = |v| decrece, v negativa, |a| aumenta
y a positiva

r =-a = o nula, |a| mdxima y a positiva

-a<z<0 = |v| crece, |a| disminuye, v y a
positivas

O<z<a = |v| disminuye, v positiva, |al
aumenta y a negativa
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Podemos observar que la velocidad es nula en los puntos extremos del movimiento (z==a)
y méaxima en médulo en el origen (z=0). La aceleracién en médulo es maxima en los extremos
y nula en el origen. Hay que hacer notar que la aceleracion siempre apunta hacia el origen del
movimiento.

Figura 2.28: Movimiento circular uniforme.

Existe una analogia entre el movimiento armoénico y el movimiento circular uniforme.
Supongamos una particula material P que, partiendo de una posicién inicial Fy, recorre una
circunferencia de radio a con velocidad angular w constante. Cuando ha transcurrido un tiempo
t la particula habra recorrido sobre la circunferencia un arco awt a partir de Fy y el angulo
central correspondiente serd wt (Fig. [2.28)).

.Cual es el movimiento de un punto P; que sea en todo instante la proyeccion sobre un
didmetro DD’ del punto P que esta recorriendo la circunferencia? Elegimos el centro O de la
circunferencia como origen de un sistema de referencia cartesiano y el didmetro DD’ como eje
Oz. Asi el movimiento de P; sera rectilineo y contenido en el eje Ox. La posicion de P; al cabo
de un tiempo t vendrd dada por (Fig. [2.28)).

OP; = x1(t) = acos(wt — ¢)

siendo ¢ el angulo que inicialmente formaba el radio que define la posicion de la particula
material sobre la circunferencia con el eje Oz.

Es decir, mientras el punto P recorre la circunferencia de radio a con velocidad angular w
constante a partir de una posicién inicial definida por el angulo ¢, su proyeccién P; recorre
el didmetro que inicialmente servia para definir el dngulo ¢ con un movimiento arménico de
pulsacién w, amplitud a y fase inicial ¢.

Se propone como ejercicio la comprobacion de que la velocidad y la aceleracion de P;
(correspondientes al movimiento arménico) coinciden, en todo instante, con las proyecciones
sobre el diametro DD’ de la velocidad y la aceleracién del punto P.

2.8.5.  Superposicion de dos movimientos armoénicos de la misma
direccién y la misma frecuencia

Son interesantes los casos de superposicion de dos movimientos armoénicos simples.
Empezaremos por el caso mas simple, aquel en el cual los desplazamientos de la particula
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material debidos a cada uno de los movimientos por separado tienen la misma direccién
(suponemos que la del eje Ozx) y ademads, los dos son de la misma frecuencia.

Figura 2.29: Movimientos arménicos de la misma frecuencia.

En la Fig. [2.29 se representa este caso para un periodo del movimiento.

x1(t) = ay cos(wt — 1)
xo(t) = ag cos(wt — p3)

El movimiento resultante sera la suma algebraica de los desplazamientos z; y xs:

Desarrollando los cosenos y llamando

A = ay cos p1 + as cos Py
B = aysin ¢ + as sin o

que son constantes que dependen de las condiciones iniciales de cada movimiento, obtenemos

x(t) = Acos(wt) + Bsin(wt) = C cos(wt — ¢)

B
siendo C = A2+ B? = \/a%—l—a%—i-Qalanos(goz—gol) y ¢ = arctan T Es decir, el
movimiento resultante es también un movimiento armoénico de la misma frecuencia, con la
amplitud C' y fase inicial ¢ calculadas previamente.
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Hay algunos casos particulares de interés.

Si p1=pa=¢, el cociente B/A es igual a tany y, por tanto, ¢ = p1= ps= ¢, y la amplitud
es C=a;+ay. En este caso se habla de dos movimientos armonicos simples en fase (Fig. [2.30)).

I+

Figura 2.30: Movimientos armoénicos en fase y su superposicién.

Si po-p1=m7 (y suponiendo a; >ay), C=a;-as, los dos movimientos se dicen en oposicién de
fase (Fig. [2.31)) y pueden llegar a cancelarse (esto sucedera cuando a;=as).

1+2

Figura 2.31: Movimientos armoénicos en oposicién de fase y su superposicion.

2.8.6. Superposicion de dos movimientos armoénicos de la misma
frecuencia y direcciones perpendiculares

Se trata ahora de estudiar el movimiento plano de una particula material que se mueve
de forma que sus dos coordenadas, x e ¥, respondan a unas ecuaciones paramétricas del tipo

movimiento armonico:

z(t) = acos(wt — )
y(t) = beos(wt — 1) (2.78)

‘Fraian
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Para encontrar la ecuacion implicita de la trayectoria habra que eliminar el tiempo entre
las dos ecuaciones paramétricas [2.78]. Desarrollando los cosenos:

x : .
— = cos(wt) cos ¢ + sin(wt) sin ¢
a

Sl

= cos(wt) cos ¢ + sin(wt) sin ¢

Eliminamos el sinw? multiplicando la primera ecuaciéon por siny, la segunda por sinp y
restando,

x
—siny — %singp = cos(wt) sin(y) — )
a
Eliminamos ahora el coswt multiplicando la primera ecuaciéon por cosy y la segunda por
cosy y restando,

gcos P — %COS ¢ = sin(wt) sin(p — ¢) = — sin(wt) sin(¢) — ¢)

Elevando las dos al cuadrado y sumando,

2 2
1 — 2= cos(t) — ) = sin’(¢ — )

Y llamando 4 a la diferencia de fases iniciales, 6 = ¢ — :

2 2
T Y Ty 2

—+——2—COS5—Sln5 2.79

b? ab (2:79)

De las ecuaciones [2.78] deducimos que la trayectoria de la particula material estd limitada

en el plano zy por las rectas x==+a e y==4b. La trayectoria es una curva cuya forma depende

del valor de la diferencia de fases iniciales (9). Examinemos estas posibles trayectorias.

-
A

Figura 2.32: Superposicién de dos MAS perpendiculares con 6=0.

Si 6=0 (los dos movimientos estan en fase), la ecuacién [2.79] se puede escribir como
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2
<x_y> :0:>y:993
a b

que es la recta PR de la Fig. [2.32] La posicion sobre la recta sera

p=t\/22 + y? = Va? + b? cos(wt — )

o que como vemos es el valor absoluto de un movimiento armoénico de la misma frecuencia y
amplitud

c=+Va?+ b2

i i3 Q
(5] Figura 2.33: Superposicién de dos MAS perpendiculares con d=r.

(= Si 0=7 (los dos movimientos estdn en oposicién) y siguiendo el proceso anterior, la

b
&) trayectoria es y = ——x que coincide con la recta SQ de la Fig. 2.33] El movimiento es
a

B, nuevamente un movimiento armoénico de la misma frecuencia y amplitud que el del caso §=0.

Si 6=m/2, se tiene

z Y
T
T a2+b2

i)
3 | o | 2 2
e

ez que es la elipse dibujada en la Fig. 2.34 Para saber el sentido en que es recorrida la
elipse, bastara con encontrar la velocidad en un punto, por ejemplo el (z=0, y=+b) (donde
evidentemente, la velocidad tiene que ser horizontal, y wt = ¢+37/2+k27, con k entero, ya
que d=m/2 y 1h=p+J). Esta velocidad es,

b v, = —aw sin(wt — @) = —awsin(37/2 + 2k7) = aw

R que es un valor positivo. Es decir, la elipse es recorrida en sentido horario (Fig. 2.34)).

B

Siguiendo el mismo razonamiento es facil comprobar que la trayectoria para 6=37/2 es la
misma elipse que para el caso =7 /2 pero recorrida en sentido contrario (Fig. [2.35)).
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% Figura 2.34: Superposicién de dos MAS perpendiculares con d=m/2.
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Figura 2.35: Superposicion de dos MAS perpendiculares con §=3m/2.

Se incluye un resumen de las trayectorias para valores intermedios de § en la Fig.

0<d< /2 - W2<d< 1
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e, EF =
< &< 32 - 3w2<&<2n

X R
-

Figura 2.36: Superposicion de dos MAS perpendiculares con § intermedios.

ca aplicada a las Ingen

isi

!E}@g@@ rtamento de F

Ko

: )




	 Cinemática de la Partícula
	 Introducción 
	 Conceptos previos 
	 Partícula material 
	 Espacio y tiempo 
	 Sistemas de referencia. Reposo y movimiento 
	 Sistema físico 
	 Coordenadas. Grados de libertad 

	 Descripción del movimiento de una partícula material en un sistema de referencia cartesiano 
	 Ecuaciones paramétricas. Vector de posición 
	 Trayectoria. Vector desplazamiento 
	 Velocidad media. Vector velocidad 
	 Vector aceleración 
	 Hodógrafa 

	 Descripción del movimiento de una partícula en función de parámetros de la trayectoria 
	 Ley horaria 
	 Velocidad 
	 Aceleración 
	 Triedro intrínseco o de Frenet 

	 Relación entre la descripción del movimiento utilizando variables de camino y utilizando un sistema de referencia cartesiano 
	 Movimiento plano 
	 Movimiento espacial 

	 Otros sistemas de coordenadas 
	 Coordenadas polares 
	 Coordenadas cilíndricas 
	 Coordenadas esféricas 

	 Estudio de algunos movimientos particulares 
	 Movimiento rectilíneo 
	 Movimiento circular 
	 Combinación de dos movimientos rectilíneos. Movimiento parabólico 
	 Movimiento helicoidal 

	 Movimiento armónico simple (m.a.s.) 
	 Introducción 
	 Movimientos periódicos 
	 Posición, velocidad y aceleración 
	 Ecuación diferencial 
	 Superposición de dos movimientos armónicos de la misma dirección y la misma frecuencia 
	 Superposición de dos movimientos armónicos de la misma frecuencia y direcciones perpendiculares 



