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Introduccion historica _

v' El problema del calculo de areas planas y de voliumenes de sdlidos se
remonta a los tiempos de los griegos.

v' Arquimedes consiguio encontrar las relaciones entre el drea de la esfera
y la longitud del ecuador, entre el volumen de la esfera y el del cilindro
circunscrito, el area de un segmento de parabola, el area de la elipse, el
volumen y area lateral de esferas, conos y piramides.

v Los problemas de célculo de areas resurgieron en el siglo XVII por las
necesidades de la Mecanica. Cientificos como Johann Kepler, Cavalieri, o
Pascal fueron capaces de calcular areas y volumenes de formas
particulares utilizando una variedad de métodos.

v' En 1670 el matematico Barrow descubre un método general para
calcular tangentes y formula la relacidon entre la tangente y el area,
aunque parece que jno fue consciente de la importancia de su

descubrimientol.
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Introduccion historica _

= El reconocimiento del problema del calculo de areas como el inverso del
calculo de diferenciales, se debe a Newton y Leibniz.
Independientemente, Leibniz llega a los mismos resultados, pero
considerando la integracion como una suma. Leibniz introdujo ademas la
moderna notacion

= El nombre de Calculo Integral fue puesto por Jacob Bernoulli a finales
del siglo XVII. En el siglo XIX Euler publicé en un libro todo el calculo
integral elemental.

= E| Calculo Integral fue asentado de forma rigurosa a partir de la nocién de
limite de Cauchy. Pero la integral de Cauchy solo era valida para
funciones continuas en intervalos cerrados y acotados. Esto dejaba fuera
muchas funciones, asi que fue Riemann quien definid la integral que lleva
su nombre, ampliando la clase de funciones integrables a las funciones
continuas salvo en un numero numerable de discontinuidades; pero |la
relacion entre derivacion e integracion deja de ser valida en los puntos de
discontinuidad.
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Integral definida: Area debajo de una curva _ E

Supongamos que tenemos una funcién continua y positiva

f :[a, b] — R, y queremos hallar el area bajo la curva y = f(x)
entre ay b, esto es, el area de la region que esta acotada por arriba
por la curva y = f(x), por abajo por el eje OX, y en la izquierda y
derecha, por las rectas x = a y x = b respectivamente.

Ay
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Georg Friedrich Bernhard Riemann
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http://en.wikipedia.org/wiki/File:Georgfriedrichbernhardriemann.ogg

Area debajo de una curva _ E

= Para calcular ese area podemos ir construyendo rectangulos y sumando sus areas
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Tomamos rectangulos de altura el minimo Tomamos rectangulos de altura el
valor de la funcion en él. maximo valor de la funcién en él.

Debemos ir tomando rectangulo con |la base cada vez mas pequeiia de forma
gue la suma inferior aumenta y la suma superior disminuye hasta que se
igualan
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INTEGRAL DE RIEMMAN _ E
Definicion de integral de Riemann

Si f es una funcién acotada en [a, b] tal que existe un nimero real
I que verifica:

sup L¢(P) = inf Us(P) = I
[= P

diremos que f es integrable en [a, b]. Al nimero / se lo denomina
integral definida o integral de Riemann de f en [a, b], y se

escribe:
b b b
fzf fz/ f(x)dxzf f(t)dt
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Propiedades _ E

Si f y g son dos funciones integrables en [a, b] y ¢ € R, entonces

© f + g esintegrable en [a. b] y f:(f +g)= f:f + f:g

@ cf es integrable en [a,b] vy f:‘ cof = Cfabf

Si f, g son funciones integrables en [a, b], entonces
e Si f(x) = 0 para todo x € [a, b], entonces f: f=0

@ Si f(x) > g(x) para todo x € [a, b], entonces f:f = f:g
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Teoremas

Teorema 1

Si f es una funcién continua en [a, b], entonces f es integrables en
a, b].

Sean a << b < ¢ nameros reales y f una funcién definida en el
intervalo [a. c]. Entonces f es integrable en [a, ¢] si y sélo si en
integrable en [a, b] y en [b, c|. Ademas se tiene que

b c c
[oafrefs
a b a
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Funciones definidas a través de integrales

» Teorema fundamental del calculo

Si f es continua en [a, b], la funcién F(x) definida por

Fx) = / T f(t)dt

para todo x € |a, b| es derivable en [a, b] y su derivada es
Fi(x) = f(x)
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Definicién de Primitiva _ E

Se dice que una funcién F es una primitiva o antiderivada de una
funcion f definida en un intervalo abierto / si se verifica

F'(x) = f (x) para todo x € [

Si F y G son dos primitivas de una funcién f entonces F y G
difieren en una constante, es decir, F = G + ¢ donde ¢ es una

constante. ,
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Regla de Barrow I

Sean f y g continuas en [a, b] y g derivable en (a, b), tales que
g'(x) = f(x) para todo x € (a,b) (g es una primitiva de f).
Entonces

b
/ f =g(b)—g(a)

Observacion:
Para aplicar la regla de barrow es suficiente con obtener una
primitiva sin importar cual es el intervalo en el que queremos
calcular la integral.
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Integrales indefinidas: formulas basicas de
integracion

Dada una funcién f denotaremos por

/f(r)dr

a cualquier primitiva de f, es decir, cualquier funcion de la forma
F (x) + ¢ que satisface que F’'(x) = f (x). Llamaremos a la
expresion anterior la integral indefinida de f, que anotaremos

ff(x)dx=F(x)—|—C

Esto nos dice que la derivacion y la integracion son operaciones
INVersas.
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Formulas basicas de integracion I ™

@ [0 dx =c constante,

(2] fadx:ax—l—c,

Q@ [x?dx= x3T1 4 e, sia# —1yx >0,

a+1

1
[ —dx =In|x| +c.
s
[ e dx=e*+c.

Q@ [(f(x)+g(x) dx=[f(x) dx+ [g(x) dx
Q@ [af (x) dx=a [ f(x) dx
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Ejemplos
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Métodos de integracion: Integracidn por partes _ a

Si f (x)y g (x) son funciones derivables, entonces

/f(x)gf(x)dx = f (x) g (x) —/f’(x)g(x)dx

Utilizando la notacién u = f (x) y v = g (x), la integracién por

partes se escribe
/udv:uv—/vdu
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Integracién por partes e

1. Si p(x) es un polinomio y «, a, b € R, conviene integrar por
partes las siguientes integrales

b
a. [ p(x) e P dx
]r () Haciendo u = p(x).

b. [ p(x) (ax + b)™ dx

2. Si p(x) es un polinomio y a. a, b € R, conviene integrar por
partes las siguientes integrales

a. [ p(x) log(ax+ b) dx haciendo dv = p(x) dx.
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Ejemplos -

| 5x (3x + 5)g dx

Si hacemos

u = 5x du = 5dx
dv—(3x—|—5) dx
= 13(3x4+5)5 d&x v=25(3x+5)

[llr=]

la férmula de integracién por partes da

4
5

[ 5x (3x +5)% dx = 2% (3x + 5)% — 251 5 [3(3x+5)% d

9 14
25}-: (3?{ _I_ B)E L 1112354 (3?’( _|_ 5)? _|_
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Ejemplo 2

[ x* log x dx
Si hacemos
d
u = log x, du =
X
3
X
d — : d . _ —
v = x~ dx, V=3
la formula de la integracién por partes nos daria
3
X 1 1
[ x? logx dx = Elogx — gfx3; dx
1
:%Iﬂgx—gfxz dx
x3 1x3

~ X oex — =X
3 18X 33 TC
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Calculo de areas _ ”I'I

Tal y como hemos visto para calcular el area
encerrada por un funcion debemos tener en
cuneta el signo de la funcidon. De esta forma
tendremos:

» Funciones positivas en un intervalo.
» Funciones negativas en un intervalo.

» Funciones que cambian de signo en un
intervalo.
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Ejemplos: Funciones positivas e

1. Hallar el area del recinto limitado por la pardbola de ecuacién y = x?, el eje OX, la
recta x =2y larecta x = 4.

y=x?

y=x4-2x3+2

¥=2 H=4

2. Hallar el area de la regién R limitada por la curva y = x*
—2x3+2entrex=-1y x=2.

2 10

¢ x> x* ’ 51
J-(X4—2X3+2)dX=|:5—+2X:| ==’
-1 -1

-1 y,
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Ejemplos: Funciones negativas e

El recinto sera el limitado por la funcién f(x), el eje OXy dos recta

verticales x=ay x = Db.
| ) b
Area del recinto = -jf(x) dx
a

Ejemplo:

Hallar el drea del recinto determinado por la parabola de ecuacion y = -x?, el eje
OXylasrectasx=-2yx=2

S,
2
A 8 8 16

2 ) 3

<
1
1
x
N
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Ejemplos: Funciones positivas y negativas _

Area (R) = [F(x)dx — [*F(x) dx + [ST(x)dx - [ F(x)dx
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Ejemplos: Funciones positivas e

Hallar el area limitada por la curvay = x3 — 6x?+ 8x vy el
eje OX.

y =x3 — 6x%+ 8x

Area (R) = jg(x3 —6x° + 8x)dx — j;(x3 —6x° + 8x)dx = Su’
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Area comprendida entre dos funciones _ u"”

2.1 Las dos funciones no se cortan en [a, b]

El recinto sera el limitado por las dos funciones, o por las dos funciones y dos
rectas verticalesx=ayx=Db.

i)

BLEY

F=R1-RZ

Area (®) =] T(x)dx ~ [g(x)dx = [ TF(x) ~ g(x)Jdx
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Ejemplo .

1. Hallar el area de la region limitada por las funciones

y=x2ey=2x—-3entrex=2yx=4

X%~ (2x-3)]dx = §u2
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Area comprendida entre dos curvas _

2.2 Las dos funciones se cortan en [a, b]

Q)

L)

rea () = [[Te() ~ FGOJdx +[]T£(x) g () dx
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Ejemplo I
Hallar el area de la region limitada por las funciones y = x?

e y:\/;

1 3 3

Area (R) = jéxzdx— éxde= gxz —5 :gu
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