R. Sendra Algebra (GITI)

Hoja 3 de Problemas
(Homomorfismos (aplicaciones lineales) entres espacios vectoriales)

1. [Concepto de homomorfismo] Estudiar si las siguientes aplicaciones son lineales:

L1 f:R? = R? f(z,y) = (z* + 1,5?) 14, f:R? =R, f(z,y) = (z,y,2 +y)
1.2, f:R* 5 R?, f(z,y) = (22,9?) L5, f:R* = R3, f(z,y) = (x+1,y,x+y)
13, [: R = R?, f(z,y) = (zy,y) 1.6. f: Mox2(R) = Map(R), f(A) = AT
1.7. f:.//gxg( )—)Rg[t],f(( Z Z :a+bt3

1.8. f : .//ZZXQ(R) — R3[t]7 f
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L.9. f: Mox2(R) — R3], f Z Z =a+bt

110. f: Rult] = Ry[t], f(p) =P

L1, f:Ryft] = R3, £(p) = (0(0),p"(0), [, p(t) dt).

1.12. f:Ri[t]? = Ryt] x R2, f((a+bt c+dt)) = (1+dt,(a+c,b+d)).
113, f:Ry[t]? = Ry[t] x R%, f((a+ bt,c+dt)) = (a+ dt,(ac,b+d)).
L14. f:Rq[t]* = R[] x R?, f((a+bt,c+dt)) = (a+dt, (a+c,b+d)).

2. Sea f el endomorfismo de R* definido, en la base canénica, como:
f(z1, 09,23, 04) = (21 + T2 + 24,71 + 2 + T3, 73, —T1 — T3 + T4)

a) Determinar la representacién matricial de f en la base candnica.

b) Determinar .#(f, #), donde # = {(1,1,1,1),(1,1,1,0),(1,1,0,0),(1,0,0,0)}.

¢) Determinar el nicleo y la imagen de f.
)

d

Estudiar si f es un automorfismo.

3. Sea considera la aplicacion

f: %22(]1%) — RS

a b
(c d> — (a,a+b+¢0)

a) Demostrar que f es un homomorfismo.

c

)
b) Determinar la representacion matricial A de f respecto a las bases candnicas.
) Obtener la dimensién, bases y ecuaciones del nicleo y de la imagen de f.

)

d) Obtener la representacion matricial B de f respecto a las bases

@1:{(1 i)(} é)(é é)(é 8)},@2:{(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)}

e) Determinar la relacién del cambio de base de A a B.



4.

10.

Sean % y ¥ K-espacios vectoriales de tipo finito y sean % = {uy,us} y B2 = {v1,v2,v3} bases de
U y V respectivamente. Sea f : % — ¥ un homomorfismo que cumple que

flur) = vi +va + s, f(uz) =0y.
Determinar ecuaciones implicitas, paramétricas y bases (si existen) de Ker(f) e Im(f).

Sea f un homomorfismo entre dos R-espacios vectoriales de dimensién 3 y 4, respectivamente, repre-
sentado matricialmente por

a€cR

N O =
=N = O
Q= O

—_

Determinar los valores de a para los que f es homomorfismo inyectivo ;Existe algun valor de a para el
cual f sea suprayectivo?.

Sea % un K-e.v. de dimensién 3 y sea & = {e1, ea, e3} una base de % . Se considera el endomorfismo
f € End(% ) definido como:

f(zer +yea+ zes) = (y + z)er + (z + 2)ea + (y — x)es
Hallar:

a) Representaciéon matricial de f respecto a la base 4.
b) Ecuaciones del Ker(f) y de la Im(f).

c¢) Determinar una base del Ker(f) y ampliarla a una base de % .
Determinar # (End((Z3)?)).

Sea ¥ = (Zs)2[t] y f: ¥ — ¥ el homomorfismo definido como
f(Jao] + [a1]t + [a2]t?) = [ao + 3a1 + az] + [ao + aay + 3as]t + [aag + 4a; + as)t?,

donde [a] € Zs. Determinar los valores de a para los que f es automorfismo. Para [a] = [2] determinar
el nicleo y la imagen de f.

Se considera el endomorfismo
f o Ri[t] x Moxa(R)  — Ry [t] x Aax2(R)
<a0+a1t,<z Z)) — ((ao+a1+a+b)+(ao+a1+a+b+c+d)t7<Zij 2))

Determinar el nicleo y la imagen f.

En el espacio vectorial real %, de dimension 4, se considera el endomorfismo f definido como:

siendo # = {e1, ea,€3,e4} una base de  y m € R . Se pide:

a) Determinar los valores de m para los que f es un isomorfismo.
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b) Sea h el endomorfismo que se obtiene al particularizar m = 1 en la aplicacién lineal f. Entonces
se pide:

1) Ecuaciones paramétricas e implicitas, bases y dimensién del nticleo y la imagen de h.
2) Estudiar si Z = Ker(h) & Im(h).
3) Determinar B = .# (h, #*), donde #* = {e1,e1 + e2,e1 + €2+ e3,e1 +e2+e3+eq}.

En R* se considera la base % = {u1, us,u3,us}, y el endomorfismo f de R?* definido como:

f(u1) = ug + aug + aus
f(u2) = auy + ug + aug
f(uz) = auy + aug + us
f(ug) = buy + cug + dus + euyq, a,b,c,d,e € R

Estudiar para que valores de a, b, ¢, d, e, el endomorfismo f es un isomorfismo.

Deducir si los siguientes espacios vectoriales son isomorfos y, en caso afirmativo, establecer un isomor-
fismo entre ellos

a) W ={A e My(R)|A= AT}, #o = {A € Moris(R)|A=—AT}.

b) #i = {A € Mrx2(R) | A= AT}, #o = Rolt].

c) W =Rolt], #Wo = {A € Mox2(R) | Traza(A) = 0}.

d) 7/1 = {A € Moxa(R) | A= AT}, #s = {A € Moyo(R) | Traza(A) = 0}.
) Wi = Rylt] X Maxa(R), #s = {A € Msxs(R) | Traza(A) = 0}.

e

Se cosideran los endomorfismos

[ Rl — Ry [t], g Rift] — R[]
a+bt — (a+0b)+0bt a+bt — a4+ (a+0b)t

Determinar el niicleo y la imagen de f2 +4fg + g%



