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Aviso importante

Estas notas son sélamente un guién orientativo o ayuda para seguir el curso de Ma-
tematica Discreta. En ningtn caso pretenden sustituir la bibliografia béasica e imprescindible
que todo alumno debe de consultar para adquirir los conocimientos requeridos en el pro-
grama de la asignatura. Esta bibliografia la podéis encontrar en la Guia de la asignatura
(disponible en Aula Global) o en la correspondiente Ficha Reina.
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Tema 1: Conjuntos y funciones

1. Teoria elemental de conjuntos:
e Definiciones y operaciones.
e L os numeros naturales.

2. Funciones:
e Definiciones y operaciones.
e Tipos de funciones.

3. Divisibilidad de enteros:
e Teorema de la divisibilidad.
e Maximo comun divisor y minimo comun multiplo.
e Numeros primos. Teorema fundamental de la aritmética.
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Teoria de conjuntos elemental

Definicion 1
Un conjunto X es una coleccion bien definida de objetos (denominados elementos de/
conjunto):
X = {5131,:172,333, .. } .
Dado un conjunto X y un cierto objeto x una y sélo una de las siguientes afirmaciones debe ser
cierta:
e obienx € X, es decir el objeto x pertenece al conjunto X,

e 0 bien no pertenece, x ¢ X.

El orden de los elementos de un conjunto es irrelevante, asi como el nimero de veces
que aparece un elemento dado en el conjunto.

Definicion 2
Dos conjuntos son iguales si y solo si tienen los mismos elementos.
Definicion 3

El conjunto vacio () es aquél que no tiene elementos: () = { }. El conjunto universal S es
aquel que contiene todos los elementos de la clase que estemos considerando.
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,Como definir un conjunto?

e Por extension: en el caso de que sea posible enumerar todos los elementos de un
conjunto:

X = {1,2,3,4,5,6}.

e Por comprension: en el caso de que su definicion se realice atendiendo a la
propiedad comtn que poseen todos los elementos del conjunto:

Y = {y: y es una provincia de Andalucia} .

e Notacion “mixta’:
Z = {1,2}U{z: z € [4,5]}.

e Podemos definir un conjunto utilizando otro ya conocido a través de alguna regla
de formacion:

C = {n*:neN} = {meN:3kcNtalquem = k’}.

e Los diagramas de Venn son una representacion muy util de un conjunto.
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Subconjuntos

Definicion 4
A es unsubconjunto de B (A C B) si todo elemento de A esta en B. Si existen elementos
de B que no estan en A, entonces A es un subconjunto propio de B (A C B).

e Todo conjunto A satisface A C A C S.

e El conjunto vacio () satisface la propiedad () C A para cualquier conjunto A.

("Definicion 5 b
El conjunto de las partes del conjunto A (que se denota con el simbolo P(A) ) es el
conjunto de todos los subconjuntos de A:

P(A) = {B: BC A}.
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Operaciones con conjuntos

Dados dos conjuntos A y B podemos definir las siguientes operaciones:

Unién: AUB = {z: (x € B)V(xz € A)}.
Interseccion: ANB = {z: (x € B)A(x € A)}.

Conjunto complementario: A = {z: x ¢ A} y ademds satisface que (A) = A.
Diferencia: A\ B = {z: (x € A) A (z & B)}.
e Diferencia simétrica: AAB = {x: (xt € AUB)A(x ¢ AN B)}.

Algunas propiedades:
e [eyes distributivas
e AUBNC) = (AUB)N(AUC().
e AN(BUC) = (ANB)U(ANCO).
e Leyes de De Morgan
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Producto cartesiano

(Definicion 6 b
Dados dos conjuntos X e Y, el producto cartesiano X X Y se define como el conjuntos
de los pares ordenados:

XxY = {(z,9): (€ X)A(yeY)}.

- J

Observacion: No es lo mismo usar { } 6 ( ). En concreto {1, 2} denota un conjunto y
por tanto {1,2} = {2, 1}. Sin embargo (1, 2) es un par ordenado y por tanto

(1,2) # (2,1).

Definicion 7
Dos conjuntos A y B son disjuntos si AN B = ().
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Los numeros naturales

/ Definicion 8 )
El conjunto de los nimeros naturales N se define mediante las condiciones siguientes:
(1) 1 e N.

(2) Sin € N, entonces el nimeron + 1 (denominado el sucesor de de n) también
pertenece a N.

(3) Todon € N distinto de 1 es el sucesor de algtin nimero en N.

(4) Todo subconjunto no vacio de N tiene un elemento minimo (Principio de buena ordena-
\_ cion). Y,
e Notar que 0 ¢ N.

e Los enteros no negativos se definen como Z, = {0} UN.

e Informalmente podemos definir los siguientes conjuntos de ndmeros:
e Numeros enteros: Z = {0, +1, £2,...}.

e Numeros racionales: Q = {g P, qEL,qF 0}. En realidad, cada nimero

racional g se puede representar de infinitas maneras: % = % = % =
DM- p. 9/140
Funciones
(Definicion 9 (Spivak) )

Unafuncién f C X XY de unconjunto X enun conjunto’Y es un subconjunto del producto
cartesiano X X Y tal que para cualquierx € X, f contiene exactamente un par de la forma
(x,y). Al conjunto X se le denomina dominio de la funcién f 6 Dom( f) y al conjunto Y se
le denomina codominio de f. Laimagen de la funcién f es el conjunto

N Im(f) = {y: 3z € X talque (x,y) € f}. )

e Dados dos conjuntos X e Y, una funcion es un objeto que a cada elemento x € X
le asigna un unico elemento y € Y al que se suele denominar y = f(z).
Habitualmente las funciones se denotan mediante f: X — Y.

e Cuando no hay duda acerca de los conjuntos X e Y, la notacion se suele reducir a
expresiones del tipo x — f(z) 6 y = f(x).
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Tipos de funciones

("Definicion 10 b
Dada una funcion f: X — Y, decimos que

e f esinyectiva six, # x2 implica f(x1) # f(x3).

e f es sobreyectiva siparacaday € Y existe almenosunx € X talquey = f(x).

L ® f es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva. )

Si f : X — Y es una biyeccién, podemos definir su funcién inversa f~': Y — X a
través de la regla (bien definida)

Flly) =2« y = f(2).

Dadas dos funciones f: X — Y, g: Y — Z, es posible definir una nueva funcién
go f: X — Z mediante la expresion:

(g0 f)(x) = g(f(2)).

La funcién g o f es la compeosicion de las funciones f y g.
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Divisibilidad de enteros

El conjunto de los enteros Z es cerrado bajo las operaciones de suma, diferencia y
producto. Es decir, para todo a,b € Z,a £ b € Zy a-b € Z. Ademas satisfacen que

e () es el elemento neutro de la suma: a + 0 = a para todo a € Z.
e 1 es el elemento neutro del producto: a - 1 = a para todo a € Z.
e Para todo a € Z, existe un unico elemento inverso —a € Z tal que a + (—a) = 0.

Sin embargo, el cociente de los enteros puede no ser entero. Por ello debemos definir
con cuidado cudndo un nimero entero divide a otro.

Definicion 11

Dados dos enteros a # 0 y b, se dice de a divide a b si existe un entero q € 7 tal que
b = a - q. Cuando a divide a b, se dice que a es un factor o divisor de b y que b es un
multiplo de a. Si a divide a b, lo denotamos pora | b y sia no divide ab, pora t b.

Observaciones:

e Cualquier enterononulo a € Z dividea0: 0=a-0 (¢=0).
e 1 divide a cualquierenteroa € Z: a=1-a (q¢=a).

e Cualquier entero no nulo a € Z se divide asimismo: a=a-1 (¢g=1).
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Algoritmo de divisibilidad

Teorema 12 (Algoritmo de divisibilidad) Sean a y b # 0 dos enteros, entonces existe un
unico par de enteros q y r tales que

a=¢q-b+r con 0<r<lb.

e Los nimeros a y b se denominan respectivamente dividendo y divisor.
e El niimero r se denomina resto de la division: 1 = a mod b.

e El numero ¢ se denomina cociente de la division:

la/b] sib >0,
[a/b] sib < 0,

donde
e La funcién suelo asigna a cada niimero real = el mayor entero tal que |z | < x.

e [a funcion techo asigna a cada numero real « el menor entero tal que
[x] > x.
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Maximo comun divisor

Definicion 13
Dados dos enteros a, b no simultaneamente nulos, se denomina maximo comun divisor de
a y b [denotado pormed(a, b)] al mayor entero d tal qued | a y d | b.

Observacion: El caso a = b = 0 hay que excluirlo porque cualquier nimero divide al 0.

Teorema 14 E/ maximo comun divisor de dos numeros enteros es unico.

[ Definicion 15
Dados dos numeros a, b enteros no nulos, se define el minimo comun multiplo dea y b [y

se denota por mcm (a, b)] al menor nimero natural m tal que a | m y b | m.

Teorema 16 Si a, b son dos ndmeros naturales, entonces

mcd(a, b) - mem(a,b) = a-b.

Definiciéon 17
Dos nimeros a y b son coprimos (o primos entre si o primos relativos) si mcd(a, b) = 1.

Los enteros ay, - - - , Gy, Son coprimos dos a dos simcd(a;, a;) = 1 para todo
1<1<7 <n.
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Teorema fundamental de la aritmética

Definicion 18
Un ndmero natural p > 1 se denomina primo si los unicos divisores naturales de p son 1 y
p. Un natural p > 1 que no sea primo se denomina compuesto.

Observacion: El nimero natural 1 no es primo. El primer primo es el nimero 2 y todos
los demads primos son naturales impares (3,5, 7,11,...).

Teorema 19 (Euclides) Existen infinitos numeros primos.

Los nimeros primos son muy importantes porque constituyen los “bloques”
fundamentales con que construir los demds naturales:

(“Teorema 20 (Teorema fundamental de la aritmética) Todo ndmero naturaln > 1 se pue-\
de descomponer de manera unica en factores primos

_ 1 2 n3 Nk
n = Py Pe” "P3” - Pr s

donde los p; son primos distintos entre si y escritos en orden creciente y los exponentes n;
\_Son numeros naturales. )
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Tema 2: Combinatoria elemental I

( Definicién 21
Sea S un conjunto. Si hay n € N elementos distintos en S, decimos que S es un conjunto
finito y que n es el cardinal de S (y lo denotamos por |S|).

.

[ Definicion 22
Dos conjuntos A y B tienen el mismo cardinal si y sélo si existe una funcién biyectiva

kf:A—)B.

g
Definiciéon 23

Un conjunto que tiene un ndmero finito de elementos o cuyo cardinal es igual al de N se

| denomina numerable.

El objetivo de la combinatoria es encontrar el cardinal de ciertos conjuntos finitos.
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Combinatoria elemental 1

1. Regladelasuma:si ANB =0, |AUB|=|A|+ |B]|.
2. Regla del producto: |[A x B| = |A| - |B].

e Ordenaciones.

e Subconjuntos ordenados.

e Subconjuntos.

3. Principio de inclusién—exclusién: |[A U B| = |A| + |B| — |AN Bj.

4. Principio del palomar. (Ver las hojas de problemas)
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Principio de la suma

| Proposicion 24 (Principio de la suma v1) Si A y B son dos conjuntos finitos y disjuntos |
AN B = (), entonces

IAUB| = |A|+|B|.

\ J

[Proposicic’m 25 (Principio de la sumav2) Si Aq, Ao, ..., A,, son conjuntos finitos y dis- )
juntos dos a dos, se tiene que:

A1 U AU U Ap| = |Ax]+|Ag| 4+ [Am] = ) 144
j=1

- J

( r - - - " )
Proposicion 26 (Principio de la suma v3) Siuna tarea se puede hacer de n formas y una
segunda tarea se puede hacer de no formas y ambas tareas son incompatibles, entonces hay
n1 -+ no formas de realizar una de las dos tareas.

|
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Principio del producto

N\

i Proposicién 27 (Principio del producto v1) Si A y B son dos conjuntos finitos, entonces

|Ax B| = |A|-|B|.

. J

[Proposicién 28 (Principio del producto v2) Si Ay, Ao, ..., A,, son conjuntos finitos, en- )
fonces se tiene que:

[A1 X Ay X ... X Ap| = Ay |Ag|- -+ |Am| = ][] 14kl
k=1

- J

i Proposicion 29 (Principio del producto v3) Supongamos que una tarea se puede dividir
en dos tareas consecutivas. Si hay n1 maneras posibles de realizar la primera y no formas
de hacer la segunda tarea después de que la primera haya sido realizada, entonces hay nino
. formas de completar la tarea.
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Ordenaciones de un conjunto

[ Definicion 30
Sin € N, se define el factorialde n como n! = n-(n—1)-(n—2)---2-1.

\.

V Proposicion 31 (Permutaciones de 1 objetos) 7 objetos diferentes se pueden ordenar de |
| n! maneras distintas.

(Proposicién 32 (Permutaciones con repeticion) E/ numero de maneras distintas de )
ordenar n objetos clasificados en k grupos de objetos idénticos entre si (con ny elementos
el primero, no elementos el segundo, etc) es

I k

n n.

( ) = ] 1o con E n, = n.
ny,no,...,Ng niynot---Ng. i1
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Subconjuntos ordenados

(Proposicién 33 Dado un conjunto de n elementos diferentes podemos extraer )
1 2 1 L
nn—1)n-2)...n—r+ = —
(n=1)(n—2)...( ) = Gom
% subconjuntos ordenados de r elementos. )

Observacion: Si r = n, la primera férmula implica que hay n! subconjuntos ordenados
de n elementos (= permutaciones de n elementos). Para que la segunda féormula tenga
sentido, se define 0! = 1.

Proposicion 34 Dado un conjunto de n elementos diferentes, podemos extraer n'” subcon-
juntos ordenados de r elementos si permitimos repeticiones.
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Subconjuntos

(Proposicién 35 El numero de subconjuntos distintos que contengan r elementos que pue-\
den extraerse de un conjunto de n elementos diferentes es

() - mo ,

(Definicion 36 (Numeros combinatorios)
Para todon,r € Z tales que 0 < r < n definimos el nimero combinatorio (2) como

-

. . ‘ —
\donde por convenio se define 0! = 1. )
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Numeros combinatorios: triangulo de Pascal

1 n fila
1 1 r columna
a b
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1 \ /

a+b

( Teorema 37 (Simetria)

n n n!
— - n>0, 0<r<n.
(7") (n—r) rl(n—r)!

. J

( Teorema 38 (Identidad de Pascal)

1
<n—i— ) = (n)+< " ), n>0, 0<r<n.
r r r—1

. J
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Numeros combinatorios: binomio de Newton

( Teorema 39 (Teorema del binomio de Newton) h
n - ~
@ = 3 ()t nzo
\ =0 Y,
( Corolario 40 A
(14+2)" = <Z)xk, n>0.
. k=0 J
("Corolario 41 Para todo n >0, )
5 ()
= 2"
k=0 &
- n
—1)* = 0.
> vt ()
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Numeros combinatorios

P
Corolario 42 Dado un conjunto A finito, entonces

P = 2.

(Teorema 43 (Identidad de Vandermonde) Paratodon,m > 0y 0 < k < m+n se\

cumple que
k
m-+n m n
") =2 00)6)

- J

. n
Observacion: (

k:) = O siempreque £ <06 k > n.
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Principio de inclusion-exclusion

Proposicion 44 (Principio de inclusion-exclusion v1)

|JAUB| = |A|+|B|-|ANB|.

5/
\/

Proposicion 45 (Principio de inclusion-exclusion v2)

JAUBUC| = |A|+|B|+|C|—|AnB|—|ANC|-|BNnC|+|AnBNC|.
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Principio de inclusion-exclusion (2)

/Proposicién 46 (Principio de inclusion exclusion v3) )
[ATUA U UApl = > |4l = ) |Ain A4l
1<i<n 1<i<j<n
+ > JANA N4 — -
1<i<j<k<n

+ (D" A1 NnA4An---NA,l. y

~

N

[Proposicién 47 (Principio de inclusién exclusién v4) Sean A; C Sconl < i < n.
Entonces

AL UAyU---UA,| = |[AiNnAyn---NA,|

= S| -4 UAU---UA,|.
- J

Notas:
o AANAyn--NA,={z:z2gA ,2gA,..., & A,}.
o A=S\A = |A| =8| - |A|
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Tema 3: Teoria de grafos I

1. Grafos no dirigidos:
e Notacion y definiciones basicas.
e Representacion de grafos.
e Isomorfismo.
e Caminos en grafos.

e Arboles.
e Grafos planos.

2. Algoritmos en teoria de grafos.

3. Problemas combinatorios en grafos.
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Grafos no dirigidos

Definicion 48
Un pseudografo G = (V, E,~y) esta compuesto por un conjunto no vacio de vértices V/,
un conjunto de aristas E y una funcion~y: E — {{a,b}: a,b € V}.

e La funcién «y codifica las conexiones entre los vértices.

e Sie € E satisface que y(e) = {u, v} con u # v, entonces u y v son adyacentes o
vecinos y e es incidente a u y v.

e Siexisten e1, ex € F distintas tales que y(e1) = 7y(es), el pseudografo tiene
aristas multiples.

e Siexiste e € E tal que y(e) = {v,v} = {v}, entonces e es un bucle o (“loop”)
incidente a v.

e Sino se dice lo contrario, se asumird que G = (V, E) es no dirigido.

Definicién 49
Un multigrafo G = (V, E, fy) es un pseudografo en el que se permite que haya aristas

mdltiples; pero no bucles. Un grafo simple G = (V, E, 7) es un pseudografo en el que no
se permite que haya aristas multiples ni bucles.
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Mas definiciones

Definicion 50

El grado o valencia de un vértice v de un grafo G es el nimero de aristas incidentes con
él, exceptuando los bucles, cada uno de los cuales contribuye con dos unidades al grado del
vértice. El grado del vérticev € V' se denota por d(v) (o por deg(v)).

Nota: dado un vértice v € V, su grado d(v) es igual a

d(v) = |{{v,y} € E: y # v}| + 2 x Numero de bucles .

Definicion 51
Los vértices de grado 1 se denominan terminales. Los vértices de grado 0 se denominan
aislados. Un grafo sin aristas se denomina trivial.

Definicién 52
Un grafo es reqgular si todos sus vértices tienen el mismo grado.
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El teorema del apretéon de manos

[ Teorema 53 (Teorema del apreton de manos) La suma de los grados de los vértices de un )
grafo G = (V, E) es dos veces el nimero de aristas. Es decir:

> d(i) = 2|E|.

eV

Corolario 54 En todo grafo GG la suma de los grados de sus vértices es par.

Teorema 55 E/ nimero de vértices de grado impar en un grafo G es par.

Corolario 56 En todo grafo G' con nimero impar de vértices hay un nimero impar de vértices
de grado par.
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Mas definiciones

Definicion 57

Un grafo G = (V, E) es bipartito si V' se puede dividir en dos conjuntos no vacios y
disjuntos V1 y Vi, de manera que cada arista e € E conecta un vértice de V; con otro de
V4 y viceversa.

Familias sencillas de grafos:

e Grafo completo de n vértices K.

e Camino F,, de n vértices.

e Ciclo C,, de n vértices.

e Ruedade n + 1 vértices W,.

e Grafo bipartito completo de n 'y m vértices K, ,,.

e El grafo n-cubo @),, es aquel que cada vértice representa una cadena de bits de
longitud n. Dos vértices son adyacentes si y s6lo si sus correspondientes cadenas
de bits difieren exactamente en un bit.
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Grafos complementarios y subgrafos. Representacion de un grafo

[ Definicién 58

El grafo complementario G = (V, E') de un grafo simple G = (V, E) es aquel formado

por el mismo conjunto de vértices y tal que dos vértices son adyacentes en G si y s6lo si no
son adyacentes en 3.

Definiciéon 59
Un grafo H = (W, F') esunsubgrafo de G = (V, F)siW CV yF C E.

Definicion 60
Dado un grafo G = (V, E), un subgrafo generador de GG es todo aquel subgrafo H =
(V,F)conF C E.

[ Definicion 61

Sea G = (V, E) un grafo. Consideremos una ordenacion vy, vz, . . ., V|y| de los vertices
de G. La matriz de adyacencia de G asociada a dicha ordenacién es la matriz |V'| x |V/|
cuyas entradas A; j cuentan el numero de aristas que unen v; conv;.
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Isomorfismos

Importante: No confundir un grafo con su representacion grafica.

[ Definicion 62
Dos grafos simples G1 = (V1, E1) y Go = (Va, Es) sonisomorfos si y sélo si existe una
funcién biyectiva f : Vi — V5 con la siguiente propiedad: a y b son adyacentes en G si y

sélo si f(a) y f(b) son adyacentes en G. Dicha funcién f se denomina isomorfismo.

Nota: dados dos grafos G; = (V1, 1) y Go = (Va, Es), entonces
1. Si|Vh| # |V2], entonces G1 y G2 no son isomorfos.
2. Si|Ey| # |F5|, entonces G y G2 no son isomorfos.

3. Si S; esla secuencia de grados de GG; y S7 # S5, entonces G1 y G2 no son
1somorfos.

4. Otros métodos ...

Nota: G; y (G2 son isomorfos si existe una aplicacion lineal invertible (permutacién)
m: V1 — Votalque Ao = P~1- Ay - P. Hay |V1|! = |V5]! de estas aplicaciones.
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Caminos en un grafo

[ Definicion 63
Un camino en un grafo G = (V, E') es una secuencia alternada de vértices y aristas de la
forma vg, {vo,v1}, v1, {v1,v2},va, ..., ve_1,{ve—1,v¢}, ve. Lalongitud del camino es
igual al nimero de aristas { que lo componen. Existe una direccién implicita en todo camino:
| Vo es el vértice inicial y vy, el vértice final.

( - - e

Definicion 64
Un camino en el que todas las aristas son distintas se denomina camino simple. Un circuito
es un camino simple cerrado (Vg = vy).

Un camino simple en el que todos los vértices vg, V1, . . . , Vg Son distintos (excepto quizas
los extremos vg y vy) se denomina camino elemental. Un camino elemental cerrado es un
_ ciclo.
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Numero de caminos entre dos vértices

Teorema 65 Sea un grafo (G con matriz de adyacencia A con respecto al orden
{vl, V2, e nny U|V|}. El nimero de caminos orientados diferentes de longitud n > 1 que

empiezan en v; y acaban env; esta dado por la entrada (i, j) de la matriz A™.

4 3\

Corolario 66 Sea GG un grafo simple con matriz de adyacencia A, entonces
o A% =d(i)paratodol < i < |V|.
o rA2 = 2|E)|.

o trA3 =6 x Numero de triangulos no orientados en G.
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Grafos conexos

Definicion 67

Un grafo es conexo si cada par de vértices v,w € V pueden ser conectados por un ca-
mino elemental. Un grafo no conexo esta formado por la union de varios subgrafos conexos y
desconectados entre si que se denominan componentes conexas de/ grafo.

Nota: Si dos vértices de un grafo se pueden conectar por un camino, entonces existe al
menos un camino elemental que los une. Los caminos elementales que unen dos
vértices son los caminos de menor longitud.

( Definicién 68
Un punto de articulacion o de corte de un grafo G es un vértice tal que si lo eliminamos (jun-
to con todas las aristas que le son incidentes) obtenemos un subgrafo con mas componentes
conexas que G.

Un puente de un grafo G es una arista tal que si la eliminamos (pero no los vértices con los
que es incidente) obtenemos un grafo con mas componentes conexas que G.
|

Tema 4: Teoria de grafos I1
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1. Grafos no dirigidos:

Notacion y definiciones basicas.

Representacion de grafos.
Isomorfismo.

Caminos en grafos.
Arboles.

Grafos planos.

2. Algoritmos en teoria de grafos.

3. Problemas combinatorios en grafos.
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Arboles

Definicion 69
Un arbol es un grafo simple y conexo que no contiene ciclos. Un bosque es un grafo simple
que no contiene ciclos. Cada componente conexa de un bosque es un arbol.

Nota: los arboles pueden tener raiz, que no es mas que un vértice que es especial. A no
ser que se diga lo contrario, los arboles serdn sin raiz.

[ Teorema 70

(a) Elgrafo simple G es un arbol si y sélo si es conexo y al borrar cualquier arista se obtiene
un grafo disconexo.

(b) El grafo simple G es un arbol si y sélo si no contiene ciclos y al afiadir cualquier arista
se crea un ciclo.

Teorema 71 Un grafo G = (V, E) es un arbol si y sélo si existe un tnico camino elemental
entre cualquier par de vértices.

Teorema 72 Todo arbol con al menos dos vértices tiene al menos dos vértices de grado uno.
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Propiedades de los arboles

Definiciéon 73
Procedimiento para hacer crecer un arbol:

1. Comenzarcon G = ({r}, ), donde r es el vértice raiz.

2. Dado G = (V, E), afadir un nuevo vértice u y una nueva arista {u,v} dondev € V.

Teorema 74 Todo grafo obtenido por este procedimiento es un arbol y todo arbol se puede
construir de este modo.

Teorema 75 Todo arbol de n vértices tiene n — 1 aristas.

N\

p
Teorema 76 Si GG es un grafo de n vértices, entonces las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

1. G es un arbol.
2. (G es conexo y tienen — 1 aristas.

3. G tienen — 1 aristas y no tiene ciclos.
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Grafos planares

[ Definicién 77

Un grafo es planar si puede ser dibujado en el plano sin que sus aristas se crucen. Una

representacion de un grafo planar en la que las aristas no se crucen se denomina grafo
plano.

Definicion 78
Insertar un nuevo vértice en una arista de un grafo se denomina subdividir dicha arista. La
subdivisién de una o mas aristas de un grafo G da lugar a una subdivision de G.

Teorema 79 (Kuratowsky, 1930) Un grafo es planar si y sélo si no contiene como subgrafo
a ninguna subdivisién de K5 nide K3 3.
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Grafos planares y grafos duales

N
( Teorema 80 (Férmula de Euler, 1752) Ungrafo G = (V, E') plano y conexo divide al plano
en R regiones de manera que

V|- |E|+R = 2.

Un grafo G' plano (aunque no necesariamente conexo) divide al plano en R regiones tales
que
V| — |E| + R = 1+ Ndmero de componentes conexas de G.

. J

[ Definicion 81

Dado un grafo G = (V, E) plano, su grafo dual G* = (V*, E*) se define de la siguiente
manera: a cada region f de GG le corresponde un vértice dual f* € V* y por cada arista
e € FE existe una arista dual e* € E*. Si la arista original e es la interseccion de dos
regiones f, h de G (siendo posible que f = h), entonces la correspondiente arista dual e*
es incidente a los vértices duales f*, g* € V'*.

L J

e Notar que (G*)* = G.
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Algunos corolarios sobre planaridad

Definicion 82
El grado de una regién r de un grafo plano se define como el grado del vértice correspon-
diente r € V'™ en el grafo dual. El grado de la regién r lo denotaremos por d,..

Ve

\_

Teorema 83 En un grafo plano y conexo G se cumple que

20E| = > dp,

reR

donde R es el conjunto de regiones del plano definidas por G.

Corolario 84 Si G es un grafo simple, conexo y planar con |V| > 3, entonces |E| <
3|V| — 6.

Corolario 85 Si G es un grafo simple, conexo y planar con |V\ > 3 y no tiene ciclos de
longitud 3, entonces |E| < 2|V| — 4.
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Tema 5: Teoria de grafos I1I

1. Grafos no dirigidos.
2. Grafos dirigidos.
3. Algoritmos en teoria de grafos:

e Arbol generador de peso minimo: algoritmos de Prim y Kruskal.
e Camino de longitud minima: algoritmo de Dijkstra.

e Coloraciones de grafos.

e Grafos eulerianos y hamiltonianos. Algoritmo de Fleury.

4. Problemas combinatorios en grafos.
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Arbol generador de peso minimo

Definicion 86
Un arbol generador o recubridor de un grafo conexo GG es un arbol que contiene todos los
vértices de G y es subgrafo de G.

Definicién 87
Un grafo ponderado G = (V, E, w) es un grafo en el que a cada aristae € E se le asocia
un pesow(e) € R.

Definicion 88
Un arbol generador de peso minimo de un grafo conexo ponderado es un arbol generador
tal que la suma de los pesos de sus aristas es la mas pequena posible.

Problema 1
Encontrar un arbol generador de peso minimo del grafo ponderado G = (V, E, w).

Nota: El numero de arboles con n vértices crece muy rapidamente con n.

Definicion 89
Un algoritmo voraz es aquel que en cada paso toma la eleccion dptima.
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Algoritmo de Prim, 1957

Algoritmo 90 (Algoritmo de Prim)
procedure Prim(G: grafo ponderado conexo con n vértices)
Ty = (Vh, E1) donde E1 = {e1}, e1 = {xg, 1} es una arista con peso minimo wyy,
yV1 = {xo, :1?1}.
fort =1ton — 2
begin
€it1 = {azi, 33i+1} arista de peso minimo incidente con un vértice x; de
T; = (V;, E;) y que no forme un ciclo si se le afiade a T;;

Tiv1 = (ViU{ziga}, BiU{eir1}) = (Vigr, Biga)
end

Notas:

e Laaristae; (¢ =1,...,n — 1) puede no ser dnica.
e El arbol generador de peso minimo puede no ser unico.

e En cada paso,T; esunarbol (1 <7< n—1).

Teorema 91 Dado un grafo conexo ponderado G = (V, E, w), el algoritmo de Prim produce
un arbol generador minimo de G.
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Algoritmo de Kruskal, 1957

Algoritmo 92 (Algoritmo de Kruskal)

procedure Kruskal(G: grafo ponderado conexo con n vértices)

To = (V,Ep) conEy =)

forr =1ton —1

begin
e; = arista de peso minimo que no forme un ciclo si se le afiade a'l; 1 = (V, F;_1)
T; = (V,Ei-1 U{ei}) = (V, Ey)

end

Notas:

e Laaristae; (¢ =1,...,n — 1) puede no ser Unica.

e En cada paso, T; esunbosque (1 <7< n—1).

Teorema 93 Dado un grafo conexo ponderado G = (V, E,w), el algoritmo de Kruskal
produce un arbol generador minimo de G.
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Problema del camino minimo: algoritmo de Dijkstra, 1959

Problema 2

Encontrar el camino de longitud minima que une un vértice inicial s y un vértice final t en un
grafo G = (V, E, w) conexo, simple y ponderado con todos los pesos positivos (w. > 0 para
toda aristae € E).

Teorema 94 E/ algoritmo de Dijkstra encuentra la longitud del camino mas corto entre dos
vértices de un grafo G = (V7 E, w) conexo, simple y ponderado con todos los pesos positi-
VOS.

Idea:
En cada iteracion a cada vértice j se le asignan dos etiquetas que pueden ser o bien

temporales (0, P;) o bien permanentes | (6,, P;) |.

e Laetiqueta 0; es una estimacion de la longitud del camino minimo desde el
vértice inicial s hasta el vértice j.

e La etiqueta P; es una estimacion del predecesor del vértice 5 en dicho camino.

Denotaremos w;; > 0 al peso de la arista {4, j} € E.
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El algoritmo de Dijkstra

Problema 3
Calcular el camino de menor longitud entre s y t en el siguiente grafo:

b 5) d
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El algoritmo de Dijkstra (2)

(1) Paso inicial: Marcamos el origen s con la etiqueta permanente | (0, s) |.

El resto de los vértices 7 € V (j # s) se marcan con etiquetas temporales:
e Si{j,s} € E, sele asigna la etiqueta (ws ;, S).
e Si{j,s} & F, se le asigna la etiqueta (oo, —).

(2) Seawv € V el ultimo vértice que se ha vuelto permanente. Examinamos cada
vértice temporal j comparando ¢, con el valor de 6, + w,_;:

e Sid, + w, ; < d;, cambiamos (J;, P;) por (6, + wy ;,v).
e Sid, +wy ; > d;, no hacemos nada.
(3) De entre todos los vértices temporales j elegimos el que tenga el estimador
mas pequefio (= dpyin)-
® Si Opin = 00, el algoritmo termina: no hay camino entre s y .

e Si dmin < 00, marcamos dicho vértice con la etiqueta permanente | (Smin, ;) |-

(4) Sit es el vértice cuya etiqueta | (&¢, P;) | se ha hecho permanente, el algoritmo

termina. La longitud del camino mas corto entre s y t es ¢; y dicho camino se
obtiene siguiendo las etiquetas permanentes en sentido contrario
t— P, — ---— s.Sinoest, volver al paso (2).
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El algoritmo de Dijkstra: Ejemplo

Vértice | Pasol | Paso2 | Paso3 | Paso4 | Paso5 Paso 6
s (0, s) * * * * *
b (4, s) (3,¢) (3,¢) * * *
(2,s) (2,s) * * * *
d 00 (10,¢) | (8,b) (8,0) * *
e 00 (12,¢) | (12,¢) | (10,d) ||(10,d) *

t 00 00 00 (14,d) | (13,€) (13,¢)
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El algoritmo de Dijkstra (2)

Observaciones:

e Sien un paso dado hay varias opciones, escogemos una cualquiera de ellas.

e El camino de longitud minima entre dos vértices puede no ser tinico; pero el peso
minimo no depende de dicha eleccion.

e El resultado final del algortimo de Dijkstra (una vez que todos los vértices tienen
etiquetas permanentes) es un arbol generador 1" con raiz en s y tal que la distancia
entre s y otro vértice j del grafo es la suma de los pesos del unico camino
elemental que une sy jen 7.
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Grafos orientados o dirigidos

( oL )
Definicion 95

Un grafo dirigido G = (V, E) esta compuesto por un conjunto no vacio de vértices V'

y un conjunto de aristas I/, tal que cada arista e € E es un par ordenado de elementos

Le= (x,y) conz,y € V.

J

Definicion 96
Siv es un vértice de un grafo dirigido GG, entonces el grado interno d; (v) de v es el numero
de aristas que llegan a v y su grado externo d,. (v) es el numero de aristas que salen de v.

, Proposicion 97 En un grafo dirigido G = (V, E) se cumple que:

S dilw) = Y dew) = |B].

veV veV

Definicion 98

Sea G = (V, E) un grafo dirigido. Consideremos una ordenacién v1,va, . . . v|y| de los
vértices de GG. Lamatriz de adyacencia de G asociada a dicha ordenacién es la matriz |V | X
|V'| cuyas entradas A, ; cuentan el nimero de aristas (v;, v;) que comienzan env; y acaban
env;.

| J
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Grafos orientados o dirigidos (2)

Definicion 99
Un camino de longitud ¢ en un grafo dirigido G = (V, E) es una sucesion de aristas de la

forma (vg, v1), (V1,v2), ..., (Ve_1,ve).

Las definiciones de camino elemental, camino simple, circuito y ciclo para grafos
dirigidos son andlogas a las de un grafo no dirigido (Tema 3).

También podemos definir grafos dirigidos ponderados G = (V, F, w) de manera
analoga.
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El algoritmo de Dijkstra para grafos orientados

Vértice | Pasol | Paso2 | Paso3 | Paso4 Paso 5 Paso 6
s (0, s) * * * * *
b (4, s) (4, s * * * *
c 00 (5,b) (5,b) * * *
d 00 00 (13,¢) | [(13,¢) * *
e 00 00 (15,¢) | (15,¢) (15, ¢) *
t 00 00 00 (19,d) (18, ¢) (18, ¢)

Tema 6: Teoria de grafos IV
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1. Grafos no dirigidos.

2. Algoritmos en teoria de grafos:

Camino de longitud minima: algoritmo de Dijkstra.

Coloraciones de grafos.

Grafos eulerianos y hamiltonianos. Algoritmo de Fleury.

3. Problemas combinatorios en grafos.

Arbol generador de peso minimo: algoritmos de Prim y Kruskal.
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Coloraciones propias de un grafo

Definicion 100
Una coloracién propia (con g colores) de un grafo G = (V, E) es una funcionc: V. —

{1,2,...,q} talque c(u) # c(w) siempre que u y w sean adyacentes.

e Dado un grafo G = (V, F) el niimero total de coloraciones (propias y no propias)
con ¢ colores es ¢!V!.
e En todo lo que sigue consideraremos solo coloraciones propias.
e Dos preguntas dificiles:
1. (Cuantas coloraciones con g colores Pg(q) se pueden conseguir sobre G?
2. (Cuantos colores ¢ necesito como minimo para poder colorear G?

Definicion 101
E/numero cromatico x (G) de un grafo G es el menor entero q tal que existe una coloracion
de G con q colores; es decir, Pc(q) > 0 paratodo q > x(G) € N.

Proposicion 102 Decidir si los vértices de un grafo arbitrario G se pueden colorear propia-
mente con k > 3 colores es un problema dificil.
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Algoritmo voraz para colorear un grafo

Algoritmo 103 (Algoritmo voraz)

procedure (G: grafo simple conexo con n vértices)

Ordenamos los vértices de V' : (v1,va, . .., Uy)

c(v) =1

fort: =2ton

begin
Si; ={q: c(vg) = q, para todo vy, vecino de v; conk < i}
c(v;) = min(S; N N) = el color més pequerio que no esta en S;

end

Notas:
e No calculamos x(G), sino una cota superior (muy) dependiente de la ordenacion
usada.

e Para calcular x(G) habria que considerar las n! ordenaciones posibles de los n
vértices de G (tiempo exponencial).
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Algunos teoremas

Teorema 104 Si G es un grafo con grado maximo k, entonces x (G) < k+1 .

Teorema 105 (Brooks, 1941) Si G es un grafo no completo, conexo y con grado maximo
k > 3, entonces x(G) < k .

Proposicién 106 Un grafo G es bipartito si y solo si x(G) = 2.

Teorema 107 Un grafo es bipartito si y s6lo si no contiene ciclos de longitud impar.

Corolario 108 Todos los arboles son bipartitos

Teorema 109 (El teorema de los cuatro colores, Appel y Haken, 1976) P (4) > 0 pa-
ra todo grafo planar G.

e [a prueba original fue asistida por ordenador (jmés de 1200 horas de CPU!).
e No existe ain una prueba analitica.

e No existe un teorema de los tres colores: existen grafos planares con nimero
cromitico x(G) = 4: e.g. K.
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Grafos eulerianos

Problema 4 (Euler)
En la ciudad de Kénigsberg (Kaliningrado) hay un rio y siete puentes. ;Es posible dar una vuelta
y cruzar cada puente una sola vez?

Problema 5
Dado un grafo G = (V, E ) ¢Jexiste un circuito que contenga cada aristae € F ? [Al ser
circuito debe contener cada arista una sola vez].
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Grafos eulerianos

[ Definicién 110
Un circuito euleriano es un circuito que contiene a todas las aristas del grafo. Un grafo que
admite un circuito euleriano se denomina grafo euleriano.
Un camino euleriano es un camino simple y abierto que contiene todas las aristas del grafo.
] Un grafo no euleriano que admite un camino euleriano se denomina grafo semi-euleriano.

J

~\

[ Teorema 111 Un grafo conexo es euleriano si y solo si todos sus vértices tienen grado par.
Un grafo conexo es semi-euleriano si y solo si contiene exactamente dos vértices de grado
impar.

Un grafo dirigido conexo es euleriano si y solo si para cualquier vértice el grado interno coin-
] cide con el grado externo.

Luego, el problema de los puentes de Konigsberg no tiene solucion: el grafo
correspondiente no es ni euleriano ni semi-euleriano.

DM- p. 61/140

Algoritmo de Fleury

Sea G = (V, E) un grafo conexo con todos los vértices de grado par:

(1) Paso inicial: Escogemos un vértice vg como origen del circuito Cyp = (vg) y
definimos Gy = (Vp, Ep) = G. El algoritmo hace crecer secuencialmente el
circuito Cy mientras que va eliminando elementos de Gy.

(2) Extension del circuito: Sea el circuito C; = (vg, €1, v1, ..., €;,v;) al que le
corresponde el grafo G; = (V;, E;) C Gp.
e Siexiste una Unica arista e; 11 = {v;,w} € E; = E\ {e1,ea,...,€;}:
o Uit1 = (00761701,--~,€iavi,€z‘+1aw)-

o Giy1 = (Vi\{ui}, Ei \{eit1}) = (Vigr, Eit).
e Si hay varias aristas incidentes en F/; con v;: elegimos cualquiera de ellas con
la condicién que no sea puente. Si escogemos e; 11 = {v;, w} € E;:
() i+1 — (vo,el,vl,...,ei,vi,eiﬂ,w).
o Giy1=(Vi, Ei\{eit1}) = (Vigr, Eia).
(3) Repetimos el Paso (2) | E| veces hasta que G|g| = (0, 0); C|g| es el circuito
euleriano buscado.
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Grafos hamiltonianos

Problema 6
¢ Es posible encontrar un ciclo en G tal que pase por todos los vértices (una sola vez)?

( )

Definicion 112

Un ciclo hamiltoniano es un ciclo que contiene a todos los vértice del grafo. Un grafo que
admite un ciclo hamiltoniano se denomina grafo hamiltoniano.

Un camino hamiltoniano es un camino elemental y abierto que contiene todos los vértices
del grafo. Un grafo no hamiltoniano que admite un camino hamiltoniano se denomina grafo
semi-hamiltoniano.

. J

El problema de decidir si un grafo es hamiltoniano o no es dificil.

Teorema 113 (Dirac, 1950) Si (G es un grafo simple conn > 3 vértices y cada vértice tiene
un grado > n / 2, entonces G es hamiltoniano.

Nota: No todos los grafos hamiltonianos satisfacen la condicién anterior: e.g. C',, con
n > 5.
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Tema 7: Combinatoria elemental I1

Regla de la suma: si AN B =0, |AU B| = |A| + |B|.
Regla del producto: |A x B| = |A| - |B].
Principio de inclusion—exclusion: |A U B| = |A| 4+ |B| — |[AN B|.

Principio del palomar.

A e

Otros patrones de recuento:
e Repartos.
e Particiones.
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Patrones de conteo: repartos

('} Proposicion 114 (Repartos) Si hay que repartir v objetos iguales en n. grupos (distintos) y\
todos los grupos deben de contar con algun objeto, entonces existen

(7))

\repartos distintos. )

('} Proposicion 115 Si hay que repartir r objetos iguales en n grupos (distintos) pudiendo que—\
dar grupos vacios, entonces existen
n+r—1
T

\repartos distintos. )
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Patrones de conteo: particiones de un conjunto

(Definicion 116 A
Sea un conjunto finito S con |S| = n elementos. Una particiébn de S de tipo
(nl, N2, .. ., nk) conn; € N es el conjunto {Si}le donde los conjuntos S; satisfacen:

(1) |Si| = n; paratodo 1 < i < k, (2) son disjuntos entre si: S; N .S; = () paratodoi # j
LY (3) su unién es S (luego Zle n; = n).

Proposicion 117 Sea un conjunto S de m - n elementos. Entonces existen )
(m - n)!
(m!)" n!

 particiones distintas de S enn conjuntos S; de tipo (m, m, ..., m). )

(Proposicién 118 El/ numero de particiones de un conjunto de m elementos del tipo\

(my,ma,...,my,) es
( 5 >H :
Y
mi,Mmo,...,Mpy T‘k;!

k>1

\donde r1. es el nimero de partes con k elementos. )

DM- p. 66/140



Tema 8: Combinatoria. Métodos avanzados.

1. Relaciones de recurrencia:
e Definiciones.
e Solucién de relaciones de recurrencia lineales homogéneas.
e Solucidn de relaciones de recurrencia lineales no homogéneas.

2. Funciones generatrices.
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Relaciones de recurrencia

(Definicién 119 )
Una relacién de recurrencia para la secuencia (an)neN €s una ecuacion que expresa G,
en funcion de uno o mas de los términos anteriores; es decir, una ecuacion del tipo

F(n;anaan—l7an—27'"aa'n—k) — 07

con k fijo y valida para todo n > k + 1. Las condiciones iniciales son los términos
\(al,...,ak). p

("Definicion 120 b
El orden de una relacion de recurrencia es /a diferencia entre los subindices maximo y
minimo de los términos aj, que aparecen en la ecuacion. Una relacion de recurrencia de orden
k eslineal siloesena,, a,_1, ..., Gn_k. En cualquier otro caso, se dice que es no lineal.
Una relacion de recurrencia es homogénea si la secuencia,, = Gp_1 = -+ = Qp_p = 0
es una solucion de la relacion. En caso contrario, la relacion es no homogénea.

- J
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Solucion de una relacion de recurrencia lineal homogénea

( " . . -
Teorema 121 (Solucién ecuaciones de recurrencia de orden 1 homogéneas)
Supongamos que la secuencia (an)neN verifica la relacion de recurrencia

ap = Aan—la n>2,

con A real y a1 dado. Entonces la solucién de la ecuacion de recurrencia es

-1
a, = a1 A" n>1.
L n 1 ) = )

Observacion: en este curso solo vamos a considerar ecuaciones de recurrencia lineales
con coeficientes constantes.
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Solucion de una relacion de recurrencia lineal homogénea

(Teorema 122 (Solucion ecuaciones de recurrencia tipo Fibonacci homogéneas) )
Supongamos que la secuencia (an)neN verifica la relacion de recurrencia

Qn :Aan—1+Ban—27 ’I’LZ?),

con A, B reales y (a1, a2) dados. Sila ecuacion caracteristica asociada a dicha recurrencia
es

2 = Az+ B
y tiene raices « y (3, entonces la solucion de la ecuacion de recurrencia es para todon > 1:

Ko™+ Ky " sia # 3,

T
(K1 +nkKs)a™ sioe = 3,

\donde las constantes KK y Ko se determinan a partir de las condiciones iniciales (al, ag). )
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Solucion de una relacion de recurrencia lineal homogénea

e Supongamos que la secuencia (a,,)nen verifica la relacion de recurrencia lineal
Gp = ClGp_1+ C20p_2+ ...+ CrQp_, n>k+1,

con ¢y, ca, . . ., Ci reales. Se suponen conocidas las £ condiciones iniciales
(a1,as2,...,ak).

e Si buscamos una solucion de la forma
a, = K;z",

entonces la amplitud se cancela y la variable x debe satisfacer la ecuacion

caracteristica:
k= clxk_l + CQ:vk_z +...4+c.

e Sia, y b, son soluciones de la recurrencia, entonces cualquier combinacién
lineal aa,, + £b,, sera solucion de la misma.
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Solucion de una relacion de recurrencia lineal homogénea (2)

e A cada raiz distinta x; de la ecuacion caracteristica le corresponde una solucién
agf ) cuya forma depende de la multiplicidad de z;:
e Silaraiz x; es simple, entonces ag ) — K;x}.
o Silarafz z; es doble, entonces a;) = (K; + Kin)x?.
o Silaraiz z; es triple, entonces a')) = (K; + Kin + K/'n?)x?, etc.
e Sila ecuacién caracteristica tiene r raices distintas z; con multiplicidades k;
(tales que >._, k; = k), entonces la solucién general es del tipo:

r k;
ay, = Z ZKi(j)nj_l xy, n>1,

i=1 |j=1

donde las k constantes K i(j ) se determinan a partir de las k£ condiciones iniciales.
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Solucion de una relacion de recurrencia lineal no homogénea

(Teorema 123 (Solucion ecuaciones de recurrencia no homogéneas) Supongamos que\

la secuencia (ay,)neN Vverifica la relacion de recurrencia lineal

p = C1Gn-1+C2apn_2+...+Chp_ +tn, Nn>2k+1,
con ¢1,Ca,...,Ck reales y (a1, ...,ay) dados. La funcion t,,: N — R es una cierta
funcion conocida de n. Entonces la solucion general de la ecuacion no homogénea es la

suma de la solucion general de la ecuacion homogénea

Ap = ClGp_1 + C2Gp_o+ ...+ cCrap_r, n>k+1

\ Y una solucion particular cualquiera de la ecuacion completa.

DM- p. 73/140

Solucion de una relacion de recurrencia lineal no homogénea

( oz . . - )
Teorema 124 (Solucién ecuaciones lineales no homogéneas) Supongamos que la se-
cuencia (a,, )nen verifica la relacién de recurrencia lineal

n = C1Gn-1+C2ap_2+...+Chp_ +tn, n>2k+1,

concy,ca, ..., ci realesy(ay,as, ..., ay) dados. La funciént, : N — R toma la forma:
tn = " [bo+bin+...+bn'],

con by, b1, ...,bs, s reales. Si s no es raiz de la ecuacién caracteristica de la relacion de
recurrencia homogénea asociada, entonces existe una solucion particular de la forma

anp = 8" [po+pin+...+pn']

Si s es una raiz con multiplicidad m de esta ecuacion caracteristica, entonces existe una
solucion particular de la forma

pp = N -s" [pg —|—p1n+...+ptnt}

e La solucioén particular a,, , no tiene parametros libres: hay una tnica eleccion de
; t ,
los coeficientes {py };._, tal que a,, , sea realmente una solucién de la recurrencia.
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Tema 9: Combinatoria. Métodos avanzados.

1. Relaciones de recurrencia.

2. Funciones generatrices:
e Definicién.
e Codificacion eficiente de problemas combinatorios.
e Solucidn de relaciones de recurrencia usando funciones generatrices.
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Funcion generatriz

("Definicion 125 A
La funcion generatriz asociada a la sucesion (ao, a1,02,...,0p, - - ) se define como la
serie formal de potencias siguiente:

F(z) = ag+ax+apx®>+...+apz™ +... = Zanm"

(1 + )k :nioc’i) z" eslaf.g. de ((g) (lf) (z),o,o,...).

_ ok
eslafg.de(1,1,...,1,0,0,...).
-z N—
k

1+$+x2+...+xk_122x":

:1+x+x2+x3—|—...:Z:L‘"eslaf.g.de(l,l,l,...).
n=0

1—=x

2 3 o0 "

_1+x+—+§+ nz%n—eslafgde( N T
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Maniobras basicas con funciones generatrices

e (1,2,3,...) tiene como f.g. a

> d & d «x 1
1 n_ n—l-l:_ — )
nzz;)(n—i_ )z dx nz:%x del—z (1 —2x)?

o SiF(x)= > apa"yG(z)= > b,z", entonces
n=0 n=0

(F+G)(x) = > (an + bn)z".

n=0
e Si F'eslaf.g. dela secuencia (a,, ), entonces la f.g. de la secuencia
(0,0,...,0,a9,a1,...)es G(x) = 2*F(z).
N—

k
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Particiones de un natural

Problema 7
Calcular cuantas particiones distintas hay del nimero N € N. Por ejemplo, si N = 4, hay 5
particiones4d =3 +1=24+2=24+14+1=14+1+1+1.

1. El principio de la suma nos permite calcular la funcién generatriz de colocar en la
particion el natural £:

e La funcién generatriz de colocar I’'ses fi =14+ x + 22 + 23+ ... = .

La funcién generatriz de colocar 2’ses fo = 1+ a2 + 2 +25 +... =

La funcién generatriz de colocar el natural p > 1 es
fo=1+aP +2?P 423 ... = 1_1

xP*

2. Como escribir una particién es un proceso secuencial, la funcién generatriz que
codifica el Problema 7 viene dada por el principio del producto:

oo

- 1
flx) = ka(:v): H = 1+2+22% +32% + 52" + 7%+ -
k=1

1 — zk
k=1
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Procedimiento practico

e Codificacion de un problema:

1. Usando el principio de la suma, el principio del producto y otras operaciones,
calcular la funcion generatriz F'.

2. Haciendo el desarrollo de Taylor de F' alrededor del origen obtenemos los
coeficientes a,,.
e Resolver una ecuacién de recurrencia:
1. Reescribir la relacion de recurrencia para a,, en términos de una ecuacion que
sOlo involucre a la funcidon generatriz F'.
2. Resolver la ecuacion anterior y obtener la forma explicita de F'.

3. Haciendo el desarrollo de Taylor de F' alrededor del origen obtenemos los
coeficientes a,,.
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Ejemplo: la ecuacion de Fibonacci

Queremos resolver la ecuacion
ap = Ap_1+an—2, Nn=>2, a=0, a =1,
mediante la funcién generatriz
o0 o0
F(x) = E anx" = ap+a;x+ g an " .
Algoritmo:

1. Multiplicar la ecuacién de recurrencia por ™ y sumar sobre todos los valores de
n para los que esta ecuacion es valida (en nuestro caso n > 2):

o oo [e.)
E ap, " = E Ap_1x" + E Ap_o X" .
n=2 n=2 n=2
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Ejemplo: la ecuacion de Fibonacci

2. Manipular las sumas para que queden en funcién de F'y de las condiciones
iniciales:

e > ayax"=F—-ay—arx=F —u.

o [e.e) o
° Zan_lx”:x Zan_1$n_1:$ Zamxm:x(F—ag)—xF.
n=2 n=2 m=1

o0 o0 o0
o Yap 02" =122 Y ap 02" % =22 apam =12°F.

La ecuacidn de recurrencia se transforma en la ecuacion
F—g =axF+2°F.

3. Resolvemos esta ecuacion para F':

Fz) = 1—1:—:1:2 Zan
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Ejemplo: la ecuacion de Fibonacci

4. Desarrollamos F’ en serie de Taylor y leemos el coeficiente de x":

F(z) = 155—2 — z+2%+22° +30% 4 525 + 828 + 1327 + ...
— T — T

Podemos obtener todos los coeficientes mediante un poco de dlgebra:

o B

o) = Tras e Tara-va)e
1 1 1 }
VB 1—2(1+VE)/2 1—a(1—5)/2
— " [ [1+V5 1-v5\
-2H () (5]
1 1+ 1-vV5\
e w5 |(050) ()]
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Teorema del binomio generalizado

KI' eorema 126 Sea k € N, entonces tenemos formalmente que \
1 = [—k\ ,
B o €T
(1+2)* 2 ( n ) ’
n=0

donde para todo n > 0 el coeficiente binomial se define como

. (—k) _ —h(-k=1)(=k=2)...(-k—n+1) _ (_Dn(n—i—k—l). )

n n!
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Tema 10: Teoria de grafos V

1. Grafos no dirigidos.
2. Algoritmos en teoria de grafos.

3. Problemas combinatorios en grafos:
e Emparejamiento en grafos.
e Coloraciones propias en grafos.
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Emparejamientos en grafos

Definicion 127
Un emparejamiento completo o perfecto de un grafo simple con 2n vértices es un subgrafo
generador formado por n aristas disjuntas.

Notas:

e Todos los vértices de GG pertenecen al subgrafo.
e (Cada vértice de GG sdlo tiene una arista incidente perteneciente al subgrafo.

e En grafos bipartitos es menos dificil:

Teorema 128 Si (G es un grafo bipartito y regular con grado d > 1, entonces G contiene un
emparejamiento perfecto.
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Coloraciones propias: polinomio cromatico

[ Definicién 129
Sea G = (V, E) un grafo simple y sea ¢ > 2 un ndmero natural. El polinomio cromatico

Pq es un polinomio tal que Pg(q) nos dice el nimero de coloraciones propias con ¢ € N
colores que admite el grafo G.

Teorema 130 SiGG = (V, ) es un grafo simple, P (q) es un polinomio en q.

La demostracion se basa en:

e SiG = ({v},0), Pa(q) = q.
e Se cumple el teorema de contraccion-borrado:

N

P
Teorema 131 (Teorema de contraccién-borrado) SiG = (V, E) es ungrafo simpley e =
{z,y} € Econz,y € V, entonces

Pc(q) = Pa—-e(q) — Pgye(q)

donde GG — e es el grafo que se obtiene al borrar la aristae y G / e es el grafo que se obtiene
. al contraer la arista e (identificando los vértices x e y y eliminando posibles multiaristas).
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Demostracion del Teorema de contraccion-borrado

/H Aﬂ A

P:(q - Pe_c(q

PG/e

Teorema 132 Si G es un grafo no conexo con k > 1 componentes conexas G j, entonces

Palg) = g Pe, (@)

| Teorema 133 Si (G es un grafo que se puede dividir en dos partes G1 y G5 cuya interseccion |
es IX,, para alginn > 1, entonces

P, (q) % Pa,(a)

1. SiG = K, entonces Pk, (q) =q(¢—1)...(¢q —n+1).
2. Si G es un drbol de n vértices T}, entonces Pr, (q) = q(qg — 1)1
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Ejemplo

Problema 8
En el congreso Lattice’06 hay seis conferencias de una hora programadas para el dia inaugural

{cl, Coyen 06}. Entre la audiencia hay quienes quieren escuchar los pares de conferencias

{c1,c2}, {c1,ca}, {c3, 5}, {ca, 6}, {ca, 5}, {c5,c6} y{c1,c6}. ¢Cudl es el numero
minimo de horas necesarias para poder dar todas las conferencias sin solaparse?

Aplicacion recursiva del teorema de contraccion borrado:

P I¥ - (q1>xp<&>
P(IX.) - P(N) - P(&) = (¢-2)Pe.(a)

Palq) = (¢—1)(g—2)Pe,(q) [Pou(q) = q(qg—1)(¢° —3q+3)]
= q(g—1)*(g—2)(¢> =3¢ +3).
x(G) = 3.
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Tema 11. Relaciones binarias. Relaciones de equivalencia

1. Relaciones binarias:
e Definicién.
e Representacion grafica de una relacion.
e Operaciones definidas sobre relaciones.
e Propiedades.

N

Relaciones de equivalencia:
e C(lases de equivalencia.
e Conjunto cociente.

[9Y)

. Relaciones de orden.

4. Reticulos y dlgebras de Boole.
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Relaciones binarias entre dos conjuntos

ﬁefinici()n 134 \

Una relacion binaria R del conjunto V' al conjunto W es un subconjunto del producto car-
tesiano V- x W':
VW = {(v,w): (veV)A(weW)}.

Luego R C V x W. Eldominio de R es:
DomR = {veV: (v,w) € R paraalginw € W} .

y laimagen de R es:

\_ ImR = {weW: (v,w) € R paraalginv € V'}. J

Notacion: Si (v, w) € R, lo escribiremos vRw.
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Relaciones binarias en un conjunto

( Definicion 135 )
Una relacion binaria R sobre un conjunto V' es un subconjunto del producto cartesiano
V XV Luego R CV x V. Eldominio de R es:

DomR = {veV: (v,w) € R paraalginw € V'}

y laimagen de 'R es:

\_ ImR = {weV: (v,w) € R paraalginv € V}. )

Observacion importante: una funcién f: A — B es una relacion entre los conjuntos A
y B tal que a cada elemento = € Dom( f) le corresponde un unico elemento de B (i.e.,

f(@)).
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Representacion grafica de una relacion

e Representacion cartesiana.
e Representacion con diagramas de Venn.

e Matriz de adyacencia de R:
Sean V' = {v1,va,..., vy} y W = {w1,wa,. .., wyw}. Laentrada (7, ) de
Ax es 1siv;Rw;y es 0 en caso contrario.

e Grafo orientado GG asociado a R:
Los vértices del grafo son los elementos del conjunto V' sobre el que estd definida
la relacién R. El conjunto de aristas (dirigidas) es el conjunto de pares
(ordenados):

E = {(vi,v5) e VxV:vRu;}.
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Operaciones con relaciones

Definicion 136
Dada la relacién R sobre V', se define su relacion inversa R~ como Ia relacién en V
definida como (v1,v2) € R~ & (vg,v1) € R 6 biencomovi R vy & wvaRuy.

La relacién inversa R~ existe siempre, al contrario que la funcién inversa f~! (que
s6lo existe si f es biyectiva).

Definicién 137
Dada Ia relacién R sobre V', se define su relacion complementaria X como la relacion en
V definida como (v1,v2) € R < (vy,v2) € R.

Las relaciones son subconjuntos del conjunto V' x W, luego podemos efectuar las
mismas operaciones que con un conjunto cualquiera.
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Composicion de relaciones

("Definicion 138 D

Sea R una relacion de V. en W y sea S una relacion de W en'Y . La relacion compuesta

SoR deV enY es un subconjunto del producto cartesiano V' x Y tal que v(S o R)y con

| v E V ey €Y siexiste alginw € W tal que vRw y wSy. |

[Proposicién 139 Si AR es la matriz de adyacencia de la relacion R de V enW y As es )
la matriz de adyacencia de la relacién S de W en'Y', la matriz de adyacencia As.1 de la
relacién compuesta S o ‘R viene dada por:

Asor = Ar © As,

Kdonde el producto © es el producto booleano de matrices. )

El uso de operaciones booleanas garantiza que As.,r sea una matriz de adyacencia
asociada a una relacion.
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Propiedades de las relaciones sobre V

[ Definicién 140
Una relacion ‘R es reflexiva si para todov € V' se cumple que vRuv.

\. J

[ Definicion 141 B
Una relacion ‘R es antirreflexiva si para todov € V' se cumple que vRv.

\. J

[ Definicion 142
Una relacién R es simétrica siR = R !, es decir, sivRw = wRw.

\. J

[ Definicion 143
Una relacién R es antisimétrica si (v1Rv2) A (v2Rv1) = v = vs.

\. J
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Relaciones transitivas

[ Definicion 144
Una relacién R es transitiva si (v1Rv2) A (vaRv3) = v1Rus.

\. J

4 Y > . a
Proposicion 145 Una relacion 'R es transitiva si y sélo siR"™ C R paran € N. La poten-
cia de una relacion R" se define recursivamente como sigue:

RI=R, R'=RoR" 1.

. J

N\

| Corolario 146 Una relacion 'R es transitiva si y sélo si para toda entrada no nula

(ARQ )Z j = 1 de la matriz de adyacencia de R2, Ia correspondiente entrada de la matriz de
adyacencia de R es también no nula (Ar); ; = 1.

L
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Relaciones de equivalencia

Definicion 147
Una relacion 'R sobre el conjunto V' es unarelacion de equivalencia si es reflexiva, simétrica
y transitiva.

Notacion: Si ‘R es una relacion de equivalencia, aRb se suele denotar por
a=b (méd R).

/Definicion 148 )
Sea’R una relacién de equivalencia sobre V' . El conjunto de todos los elementos relacionados

con un cierto v € V se denomina clase de equivalencia de v y se denota por [U]R o]
simplemente por [v]. Luego

[v]r = {w e V:vRw} .

Cualquier elemento w & [U]R (en particular, v) se denomina representante de /la clase de
\ equivalencia [V]R. )
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Conjunto cociente

[Teorema 149 Sea 'R una relacion de equivalencia sobre V' . Entonces, dos A
(1) [a]r en no vacia paratodoa € V.
(2) Para cualquier par de elementos a,b € V', o bien [a]r = [b]r (v aRb) o bien
lalr N [b]r = 0.
S (3) Las clases de equivalencia determinan de manera unica la relacion de equivalencia. )

( )
Teorema 150 Sea R una relacion de equivalencia sobre V. Entonces las clases de
equivalencia de R constituyen una particion de V. Reciprocamente, dada una particion
{V1,Va,...} de V, existe una relacién de equivalencia R tal que sus clases de equiva-

. lencia son los conjuntos V. )

("Definicion 151 b
Sea 'R una relacion de equivalencia sobre V. El conjunto de todas las clases de equivalencia
de R se denomina conjunto cociente de V' por R y de denota por V /R :

V/R = {u]g:veV}.
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Tema 12: Aritmética modular

1. Aritmética entera:
e Division de enteros (recordatorio).

Algoritmo de Euclides.
Identidad de Bezout.
Ecuaciones diofanticas lineales.

2. Aritmética modular.
e Congruencias lineales.
e Aritmética en Z,,.
e La funcién de Euler. Teorema de Euler.
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Aritmética entera: Recordatorio del tema 1

Definicion 152

Dados dos enteros a # 0 y b, se dice de a divide a b si existe un entero q € 7 tal que
b = a - q. Cuando a divide a b, se dice que a es un factor o divisor de b y que b es un
multiplo de a. Si a divide a b, lo denotamos pora | b y sia no divide ab, pora 1 b.

Observaciones:

e Cualquier entero no nulo a € Z dividea 0: 0 = a - 0.
e 1 divide a cualquier enteroa € Z: a =1 - a.

e Cualquier entero a € Z se divide a si mismo: a = a - 1.

Teorema 153 (Algoritmo de divisibilidad) Sia y b son dos enteros con b # 0, entonces
existe un unico par de enteros q y r tales que

a =q-b+r con 0<r<]|bl.
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Propiedades de la division de enteros

(Teorema 154 Sean a,b,c €. )
1. Sia|bya| c, entoncesa | (b+ c).

2. Sia | b, entoncesa | (b c) paratodoc € Z.

3. Sia|byb|c, entoncesa | c.

4. Sic # 0, entoncesa | bsiysdlosi(c-a) | (c-b).

5. Sia | byb # 0, entonces |a| < |b].

\_ 6 Sia|byb| a, entoncesa = +b. )

N

Teorema 155 Sia | b; parai = 1,..., N, entoncesa | > w; - b; para todo u; € Z.
i=1
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Maximo comun divisor. Lema de Euclides (s III a.c.)

Definiciéon 156
Dados dos enteros a, b # 0, se denomina maximo comun divisor de a y b [denotado por
mcd(a, b)] al mayor entero d tal que d | a y d | b.

Observaciones:

e El caso a = b = 0 hay que excluirlo porque cualquier nimero divide al 0.

e mcd(0,a) = |a| para todo entero no nulo a.

Teorema 157 E/ maximo comun divisor de dos ntiimeros enteros es unico.

i Lema 158 (Euclides) Seaa = q - b+ r, donde a, b # 0, q y r son enteros. Entonces |
mcd(a, b) = med(b, r).

J
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Algoritmo de Euclides

Problema 9
Aplicar el Lema de Euclides de manera recursiva para calcular med (662, 414).
a = b-q+r,

662 = 414-1 4+ 248,

414 = 248-1 + 166,

248 = 166-1 4 82,

166 = 82-2 + [2],

82 = 2-41 + 0.
mcd(662,414) = mecd(414,248) = mcd(248,166) = mcd (166, 82)
= mcd(82,2) = [2].
En general, mcd(a, b) = med(b, 1) = med(ry,7r2) = ... = med(ry,—2,7,—1) , donde
Tn,—1 es el dltimo resto no nulo (r, = 0). En el dltimo paso:
T2 = (n - Th—1 = Tp—1 | Tn—2. Portanto, med(r,_2,7m_1) = Tp_1.
Teorema 159 En el Algoritmo de Euclides mcd(a, b) = rp—1 (I.e., el dltimo resto no nulo).
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Identidad de Bezout

Teorema 160 (Identidad de Bezout, 1730-1783) Sia y b son enteros (no nulos simultanea-
mente), existen enteros u, w tales que

mcd(a,b) = a-u+b-w.

DEMOSTRACION. Si escribimos los pasos del Algoritmo de Euclides

a = q-b+nr = rn = a—q-b P,
b = q-11+19 = ro = b—qo -1 Py
L = q3-Tr2+7T3 = T3 = T1—q3-T2 Ps
Tn—4 = (n—2 Tn-3+Th—2 = Tp—2 = Tp—4—(qn—2 Tn-3 Pn_o
Tn-3 = qn—1 Tn—2+tTn-1 = Tp—1 = Tn-3 —QGn-1"Tn—2 Fn-1
Tneo = Qn-Th_1+ (r, =0) = r,_1 = mcd(a,b) P,

Luego, med(a,b) = ry—1 = qp—17n—3 + Bn—1Tn—2 = Qp—2Tpn—a + Bpn_2rn_3 =
... — Q37 + 637’2 = Oégb—|— 627’1 = o1a+ Blb
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Identidad de Bezout (2)

Importante: La identidad de Bezout no implica la unicidad de los enteros v y w.

( N\
Teorema 161 Sean dos numeros enteros a y b no nulos simultaneamente con med(a, b) =
d. Un entero c puede ser escrito de la forma a - x + b - y para algunos enteros x, y si y solo si
c es multiplo de d. En particular, d es el menor natural de la formaa-x +b-y conx,y € 7.

. J/

Corolario 162 Dos enteros a y b son coprimos si y sélo si existen enteros x,y tales que
a-r+b-y=1

(Corolario 163 Si mcd(a, b) = d, entonces: b
1. med(m - a,m-b) = m - d paratodom € N.
a b
2 med|-,-) =1
med (5,7)
N J

r . . Ve
Corolario 164 Si a, b son enteros primos entre si, entonces:

1. Sia|cyb]| c, entonces (a-b) | c.

2. Sia | (b-c), entoncesa | c.
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Minimo comiin miiltiplo

Definiciéon 165
Dados dos nimeros a, b enteros no nulos, se define el minimo comin multiplo dea y b [y

se denota por mcm (a, b)] al menor nimero natural m tal que a | m y b | m.

Observacion: Este nimero existe debido a que N es un conjunto bien ordenado como
veremos en el siguiente tema.

Teorema 166 Seana,b € N cond = mcd(a, b) ym = mcm(a, b). Entonces,

a-b=d-m.

Algunos resultados sobre numeros primos:

Teorema 167 Sin > 1 es un numero compuesto si y sélo sin es divisible por algtin nimero
primop < y/n.

i Lema 168 Sea p un nimero primo y a, b € Z. Entonces:

(@) p | adpya sonprimos entre si.

(b) Sip| (a-b), entoncesép|adp|b.
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Ecuaciones diofanticas lineales [Diophantos, s III]

p
Definicion 169

Una ecuacion diofantica es una ecuacion de una o varias variables y de la que nos interesan

|_solo sus soluciones enteras.

[ Teorema 170 (Brahmagupta, s VIl) La ecuacion lineal
a-r+b-y = c,

cona,b,c € 7Z (y a,b no nulos simultaneamente) admite soluciones enteras si y sélo si
d = mcd(a, b) divide a c, en cuyo caso existen infinitas soluciones enteras (xy, yr.) con
k € Z dadas por

b-k

Ty = WPt —,

Yk = w-p———,

donde p = c¢/d € Z y u,w vienen dados por:
d =u-a+w-b.
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Aritmética modular

La aritmética modular nos permite realizar operaciones algebraicas utilizando en vez de
numeros sus respectivos restos respecto de una cantidad fija denominada médulo (el
modulo es 12 6 24 al contar horas en un reloj, 7 al contar dias de la semana, etc).

Definicion 171
Sean a,b € Z y m € N. Entonces a es congruente con b médulo m sim | (a — b).
Esta relacién se denota pora = b (méd m).

Proposicion 172
1. a =b (méd m) siy sélo sia méd m = b méd m.

2. a=b (m6éd m) siysélosia = b+ k - m paraalgink € Z.

Teorema 173 La relacion = (mod m) para cualquier natural m es una relacion de equi-
valencia.
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El conjunto cociente Z,,

Las clases de equivalencia o de congruencia médulo m
laly,, = {b€Z:a=b (médm)} = {a+mk: kecZ}

constituyen una particion de Z. Hay m clases de equivalencia distintas
correspondientes a los m restos posibles al dividir un entero por m.

Teorema 174 E/ conjunto cociente Z,, = 7./ = (mdd m) esta dado por

Ly, = {[a]m:0<a<m-—1}.

Nota: Normalmente la notacion para Z,, se relaja:

Zm = {0,1,2,...,m—1}.
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Aritmética modular

Teorema 175 Seam € N. Sia; = by (m6éd m) yas = by (m6d m), entonces:
e a1 £ as =b; £by (m6éd m).

® a1 -as =by-by (méd m).

Corolario 176 Seanm,k € N. Sia = b (méd m), entonces a* = b* (méd m).

Teorema 177 Seam € Nyseana,b,c € 7. Sia-¢ = b-¢ (méd m) ymed(c,m) =1,
entoncesa = b (méd m).

Observaciones:

e Este teorema nos permite dividir a ambos lados del signo = siempre y cuando el
nimero por el que dividimos ¢ y el médulo m sean primos entre si.

e Si ¢y m no son coprimos, entonces el resultado correcto es: sea m = p - ¢ con
p,c€Nyseana,b€ Z.Sia-c=0b-c (méd p - c), entonces a = b (méd p).
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Division modular: congruencias lineales

Definicion 178
Una congruencia de la forma

a-x = b (méd m),

dondem € N, a,b € Z y x es una variable, se denomina congruencia lineal.

Nota: Si existe una dnica solucién de la congruencia lineal a - = 1 (méd m),
entonces esto es equivalente a obtener un inverso multiplicativo de a médulo m.

Observacion: Si x es una solucion de una congruencia lineal y 2’ = x (méd m),
entonces z’ también es solucién

a-r'=a-r (mé6dm)=0>b (méd m).

Luego, las soluciones, si existen, forman clases de congruencia médulo m; es decir, son
elementos de Z,,.
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Congruencias lineales

( )

Teorema 179 Sid = mcd(a, m), entonces la congruencia lineal
a-xr = b (méd m)

tiene solucion si y sélo si d | b. En este caso y si x( es una solucion particular de la con-
gruencia lineal, la solucion general viene dada por

xk:$0+7, keZ.

En particular, las soluciones forman d clases de congruencia médulo m con representantes

L +2m +m(d—1)
—, X0+ —,..., 00+ ————= ¢ .
Lo, To i 0 i’ s 0 d

Corolario 180 Si mcd(a, m) = 1 las soluciones = de la congruencia lineal a - x = b
(méd m) constituyen una dnica clase de congruencia médulo m.

Corolario 181 Simcd(a,m) = 1 ym > 1, entonces existe un inverso de a médulo m.
Dicho inverso es tunico modulo m.
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Aritmética en Z,,,

Los elementos de Z,, con m € N son clases de equivalencia médulo m. Por
simplicidad, = € Z,, representa que = € [x],,.
La suma y el producto en Z,, se definen como

r+y = [Tm+Ylm = [2+Ynm,
ry = [Tl Ylm = [T Ylm,

y verifican las propiedades usuales: para todo x, vy, z € Zy,,
e Propiedad interna: z +y € Zy, y £ - Y € Ly,
Propiedades asociativas: z + (y + 2) = (x +y) +zyzxz - (y-2) = (x - y) - 2.

Propiedades conmutativas: x +y =y +xyzr -y =y - T.

Propiedad distributiva: x - (y + 2) = x -y + x - 2.

e Elemento neutro (suma): 30 € Z,, talque 0 + = = x, V& € Z,.
e Elemento neutro (producto): 31 € Z,,, talque 1 - x = x, V& € Z,,.
e Elemento inverso (suma): Vz € Z,,, 3 — x € Z,, tal que x + (—x) = 0.

Importante: Son todas las propiedades de cuerpo (como (R, +, -)) excepto la existencia
de inverso con respecto del producto.
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Aritmética en Z,,, (2)

En Z no existe en general el inverso (multiplicativo) de un entero x: y es el inverso
multiplicativo de = siy sélo si x - y = 1. Sin embargo, si se verifican dos propiedades:

1. Propiedad cancelativa del producto: six # 0y x -y = x - z, entonces y = z.
2. Siz-y=0entoncesx =006y = 0.

Ninguna de las dos se cumple genéricamente en Z,.

Definicion 182
Un elemento x Z 0 (méd m) de Z,, es un divisor de cero si existe un elemento y % 0

(méd m) talquex -y =0 (mdd m).

Nota: en algunos libros se elimina la condicién x Z 0 (méd m).

Definicion 183
Un elemento x € 7Z,, es una unidad médulo m si es invertible; es decir, si existe un
S € L talquex-s =1 (méd m).

Teorema 184 E/ inverso de una unidad modulo . es unico.

Nota: Como el inverso de una unidad r médulo m es tnico, lo denotaremos por 7~ 1.
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Aritmética en Z,,, (3)

Teorema 185 Un elementor € 7., es invertible si y sélo siT y m son primos entre si.

Corolario 186 Sip es primo, todo elemento de Z,, distinto de 0 es invertible.

e Si p es primo, entonces (Z,,+, -) es un cuerpo como (R, +,-) 6 (Q, +, -).

e Sim = p - q es compuesto, entonces se sigue la existencia de divisores de cero en
Zp:p-q=0 (méd m) conp,q Z 0 (méd m). En este caso, (Z,,+,-) es un
anillo con divisores de cero.

Definicion 187
La funcién ¢ de Euler ¢: N — N se define de manera que ¢(m) es igual al nimero de
elementos invertibles de Z.,,.

Lema 188 Sip es primo, ¢(p) = p — 1.
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El teorema de Euler

Teorema 189 (Euler, 1790) Siy es invertible en Z.,, (es decir, si mcd(y, m) = 1), enton-
ces

y?™ =1 (méd m).

Corolario 190 (Teorema pequefio de Fermat) Sip es primoy siy % 0 (méd p), enton-
ces

P~ =1 (méd p).

Corolario 191 Sip es primo, entonces para cualquier entero y se tiene que

y?P = y (méd p).

Teorema 192
1. Sip es primo, entonces ¢(p*) = p*~1(p — 1) paratodo k € N.
2. Simcd(m,n) = 1, entonces ¢p(m - n) = ¢p(m) - p(n).

3. Sin > 2 tiene la siguiente descomposicion en factores primos n = H:;:1 pzk con

n, > 1, entonces p(n) = n - [[_, (1 — 1/pg).
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Tema 13. Relaciones de orden

1. Relaciones binarias.
2. Relaciones de equivalencia.

3. Relaciones de orden:
e Conjuntos parcialmente ordenados.
e Diagrama de Hasse.
e Elementos maximales.
e Conjuntos totalmente ordenados.
e Conjuntos bien ordenados e induccion matematica.

4. Reticulos y dlgebras de Boole.
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Relacion de orden parcial

Definicion 193
Una relacion sobre un conjunto V' se denomina orden parcial (o relacion de orden) si es
reflexiva, antisimétrica y transitiva.

Notacion: Las relaciones de orden se suelen denotar por el simbolo <.

[ Definicion 194
Un conjunto V' equipado con una relacion de orden = se denomina conjunto parcialmente
ordenado (V, <) (o poset).

. J

("Definicion 195 |

Sea (V, =) un conjunto parcialmente ordenado. Dos elementos a,b € V' son comparables
si 6 biena =< b 6 bien b =< a. Si no se verifican ninguna de estas condiciones, dichos

L elementos se denominan no comparables. )

(Definicion 196 b
Un conjunto parcialmente ordenado (V, j) esta totalmente ordenado cuando cualquier par
de elementos a,b € V son comparables. Se dice entonces que (V, <) es un conjunto

L totalmente ordenado (o cadena).

J

DM- p. 118/140



Diagramas de Hasse, 1926

El digrafo asociado a una relacion de orden < se puede simplificar eliminando las
redundancias derivadas de las propiedades de orden

Algoritmo para obtener el diagrama de Hasse del orden parcial <:

1. Como = es reflexiva, hay un bucle en cada vértice. Eliminar todos los bucles.

2. La transitividad de < se refleja en la posible existencia de subgrafos del tipo:

Sia X by b =< c, eliminar la arista superflua asociada a a < c.

3. Elegimos que todas las aristas apunten hacia arriba. Eliminar el sentido de las
flechas.
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Elementos extremales

( Definicién 197 h
Sea (V, <) un conjunto parcialmente ordenado. M € V es un elemento maximal si para
todov € V, M =< v implicaque M = v. m € V es un elemento minimal si para todo
v € V,v <X m implica que m = v. Es decir, en el diagrama de Hasse asociado a (V, j),

(10 hay ningtn elemento por encima de M ni ningtin elemento por debajo de m. y

(Definicion 198

Sea (V, =) un conjunto parcialmente ordenado. M* € V es un elemento maximo si v <
M* paratodov € V. m* € V es un elemento minimo sim* < v paratodov € V. Es
decir, en el diagrama de Hasse asociado a (V, <), M* est4 encima de todos los elementos
de V ym* estd por debajo de todos los elementos de V' . Los elementos méaximo y minimo
de (V, =) se denotan por méx(V') y min(V') respectivamente.

. J

Nota: Los elementos maximales, minimales, méx(V") y/o min(V') de (V, <) pueden no
existir.

Teorema 199 E/ elemento méximo M™* de un conjunto parcialmente ordenado (A, <),
si existe, es unico. Ademas todo elemento maximo es maximal.
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Elementos extremales (2)

Nota: los subconjuntos de un conjunto parcialmente ordenado (V, <) heredan dicho
orden <.

( Definicioén 200 )
Sea (V, j) un conjunto parcialmente ordenadoy B C V. u € V es una cota superior o
mayorante de B sib < wu para todo b € B. El conjunto de las cotas superiores de B se
denota mayor(B).

u* € V es el supremo de B si es la menor de las cotas superiores: u* = min(mayor(B)).

d € V es una cota inferior o minorante de B sid < b paratodob € B. El conjunto de las
cotas inferiores de B se denota minor(B).
\d* € V es elinfimo de B si es la mayor de las cotas inferiores: d* = max(minor(B)). )

Nota: Puede ocurrir que mayor(B) = (), minor(B) = () y/o que sup(B) e inf(B) no
existan.
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Orden total compatible con un orden parcial

Definicion 201
Un orden total (V, jT) es compatible con el orden parcial (V, = p) si para todov,w € V,
v <p w implica que v <1 w.

Algoritmo 202 (Ordenacion topoldgica)
procedure TotalOrder( (V, = p) : conjunto finito parcialmente ordenado)
k=1
while V £ ()
begin
v = un elemento minimal de (V, <p)
V=V {up}
E—k+1
end

vy 27 vy =7 ... <7 v, es un orden total compatible con (V, <p).
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Conjunto bien ordenado

Definiciéon 203
(V, j) es un conjunto bien ordenado s/ (V, j) es un orden total y cualquier subconjunto
no vacio de V' tiene siempre un minimo.

Observaciones:

e El conjunto de los nimeros naturales con el orden habitual (N, <) es un conjunto
bien ordenado. Esta propiedad es equivalente al principio de induccién.

e El conjunto totalmente ordenado (Z, <) no es un conjunto bien ordenado; pero
como Z es isomorfo a N, podemos escoger otro orden < tal que (Z, <) sea un
conjunto bien ordenado.
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El principio de induccion para los naturales

("Definicion 204 (El principio de induccién: versién débil) )
Sea P una cierta propiedad que satisface las siguientes condiciones:
(1) Paso base: P(1) es cierta.

(2) Paso inductivo: dado un natural k arbitrario pero fijo, si P (k) es cierta, entonces P(k 4
1) es cierta.

 Entonces P(n) es cierta para todon € N. )

Observacion: La hipétesis en el paso inductivo (P (k) es cierta) se denomina hip6tesis
de induccion. Para realizar el paso inductivo, se asume la hipdtesis de induccion y luego
se usa ésta para probar que P(k + 1) es cierta.

(Definicién 205 (El principio de induccion: version fuerte) A
Sea P una cierta propiedad que satisface las siguientes condiciones:

(1) Paso base: P(1) es cierta.

(2) Paso inductivo: dado un natural k arbitrario pero fijo, si P(m) es cierta para todo 1 <
m < k, entonces P(k + 1) es cierta.

 Entonces P(n) es cierta paratodon € N. )
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Principio de induccion para conjuntos bien ordenados

condiciones:
1. Paso base: P(vq) es verdadera paravy = min(V).

\ Entonces P(v) es cierta paratodov € V.

(F Proposicion 206 (Principio fuerte de induccion para conjuntos bien ordenados) Sea )
(V, j) un conjunto bien ordenado y sea P una cierta propiedad que satisface las siguientes

2. Paso inductivo: sea w un elemento arbitrario pero fijo de V' y sea v su sucesor. Enton-
ces si P(x) es verdadera para todo vy < x =< w, entonces P(v) es verdadera.

J

Resumen: Tipos de relaciones
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Relacion Reflexiva | Simétrica | Antisimétrica | Transitiva
Equivalencia SI SI NO SI
Orden SI NO SI SI
Orden Total SI NO SI SI Todo par es comparable
Bien ordenado SI NO SI SI Todo subconjunto no vacio
tiene minimo
Relaciones

Orden Total

De Equivalencia

Identidad

Orden Parcial

Bien Ordenado
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Tema 14. Reticulos y algebras de Boole

Relaciones binarias.
Relaciones de equivalencia.

Relaciones de orden.

o=

Reticulos y algebras de Boole:
e Definiciones y propiedades.
e Reticulos acotados.

e Reticulos distributivos.
e Reticulos complementados.

Algebras de Boole
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Reticulo

Definicion 207
Un reticulo es un conjunto parcialmente ordenado (A, j) en el que cada par de elementos
tiene un supremo y un infimo.

e Si existen, tanto sup(a, b) como inf(a, b) son tnicos.

e Si (A, <) es un reticulo, ambas operaciones se pueden considerar operadores
binarios sobre A:sia,b e A
e Su supremo se denota por sup(a,b) =a Vb € A.
e Su infimo se denota por inf(a,b) =a Ab € A.
e No todos los conjuntos parcialmente ordenados son reticulos.

e Un conjunto totalmente ordenado si es un reticulo con sup(a, b) = max(a, b) e
inf(a,b) = min(a, b).
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Dualidad

e Si (A, <) es un conjunto parcialmente ordenado, (A, >) lo es también. El
diagrama de Hasse de (A, ) se obtiene invirtiendo el de (A, <).

e Si (A, <) es un reticulo, entonces (A, >) también lo es siempre que sup <> inf.

Corolario 208 (Principio de dualidad) Cualquier enunciado referido a un reticulo (A, j)
se mantiene valido si intercambiamos < por >, sup porinf y \ por A.

e Los reticulos (A, <)y (A, >) son duales entre si.
e Las relaciones de orden <y > son duales entre si.

e [as operaciones V y A son duales entre si.
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Propiedades de los reticulos

(Proposicién 209 Si(A, <) es un reticulo, entonces para cualquier a, b, c € A:
1. sup(a,a) = a V a = a [idempotencia]

2. sup(a,b) =aVb=>bVa=sup(b,a) [conmutatividad]

3. sup(a,sup(b,c)) =aV (bVc) = (aVb)Vc=sup(sup(a,b),c) [asociatividad]
4 sup(a, inf(a,b)) = a V (a A b) = a [absorcion] y
Por dualidad se obtiene:

~

("Corolario 210 Si (A, <) es un reticulo, entonces para cualquier a, b, c € A:

1. inf(a,a) = a A a = a [idempotencia]

2. inf(a,b) = a Ab=bAa=1inf(b,a) [conmutatividad]
3. inf(a,inf(b,c)) =a A (bAc)=(aANb)Ac=inf(inf(a,b), c) [asociatividad]
4. inf(a,sup(a,b)) = a A (aV b) = a [absorcion]
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Propiedades de los reticulos (2)

Proposicion 211 Si (A, j) es un reticulo, entonces para cualquier a, b € A las siguientes\
afirmaciones son equivalentes:

1. a=<b
2. sup(a,b) =aVb=>

3. inf(a,b) =aANb=a y

Proposicion 212 (Desigualdades distributivas) Si (A, <) es un reticulo, entonces para
cualquier a, b, c € A se cumple que

1. inf(a,sup(b,c)) =a A (bVec) = (aAb)V (aAc)=sup(inf(a,b),inf(a,c))
2. sup(a,inf(b,c)) =aV (bAc) 2 (aVb)A(aVc)=inf(sup(a,b),sup(a,c)) )

\_
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Los reticulos como sistemas algebraicos

Definicion 213
Un reticulo es un sistema algebraico (A, V, /\) con dos operaciones binarias V y /\ que
satisfacen las leyes conmutativa, asociativa y de absorcion.

e Laley de absorcion implica la ley de idempotencia.

e Aunque no se asume la existencia de ninguna relacion de orden en A, ésta se

deduce de las propiedades de las operaciones V y A. En particular, para todo
a,be A,
a=<b & aVvVb=>b.

e a XayaqueaV a = apor idempotencia.

e SiaXb&saVvVb=0b.Sib<a< bVa=a. Luegoa=V>.

e SiaXb&aVb=byb=<c& bVc=c,entonces
aVe=aV((bVe)=(aVvVb)Ve=bVc=c Luegoa =< c.

e Luego < es una relacion de orden parcial y (A, <) es un conjunto parcialmente
ordenado.
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Subreticulos

Definicion 214
Dado un reticulo (A, V, \), un subreticulo (M, \/, \) esta formado por un subconjunto no
vacio M C A que es cerrado bajo las operaciones binarias \V y /\.

e Todo reticulo es subreticulo de si mismo.
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Reticulos acotados

Definicion 215

Un reticulo (A, j) tiene una cota inferior denotada por 0 si0 < a para todo a € A. De
igual manera, un reticulo tiene una cota supetrior denotada por1 sia < 1 paratodoa € A.
Un reticulo esta acotado si tiene cotas superior e inferior.

e Las cotas 0 y 1 satisfacen las propiedades: para todo a € A,

e La cota superior 1 es el elemento neutro de la operacion A: a A 1 = a y satisface
queaV1l=1.

e La cota inferior O es el elemento neutro de la operacion V: a V 0 = a y satisface
que a A0 = 0.

e En un reticulo acotado podemos extender el principio de dualidad y considerar
también el intercambio 0 <> 1.

e Todo reticulo finito A estd acotado: 1 = sup(A4) y 0 = inf(A).

sup(a,1l) =aVv1=1.
inf(a,1) =aAl=a.
sup(a,0) =a V0 =a.
inf(a,0) =a A0 =0.
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Reticulos distributivos

("Definicién 216 b
Un reticulo (A, <) es un reticulo distributivo si para todo a, b, c € A,
inf(a,sup(b,c)) =aA(bVe) = (aAb)V (aAc)=sup(inf(a,b),inf(a,c))

L sup(a,inf(b,c)) =aV (bAc) = (aVb)A(aVc)=inf(sup(a,b),sup(a,c)) )

e Esto es algo més que la propiedad distributiva:

inf(a,sup(b,c)) =a A (bVc)
sup(a, inf(b,c)) =a Vv (bAc)

1Y

(a Ab) V (a A ¢) =sup(inf(a,b), inf(a,c))
(aVb)A(aVc)=inf(sup(a,b),sup(a,c))

IA

(Teorema 217 Un reticulo es distributivo si y solo si no contiene un subreticulo isomorfo a)
uno de estos dos reticulos:

N5 = y Ms =

donde N= se denomina “reticulo pentagonal” y M+ se denomina “reticulo diamante”.
\ ¢ 5 y M3 J
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Reticulos complementados

Definiciéon 218
Si el reticulo (A, V, A, 0, 1) es un reticulo acotado y a € A, entonces un elemento com-

plementario de a es (si existe) un elemento b € A tal que sup(a,b) = aVb = 1e
inf(a,b) =a ANb=0.

e Las cotas 0y 1 son complementarios entre si.
e Si a es complementario de b, b es complementario de a.
e Un elemento a € A puede no tener complementario o tener varios.

e El tunico elemento complementario a 1 es 0 y viceversa.

[ Definicion 219
Un reticulo (A, V, A, 0, 1) es complementado si cada elemento a € A tiene al menos un
elemento complementario.

.

J

( )

Proposicion 220 En un reticulo distributivo (A, V, /\) si un elemento a € A tiene un ele-
mento complementario, éste es unico.

e Luegosi (A, V,A) es un reticulo distributivo y complementado, cada elemento
a € A tiene un Unico elemento complementario, que denotaremos por a.
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Algebra de Boole

[ Definicion 221 (Definicién 1)
Un algebra de Boole es un reticulo (A, V, A, 0, 1) acotado, distributivo y complementado.

( Definicion 222 (Definicion 2) )
Sea B un conjunto que contiene al menos dos elementos distintos 0, 1 y sobre el que defini-
mos las siguientes operaciones:

e La operacion binaria suma booleana (a,b) — a + b € B.
e La operacion binaria producto booleano (a,b) — a - b € B.
e [a operacion unitaria complementaciona — a € B.

Entonces B es un algebra de Boole si se cumplen las siguientes propiedades para todo
a,b,ce B:

1. a + 0 = a [elemento neutro respecto de la sumaj

2. a -1 = a [elemento neutro respecto del producto]

3. a+b=0b+a,a-b=>b-a [conmutatividad]

4. a+(b+c)=(a+b)+ca-(b-c)=(a-b)- c[asociatividad]

5 a+(b-c)=(a+b)-(a+c),a-(b+c) = (a-b)+ (a-c) [propiedades distributivas]
6

. a+a=1,a-a=0 [leyes de complementos] Y,

N
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Algebra de Boole sencilla

e Podemos eliminar el simbolo - en el producto booleano a - b = ab siempre que no
haya confusion.

e Loselementos 0,1 € A no tienen porqué ser iguales a los nimeros 0,1 € Z.

e Las operaciones suma booleana + y producto booleana - en un dlgebra de Boole
no tienen porqué ser la suma y el producto de nimeros reales.

El algebra (B, +,-,~,0, 1) formada por B = {0, 1} con las operaciones suma,
producto y complementacion definidas sobre B como sigue:

1-:0 = 0-1=0-0=0,
1.1 = 1,
141 = 140 =0+1=1,
0+0 = 0,

1 = 0,

0 = 1,

es un algebra de Boole y es la mds simple que existe: algebra de Boole de dos
elementos.
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Algebras de Boole no triviales generales

Sea un conjunto no vacio A. Consideremos el conjunto de sus subconjuntos P(A) con
la relacion
B<C & BCC(C,
donde B,C C A.
e El conjunto (P(A), <) es un conjunto parcialmente ordenado.
e El conjunto (P(A), <) es un reticulo. Si B,C' C A,
e sup(B,C)=BUC C A(V = U).
e inf(B,C)=BNCCAN=nN).
Los elementos neutros son
e 1 =A.
e 0=10
El conjunto (P(A),U,N, D, A) es un reticulo distributivo.

Cada B C A tiene un complementario tnico B = A \ B C A.
El conjunto (P(A),U,N,\,D, A) es un dlgebra de Boole.

Aplicacion: teoria de la probabilidad.
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Propiedades de un algebra de Boole

/Proposicién 223 Si(B,+,-,,0,1) esun algebra de Boole, entonces para todo a, b € B\
1. Leyes de idempotencia:a +a = a ya-a = a.
2. Leyes de dominancia:a +1=1ya-0=0.

3. Leyesde absorcion:a - (a +b) =aya+a-b=a.

4. Leyes de De Morgan: (a +b) =a-by(a-b) =a+b.

5. Ley de involucién: @ =

a.
\_ 6 Leyde ceroyuno:1 =0y0 = 1. )

( Definicién 224 |
Dada un algebra de Boole, el enunciado dual de uno dado es el que se obtiene al intercam-
biar las operaciones suma y producto y los elementos O y 1 en el enunciado original.

Proposicion 225 E/ dual de un teorema en un algebra de Boole es también un teorema.

( Definicién 226
Dada un &lgebra de Boole (B, +,-,—,0,1), un subconjunto C' C B es una subalgebra de
! Boole si0, 1 € C' y es cerrado respecto a las operaciones +, -, .

J
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