Tema 4: Derivabilidad de funciones de una variable real. Polinomio de

Derivabilidad de una funcion

Desde un punto de vista intuitivo, una funcién derivable
es aquella cuya grafica no presenta “saltos” ni “picos”.

Fig. 1: Grafica de una funcién derivable.

Definicién: Se define la derivada de f en el punto xo

como el limite
f(xo + 1) — f(xo) (1)
h

Se dice que f es derivable en x si:
o 3f'(x)
@ f(xo) < oo

o
(xo) = limy

Fig. 2: Gréficas de funciones no derivables.

Posibles notaciones de la derivada de f en x( son:

x) = Fixg) = P =4
X=Xo dx

dx " dx
df = diferencial de
dx = diferencial de x.

X=Xo

= Si una funcién es derivable en x; es continua
en xo.

Propiedades:

Sean f y g funciones derivables en xo y k € R, entonces:

® Suma. f(x) + g(x) es derivable en xo, donde
(f+9)'(x0) = f'(x0) + g'(x0)
@ Producto por un escalar. cf(x) es derivable en
X0, donde
(cf)'(x0) = cf'(x0)
® Producto. f(x)g(x) es derivable en x¢, donde
(fg)'(x0) = f'(x0)g(x0) + f(x0)g'(x0)
o Cociente. Si g(xq) #0, % es derivable en xg,
donde
f(x))" . Flxo)glxo) — f(x0)g'(x0)
——| (x0) = 3
g(x) g(x0)
0 Regla de la cadena. Si f es derivable en xp y g

es derivable en f(x(), entonces (g o f) es derivable

en Xo, donde
(g0 )'(x0) = g'(f(x0))f'(x0)
Recta tangente: Si f es una funcién derivable en el punto

Xo, la recta tangente a la grafica de la funcién de f en

Xo viene dada por

yr = f(x0) + '(x0) (x — x0)

Fig. 3: Representacion grafica del limite de una funcién.

= Si f es una funcién derivable en un abierto, I, en-
tonces ' es la funcién que a cada x € I le asigna el valor
f'(x).

Propiedades:

Sean f y g funciones definidas en un abierto I, entonces:
layc,a€R, a>0yf=f(x).
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@ Si f/(x) =0 Vx € I, entonces f es la funcién
constante en I.

@ Si f'(x) = g’(x) Vx € I, entonces Jc € R tal que
f=g+cenl

Derivadas laterales:
e Por la derecha.

Se define la derivada lateral por la derecha como
f(xo +h) — f(xo)
, o
flo) = fg == ——
Se dice que f es derivable por la derecha en xg si
e f es continua por la derecha en x¢
o 3f’ (x0) < o0.
e Por la izquierda.
Se define la derivada lateral por la izquierda como

' (xo) = lim 7](()(0 +h) —flxo)
R

Se dice que f es derivable por la izquierda en xo

e f es continua por la izquierda en xg

o 3’ (x0) < 0.
= Una funcion f es derivable en X, sii es derivable
por la derecha y por la izquierda en x;, y ambas
derivadas laterales coinciden.

Derivada de la funcién inversa:
Sifes
© continua e inyectiva en un abierto |
@ derivable en xp € 1
o f'(xo) #0
o ' es derivable en f(xo)
Entonces f~' viene dada por

(Y (Fx0)) = o o (F)(yo) = )

/(xo) f/(FT(yo))
Teoremas importantes:
© Teorema de Rolle. Si f es continua en [a, b],
derivable en (a,b) y f(a) = f(b), entonces
Ix € (a,b) tal que f'(x)=0
@ Teorema del valor medio. Si f es continua en
[a, b], derivable en (a,b), entonces
f(b) —f(a)

Ix € (a,b) tal que f'(x) =
b—a

Fig. 4: Representacion grafica del Teorema de Rolle.

Fig. 5: Representacién grafica del teorema del valor medio.

Regla de Bernouilli-L'Hépital:
Esta regla hace uso de la derivacién como herramienta
para resolver limites con cierto tipo de indeterminaciones.
Condiciones de aplicabilidad:

© Jip f(x) = lin g(x) =0

® i f(x) = ligy g(x) = %00
Si se cumple la condicién 1 o la condicién 2, entonces

fx) . f(x)

donde & = x, X3, F00.

Tabla de derivadas:
La siguiente tabla recoge la derivada de funciones elemen-

tales!.
k)'=0 (%) = af '
(logf)' =% (logy )’ = f1ia
(ef) = flef (af) =f'afloga

(sinf) = f'cosf
(tan )’ = f'sec?

(cos )" = —f'sin(f)
(cot(f))’ = f'cosec?f

(sec )" = fsec f tan f| (cosecf)’ = —f'cosecf cot f
(arcsinf)’ = lr—’rl (arccosf)’ = _712_r2
(arctan )’ = 15 () = T;\f/

(sinh f)" = f’cosh f (cosh f)" = f'sinh f

Aplicaciones

Las principales aplicaciones de la derivada son:
1) Tasa de cambio
A qué ritmo crece/decrece f.
e Esbozo de la grafica de f
Determinacién de los intervalos en los que f

crece/decrece.

2) Célculo de puntos criticos

Un punto critico, X, de una funcién f es aquel tal que

f'(xe) =0 o ff/(xc)

e Determinacién de maximos y minimos

(relativos/absolutos).
Puntos en los que f alcanza su valor
maximo/minimo en un abierto/cerrado.

3) Problemas de optimizacién

Determinacién de los valores méximo/minimo de f sujeta

a ciertas restricciones.

4) Solucién aproximada de ecuaciones no lineales, f(x) =
0

Un método muy utilizado para aproximar la solucién de
ecuaciones no lineales, f(x) = 0, es el método de
Newton-Raphson, que hace uso de la derivada de f.

5) Polinomio de Taylor

Aproximacién de una funcién no polinémica mediante un
polinomio de grado 1 en un entorno del punto xy € D¢ C
R.

Teorema de Taylor. Sea f una funcién continua con
derivadas continuas hasta orden . en un entorno cerrado
del punto xo, y donde f("*1)(x) esta definida en un en-
torno abierto de xy. Entonces,

Fx) = F(xg) + 100

1!
£
+ &(x —xo)" +
n!
donde

o Pry(x) =f(xo) + %’W(X —xo) + %(x —x0)* +
(n)
o+ ﬂﬁ—[f")(x —Xo)" es el polinomio de Taylor
de grado n de f centrado en el punto Xy.
® Rue(x) = 7f£:i](ﬁ)(x —x0)™* es el residuo de
Taylor de f centrado en xo.

"(x0)

T (x—x%0)*+...

(x —xo) +
f(n+l)(£]
(n+1)!

En el caso particular, xo = 0, se dice que
, " (n)
o Puo(x) = £(0) + M  T02 1 4 T0yn o

n!
el polinomio de McLaurin de grado n de f
centrado en xop = 0.

(n+1)
° Rmi(x) = f(n+](]£!)

de f en el punto xo = 0.

x"1 es el residuo de McLaurin
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Temas 4 y 5: Derivabilidad de funciones de una variable real.
Representacion grafica de funciones

Taylor.

Tabla de polinomios de McLaurin:
La siguiente tabla recoge los polinomios de McLaurin de

grado n que mas suelen emplearse.

Pno(x) Rne(x)
()% T (e (5 + o+ (X" o € R| (56!
e":1+x+§+...+§ [“fr‘]],x“”
log(1+x) = x = +5 =54+ (V5 | i
e l—x+x =+ (D™ %"”
Sin(0) ~x —F +H =N (1) ey | Sl
cos() M T =5+ St (DG | Skt
arctan(x) &~ x — ’% +%j %+ st (j1 ]“;:1;
cosh(x) ~ 1 +%+§j+~..+&%,
sinh(x) ~ x + % + ’g +% +...+ [ZX::,‘)!
Fig. 1: De izquierda a derecha y de arriba
a abajo, polinomios de MclLaurin de f(x) =

ex, ]]?, arctan(x), sinh(x)

Aplicaciones tedrico-practicas

@ Célculo del polinomio de Taylor/McLaurin de grado
n de una funcién f alrededor del punto xg

@ Calculo del valor aproximado de una funcién en un
punto con k cifras significativas

© Estimacién del intervalo en el que el polinomio de
Taylor/McLaurin de una funcién f la aproxima con
una cota de error de k cifras significativas

0 Determinar el error cometido al aproximar el valor
de una funcién f en un punto Xy, por su polinomio
de Taylor de grado n

@ Acotar el residuo del polinomio de Taylor de grado n
de una funcién f

Estudio de funciones y
representacion grafica

La grafica de una funcién f permite visualizar propiedades
de esta que de otro modo son dificiles de detectar.

Guia para la representacion grafica de funciones

® Dominio de f = conjunto de puntos en el que
3f(x)

@ Continuidad de f = conjunto de puntos en el que
f es continua; detectar y clasificar los puntos de
discontinuidad

© Asintotas

Verticales, x = xy = }ggof(x) = +o0
e Horizontales, y =L = XHI:&G f(x) =L
e Oblicuas', y = mx +n con

xligxm@ #0, n= lim [f(x) —mx]

ISi f tienes una asintota oblicua entonces no tiene asintotas horizontales
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Fig. 2: Tipos de asintotas: horizontal (verde), vertical
(rojo) y oblicua (morado)
o Cortes con los ejes
Eje x = f(x) =0
Ejey = y =f(0)

6 Simetrias
f es par si f(x) = f(—x) = gréfica simétrica respecto del
ejey
f es impar si f(x) = —f(—x) = gréfica simétrica respecto
del origen

Fig. 3: Funcién simétrica respecto del eje y (verde) y fun-
cién simétrica respecto del origen (naranja)
0 Puntos criticos y extremos locales
X* es un punto critico de f si f'(x*) =0 o A/(x*)
Extremos locales = test de la primera derivada®
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Fig. 4: Deteccién de extremos relativos de la grafica de f
mediante el test de la primera derivada
@ Concavidad y puntos de inflexién
x* es un punto de inflexion de f si f”(x*) =0 o B f"(x*)
Concavidad/Convexidad = test de la segunda derivada®
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Polinomio de

Fig. 6: asintotas, simetria, monotonia, extremos y con-
cavidad/convexidad de la gréfica de f
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Fig. 7: Puntos de corte con los ejes, monotonia, extremos,
concavidad/convexidad y puntos de inflexién de la gréfica

de f

Fig. 8: Asintotas, monotonfa, concavidad/convexidad y

puntos de inflexién de la gréfica de

Fig. 5: Deteccién de los puntos de inflexién de la grafica itiediravag i fis b R

de f mediante el test de la segunda derivada

Fig. 9: Asintotas, monotonia, extremos relativos y con-
cavidad/convexidad de la gréfica de f

2El test de la primera derivada se basa en el signo de f’ a la izquierda y a la derecha del punto critico x*
’El test de la segunda derivada se basa en el signo de f” a la izquierda y a la derecha del punto x* tal que f”(x*) = 0 o #f"(x*)
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