Deseo y espero que esta publicacién sirva realmente de ayuda a los estudiantes

y tarnbién a los profesores, y haga mds agradable (y asequible) el estudio de la
Optica Geométrica.

Valencia, Octubre de 1998

Carlos Ferreira Garcia
Catedrdtico de Optica
Universitat de Valéncia

INDICE

L- INEOAUCCION «.etveeteereceeere sttt st st b s s s s ss e bbb s 13
1L.- Conceptos y leyes fundamentales ........coovreerinciinininiiennes 17
1I1.- Superficies pticas. Lentes delgadas.......cooviiimiciiiininnncncs 39
TV ESPEJOS ettt ettt e crs bbb e 69
V.- Refraccién en superficies planas

Lédminas plano paralelas ¥ PriSmas........ccocvreeriiniiiresiinsisssssnsenes 85
VLI.- Teoria general de 10s sistemas OPLiCOS w.....ccoeuiiriorimiiiiieriinemriisssiinsnce 115
VIL- Formulacién matricial de la Optica gaussiana ...........c.cccewcmrirrirsecrinns 145
VIIL- Limitacién de los haces de rayos. Diafragmas.......ccccooeiininnieninns 167
IX.- Aberraciones MONOCIOMALICAS .. .ccerreurrvtiririirrereriersnsersasrsrase s eneas e 187
X .- Aberraciones CrOMAICAS ...c.c.ovevuecriiimeiiiieiiriresberssiss e estesesr et eees 225

¢

BABHOGIALTA 1. v cvecesiieintimnes sttt 241



CAPITULO I
INTRODUCCION

El estudio de la Optica en general abarca un campo muy extenso , siguiendo las
definiciones clasicas, se puede entender la Optica como el estudio de las radiacio-
nes electromagnéticas de todas las frecuencias: producci6n, emisién, propagacion,
absorcién y deteccién. A veces se precisa que la definicién precedente es la de
Optica Fisica para distinguirla de acepciones més restringidas por su objeto o su
método. La Ciencia de la Visi6én, que formaba inicialmente toda la Optica constituye
actualmente la Optica Fisiolgica. La Optica Ondulatoria descansa sobre la teoria
electromagnética de la luz; con determinadas aproximaciones se obtiene la Optica
Geométrica. El descubrimiento de una estructura cudntica de la luz (fotones) dio
Jugar al nacimiento de la Optica Cudntica y el reconocimiento de ciertas analogias
entre los fotones y las particulas dotadas de masa ha permitido el desarrollo de una
Optica Corpuscular.

El primer contacto con la Optica normalmente se hace a través de la Optica
Geométrica ya que ésta se ocupa solamente de las cuestiones relacionadas con
la propagacién de la luz. Su objetivo es determinar las trayectorias de la energia
radiante a través de distintos medios materiales, o estudiar la disposici6n de los
medios de modo que la propagacion se ajuste a determinadas trayectorias consi-
guiendo, por ejemplo, que toda una familia de ellas pase por un punto como ocurre
en los casos de focalizacién. El desarrollo de la Optica Geométrica se basa en los
conceptos de rayo luminoso para caracterizar a la luz y el de indice de refraccion
para caracterizar a los materiales. De esta manera se desenvuelve como una teoria
geométrica pura sobre un tnico postulado fisico: el principio de Fermat que estd
intimamente ligado al principio filoséfico de minimo, de gran aplicacién en los
fenémenos de la Naturaleza.

Un rayo luminoso no es mas que la curva geométrica normal a las superficies
de las ondas electromagnéticas en los medios Gpticamente is6tropos; en los medios
pticamente homogéneos, es una linea recta. Esta propiedad de normalidad es uti-
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lizada por la Optica Geométrica para determinar la formacién de imégenes dpticas
asimilando los rayos a las trayectorias de energia luminosa. Esto no es més que una
aproximacién, vdlida en tanto en cuanto los rayos utilizados formen un haz en forma
de cono con un 4ngulo sélido suficiente, es decir, mientras que la superficie utilizada
de las ondas, necesariamente limitada, no tenga un drea excesivamente pequefia. La
observacién muestra que, en una regién del haz de un tamafio del orden de la lon-
gitud de onda de la luz, aparecen fenémenos de difraccién que no predice la Optica
Geométrica. Por tanto, si se reduce el area itil de una superficie de onda con un
diafragma cuyo didmetro sea del orden de la longitud de onda, la nocién de rayo
pierde su significado. Se puede mostrar que la aproximacién de la Optica Geométrica
se une a la Optica Ondulatoria en el caso limite en el que la longitud de onda tienda
a cero. En los medios épticamente anisétropos, los rayos luminosos, trayectorias de
la energia, no se confunden con las normales a las ondas.

El indice de refraccién de un medio épticamente transparente para una radiacion
electromagnética de frecuencia determinada, no es més que la relacidn entre la velo-
cidad de las ondas electromagnéticas en el vacio (¢=299792458 m/s) y la velocidad
de fase en el medio (producto de la frecuencia por la longitud de onda). De esta
manera, cada medio Spticamente transparente queda perfectamente caracterizado por
su capacidad de ralentizar las radiaciones electromagnéticas que inciden sobre €I.

Partiendo de estas premisas se puede definir la ()ptica Geométrica, segin J.P.
Mathieu, A. Kastler y P. Fleury en su Dictionnaire de physique (3° edicion, ed. Mas-
son, 1991), como el conjunto de proposiciones que conciernen la propagacién de
la luz a través de los medios transparentes y la formacién de imigenes 6pticas,
apoyandose en la nocién de rayo luminoso. Estas proposiciones pueden dedu-
cirse del principio de Fermat o de las leyes equivalentes de Snell-Descartes sin
otras hipétesis. La Optica Geométrica constituye una aproximacién de la Optica
Ondulatoria valida para longitudes de onda despreciables.

En cualquier caso, ésta es la definicién formal de la Optica Geométrica que par-
te de las bases del conocimiento de la Teorfa Electromagnética lo que no siempre
ocurre a la hora de abordar esta materia. Para el lector que no haya tenido contacto
ni con la Optica ni con la Teorfa Electromagnética, esta definicién le puede llevar a
pensar que se trata de una materia sumamente complicada, con una gran complejidad
matemdtica y de dificil comprensién. Nada més lejos de la realidad que encarar esta
materia con estas prevenciones. La Optica Geométrica es, como se ha mencionado,
una aproximacién que nos permite movernos desde el punto de vista macroscdpico,
lo que permite explicar de una manera sencilla una gran cantidad de fenémenos de
la vida diaria. Es necesario tener en cuenta que la mayor parte de la informacién la
adquirimos a través de imagenes y es muy satisfactorio poder conocer c6mo se forman
y c6mo se pueden manipular esas im4genes que obtenemos en nuestra retina, ya que

el 0jo no es mis que un sistema Gptico cuyo funcionamiento en este aspecto puede
ser explicado con la Optica Geométrica. Hay una gran cantidad de situaciones en las
que la sencillez de la aproximacién de la Optica Geométrica compensa ampliamente
su falta de precisién cuando se intentan describir fenémenos en los que interviene la
naturaleza ondulatoria o corpuscular de la luz.
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Desde ¢l punto de vista matematico, la Optica Geométrica es muy elegante, ya
que desde un dnico principio (el principio de Fermat) puede deducirse todo's‘u for-
malismo, de manera coherente. Es mas, los razonamientos para esta deduccion son
de tipo geométrico por lo que unas nociones basicas d<.3 Geometria son, en general,
suficientes para poder abordar el estudio de esta materia.

A la hora de desarrollar la Optica Geométrica hay fundamentalmente dos maneras
de hacerlo. Una més deductiva que consiste en plantear los principigs generales y
a partir de ellos estudiar los casos particulares (lentes, espejos, prlsn.la_s’...). Esta
manera de actuar es la que presenta el libro de J Casas,’éptica (7° edicion, 1 994.)
que constituye una referencia cl4sica en el mundo de la Optica. La otra foma es ir
estudiando en primer lugar los casos mds sencillos (lente delgada, espejo pl'ano...)
para poco a poco generalizar el estudio hacia los casos més generalfes. Un e'Jemplo
clasico de este tipo de razonamiento es el libro de E. Hecht y A. Zajac, Optica (ed.
Addison-Wesley Iberoamericana, 1988). Esta segunda manera de abordar'el problema
es la que se utilizard a lo largo de este texto ya que prgsenta la ventaja de qu’e el
lector puede ir poco a poco familiarizdndose con la materia y su lenguaje e/spe?mﬁco
1o cual es bésico cuando se trata del primer contacto con el mundo de la Optlcfa.

En cualquier caso parece muy interesante, cuando se qui’ere.estudiar e} gon]unto
de la Optica, comenzar por adquirir unas bases sélidas de Optica Geometrlca} pues
con ella se pueden abarcar una gran cantidad de fenémenos, 1o que permite, al
menos, poder realizar un primer andlisis del problema. Muchas cuestiones tar}to'de
()ptica Ondulatoria (interferencias, difraccién...) como incluso de Optica Cl{etntlca
precisan, cOmo paso previo, conocimientos del tipo de p_lanos de fqrmacwn de
imédgenes, trazados de rayos, etc. que la Optica Geométrica proporciona de una

manera sencilla.

La Optica Geométrica que se va a desarrollar en los proximos c.apl’tu'lo.s €s, en
realidad, el caso particular mds utilizado en la bibliograffa por su sn'nphcxdad, en
el que el origen de objetos y el origen de imdgenes son puntos.conjugados en.tre
sf a través del sistema Gptico y su aumento vale justamente la, uqldad (punt}os. prin-
cipales). Dado que una de las funciones principales de la Opucz} Geometr.lca es
determinar para un objeto dado donde se forma su imagen a tr'fwes de un sistema
Optico mas 0 menos complicado, la pregunta que puede surgir, para conocer la
posicién de dicho objeto con respecto al sistema, es qué punto es el origen desde el
que se mide la posicién del objeto. Lo inmediato seria pensar en elegir dos puntos
cualesquiera como origen de objetos y de¢ imédgenes ya que, a fin de cue?ntas,. un
sistema Gptico establece una aplicaci6n biyectiva entre los puntos del espacio F)b]eto
con los correspondientes puntos del espacio imagen. Esta opcion trae consigo un
4lgebra mucho mds complicada que si se eligen esos dos puntos de tal r.n’anera que
sean conjugados entre si (uno imagen del otro). Dentro de esta eleccion el caso
que proporciona las ecuaciones més sencillas ocurre cuando f:] aume:nto entre €s0s
dos puntos (origen de objetos, origen de imédgenes) es la un1daq. S6lo en algunos
casos muy determinados, fundamentalmente en la llamada ecuaméq de Newton, en
los que las ecuaciones obtenidas son de gran utilidad a la vez que s‘lmple's se van a
utilizar origenes diferentes. En cualquier caso, dentro de las condiciones impuestas
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en el desarrollo de la ()ptica Geométrica, si se utiliza correctamente esta dlgebra,
los resultados obtenidos son exactos y constituye una potente herramienta para el
andlisis de los sistemas dpticos.

Antes de entrar propiamente en el desarrollo de la Optica Geométrica, conviene
recordar que todas las materias gustan mas cuando se las conoce. Siendo ésta una
materia en la que a partir de un tinico principio se pueden deducir un conjunto de
proposiciones que constituyen una aproximacion aplicable en muchos casos para
predecir con gran exactitud el comportamiento de la luz, no conviene ir excesiv-
amente répido en su estudio, ya que si el concepto en que se basa la relacion a
obtener no estd bien asentado, dificilmente se logrard su comprensién. Un error
frecuente consiste en tratar la Optica Geométrica como un conjunto de relaciones
matematicas, con poca o ninguna conexién entre ellas, entre las que hay que “elegir”
para resolver el problema planteado, olvidando en muchos casos que se trata de un
conjunto coherente en el que existen muchos caminos para llegar a la meta. No hay
que olvidar que, aunque la Optica Geométrica es una disciplina que se estudia desde
hace siglos, y en algin momento se puede caer en la tentacidén de pensar que no tiene
nada que aportar, es fundamental para la comprension de la Optica y constituye una
herramienta imprescindible para abordar la compensacion visual y el estudio de los
elementos oftdlmicos.

Capitulo II

CONCEPTOS Y LEYES FUNDAMENTALES

[L1.- CONCEPTO DE RAYO LUMINOSO E INDICE DE REFRACCION

A continuacién vamos a ver como la propagacién de la luz en el espacio la
podemos asimilar al concepto de rayo luminoso y que el medio material dénde tiene
lugar ésta viene caracterizado por su indice de refraccién. '

Siempre que entre una fuente de luz y una pantalla se interpone un objeto.opaco,
la silueta de éste aparece delimitando una zona que cominmente denominamos
sombra. Conforme aumenta el tamafio de la fuente, aparece alrededor de la sombra y
rodedndola otra regién denominada penumbra cuya intensidad va variando conforme
nos alejamos del centro de la sombra. Este hecho tan simple permite establecer que
la luz se propaga en linea recta y que, ademés, las rectas que paften del foco emisor
se pueden considerar como algo mds que meras lineas geométricas. Dado que indi-
can las trayectorias de la energfa radiante reciben el nombre de rayos de luz.

El modo de acercarnos “fisicamente” a este concepto es mediante la obtencién de
un cono de luz a partir de un foco emisor y un orificio en una pantalla opaca tal y
como puede verse en la figura 2.1.

FiGura 2.1. Haz y pincel de luz
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A este cono lleno de luz que, geométricamente determinan el foco emisor y el
orificio se le denomina haz de luz. Si las dimensiones del orificio son pequefias al
cono de luz se le denomina pincel. Si hiciéramos tender el didmetro del orificio a
cero, tedricamente, llegarfamos a una abstraccién ideal que constituye el rayo Jumi-
noso.

Ahora bien, en el 4mbito de la Optica Geométrica, tanto el haz como el pincel no
son considerados como tubos de luz por los que se conduce un flujo energético sino
como el conjunto de todos sus rayos definidos por el punto emisor y cada uno de los
puntos del orificio o superficie que atraviesan.

Como es bien conocido, la velocidad de 1a luz en el vacio, ¢, es una constante
cuyo valor es aproximadamente de 300.000 km/s. Ahora bien, cuando la luz se
propaga en los diferentes medios materiales su velocidad v, varia, ya que depende de
la constitucién de los mismos. Desde este punto de vista, cada medio puede ser
caracterizado por un mimero, n, llamado indice de refraccién, y que se define
como:

n=c/v

De la propia definicién, inmediatamente se deduce que este niimero, n, es adimen-
sional puesto que es el cociente entre dos velocidades y siempre superior a la unidad.
También se puede hablar de indice de refraccién de una sustancia (1) respecto a otra
(2) de acuerdo con la relacién:

n,=n,/n,

Atendiendo a las caracteristicas del indice de refraccion los medios materiales se
pueden clasificar en homogéneos o inhomogéneos y en isétropos o anisétropos.

Si el indice de refracci6n es una constante, la velocidad de la luz en el medio
material serd igual en todos sus puntos, decimos entonces que este medio es “homo-
géneo e isétropo™. Si n varia con la direccién, n = f(s), el medio se denomina
“anisétropo”, y si varia de unos puntos a otros pero en cada uno de esos puntos s
independiente de la direcci6n, n=f(x,y,z), entonces el medio se denomina “heterogé-
neo”. Como ejemplo digamos que los vidrios 6pticos son homogéneos e isGtropos, la
atmésfera es heterogénea puesto que el indice de refraccién varfa con la altura, y
anis6tropos son los cristales de las sustancias que no cristalizan en el sistema regular
por ejemplo el cuarzo y la calcita.

El indice de refraccién del aire tiene un valor de 1.000293 a 0° C y 760 mm de
Hg de presion (nosotros siempre consideraremos para el aire n = 1). Los indices de
refraccidn de la mayor parte de los vidrios corrientes utilizados en los instrumentos
dpticos estdn comprendidos entre 1,46 y 1,96. Solamente hay unas pocas sustancias
que tiene indices de refraccién mayores que este valor, siendo el diamante una de
ellas, con un indice de refraccién de 2.42.

La frecuencia de ]a luz no cambia cuando ésta se propaga por medios diferentes.
El razonamiento es evidente, si en un medio material entra un determinado ntmero
de ondas luminosas por unidad de tiempo, dichas ondas no pueden acumularse
dentro del material ni tampoco destruirse, luego deben salir de €l el mismo nimero
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de ondas por unidad de tiempo que entraron y por tanto la frecuencia permanece
inalterada. Dado que la ecuacién que liga la frecuencia, la longitud de onda y la
velocidad es:

v=A.f

si al atravesar el medio, cambia la velocidad de propagaci6n de la luz serd necesaria-
mente por que la longitud de onda cambia. Si A, es la longitud de onda de una
radiacién en el vacio, y A la longitud de onda de la misma radiacién en un medio
de fndice n tendremos:

A=v/f=@/c)(c/HH=A /n

relacién que nos muesira la variacién de la longitud de onda con el indice de
refraccién. Esta dependencia de la longitud de onda con el indice de refraccion, se
conoce con el nombre de dispersién cromatica.

I1.2.- DISPERSION CROMATICA

Alrededor de 1666, Isaac Newton, en una de sus experiencias sobre andlisis y
sintesis de luz blanca, colocé un prisma en la trayectoria de un haz de luz solar,
consiguiendo obtener detrds del prisma una banda de colores desde el rojo hasta’ el
violeta, que €] denominé espectro. As{ pues, observé que diferentes colores sufrlan
diferentes desviaciones cuando pasaban a través del prisma. Este hecho es debido a
que, cuando la luz blanca se propaga por un medio material, cadg onda monocroma-
tica que la compone (cada color) lo hace con una velocidad distinta y, por lo tanto,
conduce a una dependencia del indice de refraccion con la longitud de onda, provo-
cando la dispersi6n cromética. Un medio no dispersivo serd aquel en que no exista
esta dependencia. El tnico que cumple esta condici6n es el vacio, aunque desde el
punto de vista préctico también pueden considerarse como no dispersi\‘/os los gase_s/ a
baja temperatura. Un ejemplo tipico de cémo varfa el indice de refraca.én en funcmn
de la longitud de onda en la mayorfa de los medios materiales dle'léctn.cos', lo
podemos ver en la figura 2.2. Tal y como puede se puede apreciar, el indice disminu-
ye conforme aumenta la longitud de onda. .

Debido a este fenémeno de la dispersién cromética, si decimos que un medio
tiene un determinado indice de refraccion, se entiende que es para una determinada
longitud de onda y, por tanto, habré que especificar de cuél se trata. .

Como consecuencia de esta diferencia entre las velocidades de propagacién de
las distintas longitudes de onda, cuando un rayo de luz blanca (o policromatica)
incide sobre un medio de indice n’ diferente del indice n del medio del que procede,
éste cambia de direccién y, ademds, cada una de las longitudes de onda que lo
componen tiene una variacién diferente en su direccién de progagaci(’)n (fig. 2.3). La
dispersi6n cromética es, pues, la responsable de que la separacion angular respecto a
la normal a la superficie de separacién entre ambos medios sea diferente para cada
longitud de onda (en la figura se ha exagerado este fendmeno para que se aprecie con

L
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FiGura 2.2. Variacion de n en funcién de A.

més claridad). Si, inicialmente, tenfamos un rayo de luz blanca, en el segundo
medio, tenemos tantos rayos (en direcciones diferentes) como longitudes de onda.

Como serfa imposible analizar una a una todas y cada una de las longitudes de
onda del espectro visible, normalmente el estudio de la luz policromadtica se hace
solamente con algunas lineas espectrales de forma discreta y procurando abarcar
todo el espectro visible. Se emplea para ello la nomenclatura de las franjas del
espectro solar dadas por Fraunhofer; algunas de estas lineas espectrales, en concreto
las mds utilizadas aparecen en la tabla 2.1. A partir de ahora, si decimos que un
medio material tiene un determinado indice de refraccién sin especificar mds, se
sobreentendera que se refiere al fndice de refracci6n para la linea d, si quisiéramos

blanco |

n'>n

F d rojo

azul ymarillo

Ficura 2.3. Dispersion cromdtica.
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referirnos al indice de refraccion para otra longitud de onda, deberemos especificar
explicitamente de qué longitud de onda se trata.

Tabla 2.1 ALGUNAS LINEAS DE FRAUNHOFER
Denominacién Longitud de onda (nm)  Fuente de donde proc@

C 656.2 (rojo) H
D, 589.5 (amarillo) Na
D Centro del doblete 589.2 Na
D, 589.0 (amarillo) Na
d 587.6 (amarillo) He
F 486.1 (azul) H
g 422.7 (violeta) Ca

L

De acuerdo a esta nomenclatura, se define el nimero de Abbe de un medio

material por la relacion:
n,—1
V=

Ng —Ng¢

donde aparecen los indices de refraccion de las lineas C y F, asi como para la raya d
(o D) de modo que las longitudes de onda elegidas se encuentran en las regiones
amarilla, azul y roja del espectro visible. El ndmero de Abbe es un pardmetro
usualmente utilizado para caracterizar a los vidrios Gpticos y su valor en estos
medios varfa normalmente entre 30 y 70. Al inverso del nimero de Abbe se le
denomina poder dispersivo.

Atendiendo al valor numérico del nimero de Abbe, los vidrios épticos se clasifi-
can en vidrios CROWN, aquellos que tienen un niimero de Abbe igual o superior a
50, y vidrios FLINT, aquellos cuyo ntimero de Abbe es igual o inferior a 50.

Los vidrios 6pticos quedan totalmente caracterizados por su nimero de Abbe y
por el indice de refraccién correspondiente a la linea d (en otros textos se utiliza la
linea D correspondiente al centro del doblete del sodio). Es importante conocer cudl
es 1a nomenclatura propia de las casas comerciales ya que €sta varia de unas a otras.
La casa Schott utiliza una representacién grafica cartesiana con el nimero de Abbe
en el eje OX y el indice en el eje OY como se puede ver en la figura 2.4. De esta
manera, cada punto de la gréfica proporciona‘una pareja de valores (v, n,) quedando
asf perfectamente definido el vidrio.

Otra forma de difinir un vidrio es la utilizada por la marca SOVIREL que define
a cada vidrio por una letra y un nimero. La letra representa la unidad y la primera
cifra decimal del valor del indice de acuerdo con la tabla 2.2. El nimero que sigue
representa las siguientes cifras decimales del indice de refraccion. Las cifras que
aparecen después del guién dan directamente el nidmero de Abbe del material. Por
ejemplo, el vidrio B15-58 tiene un indice de 1.515 y un nimero de Abbe de 38.
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Tabla 2.2
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FIGURA 2.4. Representacidn de los vidrios.

Por ltimo, otra manera de caracterizar a los vidrios se muestra en la Tabla 2.3.
En la columna de la izquierda, se da a cada vidrio una pareja de nimeros que pueden
ser 6 u 8 digitos. Los primeros nimeros representan las cifras decimales del {ndice
de refraccién para el amarillo (n)) y las siguientes, después de los dos puntos, el
niimero de Abbe multiplicado por 10 si trata de tres digitos o por 100 si son cuatro.

Tabla 2.3. VIDRIOS OPTICOS

Designacion Indice n | N° de Abbe v Tipo
511:635 1.511 63.5 Crown
523:586 1.523 58.6 Crown
605:380 1.605 38.0 Flint
666:324 1.666 324 Flint

5180:5960 1.5180 59.60 Crown
5287:5161 1.5287 . 51.61 Crown
6492:3378 1.6492 33.78 Flint
7200:2931 1.7200 29.31 Flint
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I1.3.- CONCEPTO DE CAMINO OPTICO. PRINCIPIO DE FERMAT .

Cuando la luz recorre una distancia d en un medio homogéneo de indice n, se
define el camino Gptico como:

(LCO) = (L) =n.d 2.1)

Asf definido, el camino 6ptico representa la distancia que recorreria la luz en el vacio
en un tiempo t igual al empleado en recorrer la distancia d en el medio de indice n.

(Ly=nd=(c/)d=c(dv)=ct (2.2)

El camino 6ptico es aditivo de manera que si la luz atraviesa un conjunto de
distintos medios con diferentes fndices n, y diferentes espesores d, (tal y como puede
verse en la figura 2.4), el camino Gptico total viene dado por la suma de todos los
caminos opticos, es decir:

@Ly=nd+n,d+ .. +n d+.+nd =¥nd
(L)=(c/v)d, + (c/vz)d2+...+(c/>1)di+...+(c/vm)dm=
ot + G+t ot t)=ct 2.3)

Nuevamente observamos que €l camino 6ptico es el equivalente en cualquier medio
a la distancia recorrida por la luz en el vacio, en el tiempo t.

En el caso de que el medio sea heterogéneo, (ver también figura 2.4) con una
variacién continua de indice, la trayectoria se puede descomponer en elementos
infinitesimales, ds, dentro de los cuales se puede considerar el indice constante. En
este caso, la expresién del camino 6ptico vendria dado por la integral:

L) = Jj n(s) ds 24
donde con n(s) hemos expresado la variacién del indice con la trayectoria.
A
n
\ =
n; -
g = =
HETEROGENEO
HOMOGENEO s

FiGura 2.4. Medios de diferentes indices.
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El camino éptico se considera positivo cuando se mide en la direccién de la luz
y negativo en caso contrario.

Definido este concepto, podemos enunciar ahora el principio de Fermat:

“De todos los caminos geométricos posibles, entre dos puntos dades, s6lo son
caminos reales de luz aquellos cuyo camino ptico es maximo, minimo o cons-
tante (es decir, el camino éptico en una trayectoria real de luz es estacionario)”.

Mateméticamente, esto se expresa:
oL)y=0 (2.5)

donde & representa la variacién de camino 6ptico. Fermat establecié asimismo que el
tiempo requerido por la luz para recorrer su camino también serfa mdximo, minimo
0 estacionario y que por tanto el camino 6ptico es una medida de ese tiempo.

IL4.- LEYES DE LA OPTICA GEOMETRICA

Basandonos en el principio de Fermat, la primera consecuencia inmediata es que
en un medio homogéneo e isétropo la luz se propaga en linea recta. Esto resulta
evidente, puesto que si la variacién de camino Optico es nula, la luz recorre el
camino mds corto para ir de un punto a otro, y en un medio homogéneo e isétropo, la
trayectoria mas corta es la linea recta.

Veamos ahora las demés leyes de la Optica Geométrica, también llamados postu-
lados de Descartes o leyes de Snell.

1L.4.1.- Ley de la reflexion

Supongamos, por sencillez, que la superficie donde se produce la reflexin es un
plano (fig. 2.5). Vamos a buscar cudl es el camino que sigue la luz para ir desde un
punto A hasta otro punto B después de reflejarse en la superficie plana considerada
(plano II). De todos los planos perpendiculares a IT que pasan por A, siempre
podremos encontrar uno que contenga al punto B (plano IT’). El sistema de coorde-
nadas cartesianas escogido es tal que el plano IT es el plano XY y el plano IT se
corresponde con el plano YZ. En ese sistema cartesiano, las coordenadas de los
puntos Ay B serdn (0, y, z) y (0, y,, z,) respectivamente. Denominaremos I(x, y, 0),
al punto de incidencia sobre la superficie reflectante. Si la trayectoria AIB es un
camino real de luz, debe cumplir el principio de Fermat. De todos los caminos
posibles sélo habrd uno que cumplira la condicién de minimo.

Calculemos dicho camino éptico:

(L) =(AIB) =n(AI+IB) =

=n[\/x2 +y-yi ) +2° +‘fx2 +(y—yz)2+222]
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‘z

Hl
AO,y1,21) / B(0,y2,22)

i

S 70)

FIGURA 2.5. Ley de reflexion.

La condicién de minimo viene dada por: & (L) = 0, puesto que L depende de x y de
y (A 'y B son fijos), entonces:
L
(L) = oL) dx+mdy =0
ox dy

Para que esto se verifique, cada una de las derivadas parciales debe anularse por
separado, es decir:

o) _ oL) _
x 0V o 0

Calculemos pues estas dos derivadas:

-a£:n2X _1_‘+,L}=O
ox 2AI 2IB

2.6)

nxi+—1—}:0 = x=0
Al IB

es decir, el punto I est4 en el eje OY, lo cual implica que el rayo incidente, la
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normal a la superficie en el punto de incidencia, y el rayo reflejado, estin en el
mismo plano (constancia del plano de incidencia).

Teniendo en cuenta la condicién expresada en la ec. (2.6), el camino Optico
(AIB) vendria dado por (ver fig. 2.6):

O=@B =[Gy, F +2* +G-v,) oy

A(O.y1,21)
Y B(0.y2,22)

E'

1(0,,0)

M Y2

FiGurA 2.6. Reflexidn. Constancia del plano de incidencia.

. . . . L
Como hemos visto anteriormente, también ha de cumplirse que axr_ 0

dy
B_L:n{2(y—y1) L20-v))
dy 2A1 21B
G-y) G-yl _,
Al B
De la figura 2.6, deducimos que:
sen £.= (y-v)) y sene' =— (y-v,)
Al IB
y por tanto, si sustituimos queda:
sene—-seng'=0 = sene=sen¢ 2.7

y puesto que € y €°, son dngulos cuyos valores estdn comprendidos entre 0° y 90°
entonces:
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ce=¢ (28)

es decir, €l 4ngulo de incidencia y el de reflexién son iguales.

11.4.2.- Ley de la refraccién

De manera similar a lo que hemos hecho para la luz reflejada se puede hacer para
el caso de la refraccién, es decir cuando el rayo luminoso en su propagacién cambia
de medio material y por tanto pasa de un medio de fndice n a otro de indice diferente
n’. Supongamos esos dos medios de indices n y n’ que estin separados, en el caso
m4s sencillo por una superficie plana (plano IT) y supongamos que el rayo de luz va
desde un punto A hasta otro punto B refractdndose en dicha superficie. Al igual
como hemos hecho en el apartado anterior de todos los planos perpendiculares a I1
que pasan por A, escogemnos uno que contenga al punto B (plano IT’). El sistema de
coordenadas cartesianas escogido vuelve a ser nuevamente aquel para el cual el
plano I es el plano XY y el plano IT" es el plano YZ (fig. 2.7). En dicho sistema
cartesiano, las coordenadas de los puntos A y B serdn (0, y,, z) y (0, y, z,)
respectivamente.

............. L\ ,I(x,;(,O)

I / i
/ b S B0 v 72)
X

Ficura 2.7. Ley de la refraccion.

Sea I(x, y, 0), el punto de incidencia sobre la superficie de separacién entre los
dos medios. Si la trayectoria AIB es un camino real de luz, deberd cumplirse el
Principio de Fermat que en este caso se traducird en que el camino 6ptico (AIB)
debe ser minimo. Calculemos dicho camino 6ptico:




28 Optica Geométrica

(L) = (AIB) = nAI +n'IB =
=n\,"'rx2 +G-vy,) +Z? +n’-\‘|'|x2 +(G-v,f +z_22

La condicién de minimo se expresa: 8 (L) = 0, pero como L depende de x y de y (A
y B son fijos), entonces:

_0Mm) 4 0 4o
B(L) = > dx + = dy =0

Para que esto se verifique, cada una de las derivadas parciales debe anularse por
separado, es decir:
dx dy
Calculemos pues estas dos derivadas:
oL n2x n2x

_a;ZQJQ 2 _ 2 2+2\/2 2 _g 2,2
Xyt =2yy Yyt XAy -2yy, ty)+z

JdL nx n'x
X nx

& Al IB
Haciendo operaciones e igualando a cero:
nxIB+n'xAl
ST o) = nB+n'Al)=0 = =0
AP x(nlB + n'Al) x 2.9)

Es decir, el punto I estd en el eje OY, lo cual implica que el rayo incidente, la
normal a la superficie en el punto de incidencia, y el rayo refractado, estdn en el
mismo plano (constancia del plano de incidencia).

Incorporando esta condicién, el camino 6ptico (AIB) seré pues (fig. 2.8):
o B
L =@AB) =n/y-y,} +2” +0'/F -y, ] +z,’

Como hemos visto anteriormente, también ha de cumplirse que SL/dy = O:

a_L: n2(y-y,) " n2(y-y,)
dy 2Jy2—2w1+yf+zf 2\/?—2YYZ+Y§+Z§

Operando:

n(y-y) Al+0'(y-y)/ IB=0
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A0,y1,21)

B(O)YZ,ZZ)

FiGura 2.8. Refraccién. Constancia del plano de incidencia.
De la figura 2.8, deducimos que:
sene=(y-y) Alysene' =-(y-y,)/IB
y por tanto, si sustituimos queda:

nsen€- n'sene’ =0
nsen €=n'sen g 2.10)

que es la ecuacién de la ley de la refraccién.

Asi pues, de acuerdo con lo dicho hasta ahora, podemos enunciar las leyes de
Descartes de la siguiente manera:

1) La trayectoria de la luz en los medios homogéneos e isGtropos es rectilinea.
Cuando la fuente de luz estd muy alejada (en el infinito) todos los rayos que
provienen de ella, supuesta puntual, son paralelos entre si y en el caso de que
estuviesen limitados por una abertura circular el haz de luz tendria forma cilindrica

2) Conservacidn del plano de incidencia. Cuando un rayo de luz incide sobre la
superficie de separacion entre dos medios materiales, pueden ocurtir los siguientes
fendmenos:

a) absorcién, esto ocurre en los cuerpos opacos,

b) refraccién, la superficie de separacién es transparente y el rayo se
refracta siguiendo una trayectoria rectilinea pero cambiando de direccién
respecto a la trayectoria incidente,

¢) reflexién, la superficie de separaci6n estd especulada y el rayo inciden-
te continta propagéndose en el primer medio con una trayectoria rectili-
nea simétrica de la incidente con respecto a la normal en el punto de
incidencia.

En general, suelen ocurrir los tres fenémenos simultdneamente pero nosotros los
trataremos por separado.
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En lo que se refiere al fenémeno de la absorcidn, hay que indicar que €sta no
s6lo se produce en la superficie de separacion sino a lo largo de toda la trayectoria;
no obstante, puesto que se trata de un fenémeno que no afecta a la trayectoria del
rayo sino a la energfa que transporta, es un fendmeno que se sale del dmbito de la
Optica Geométrica y que por tanto no abordaremos en el presente texto.

En cualquiera de los dos dltimos casos, refraccion o reflexion, el rayo incidente
determina con la normal a la superficie en el punto de incidencia, un plano que
contiene también al rayo refractado o reflejado. Dicho plano se denomina plano
de incidencia.

3) Ley de la refraccién. La ley de Snell para la refraccién se escribe:

nseng&=n’sen €’

donde n es el indice de refraccién del primer medio, n’ el del segundo medio, € el
4ngulo de incidencia (4ngulo entre el rayo incidente y la normal a la superficie) y €’
el 4ngulo de refraccién (4ngulo entre el rayo refractado y la normal a la superficie de
separacion entre los dos medios).

En este fenémeno de refraccién (paso de la luz de un medio a otro de diferente
indice de refraccion) se pueden distinguir dos casos dependiendo de la relacién de
indices que haya entre un medio y otro.

a) Sin < n’ (es decir cuando el rayo pasa de un medio menos denso a otro
mis denso) € > ¢’ y por lo tanto el rayo se acerca a la normal.

b) Sin > n’ (el rayo pasa de un medio més denso a otro menos denso) en
este caso € < £° el rayo se aleja, entonces de la normal. En este segundo
caso, habrd un momento en que el dngulo de incidencia es tal que el rayo
refractado sale rasante. A ese dngulo de incidencia se le denomina dngulo
limite _y representa el mdximo valor del dngulo de incidencia para el
cual existe refraccién. Su valor es:

nseng =n"sen90° seng =n'/n 2.1D)

Si se incide con un 4ngulo mayor, el rayo ya no puede refractarse y entonces se
refleja cumpliendo la ley de la reflexién. A este fendmeno se le conoce con el
nombre de reflexién total (fig. 2.9). Es el fenémeno por el cual, una superficie
refraciante (transparente) pasa a comportarse como un espejo para determinados
dngulos de incidencia.

4) Ley de la reflexién. Este cuarto postulado de Descartes determina la trayecto-
ria del haz reflejado. Si € es el dngulo de incidencia y ¢’ el dngulo de reflexién
(4ngulo entre la normal y el rayo reflejado en el punto de incidencia), ambos son
iguales, es decir:
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FiGura 2.9. Reflexicén total. Angulo limite.

5) Reversibilidad de la luz. Las trayectorias que sigue la luz a través de los
diferentes medios son reversibles. Supongamos un rayo que, partiendo de un punto
A, incide sobre un conjunto de medios materiales refractdndose y reflejdndose hasta
alcanzar el punto de llegada, B. Si tomasemos ahora ese punto B como punto de
partida, la trayectoria que seguiria la luz para ir desde B hasta A serfa exactamente la
misma que siguid para ir desde A hasta B, pero en sentido inverso.

IL5.- TEOREMA DE MALUS-DUPIN

El teorema de Malus - Dupin establece que, si sobre cada uno de los rayos que
emite un punto luminoso tomamos caminos épticos iguales, el conjunto de puntos
que limitan dichas trayectorias constituyen una superficie denominada “superficie de
onda o frente de ondas”, esta superficie es perpendicular a todos los rayos y equi-
vale al lugar geométrico alcanzado por la luz en un tiempo dado. Si bien no lo
vamos a demostrar por la dificultad que entrafia, si que es ficil extraer alguna
consecuencia del mismo. Asi por ejemplo, en el caso particular de que el punto
emisor esté inmerso en un medio homogéneo, las superficies de onda serdn esferas
cuyo centro serd el mismo punto emisor. Si ese punto emisor estd en el infinito, los
rayos formarfan un haz paralelo y por tanto las superficies de onda serian planos.

Tanto la ley de la refraccién como la ley de [a reflexién, se pueden deducir del
teorema de Malus — Dupin. Supongamos un frente de onda plano que incide sobre la
superficie de separacién entre dos medios materiales de fndices ny n’. Sabemos que,
despreciando el fenémeno de absorcion, el frente de ondas incidente dard lugar
simult4dneamente a un frente de ondas plano reflejado y otro transmitido (Fig. 2.10,
ver las lineas discontinuas). Cada frente de ondas forma el mismo 4ngulo con la
superficie, que sus rayos correspondientes, con la normal a la superficie, por ser
4ngulos entre rectas perpendiculares. Supongamos que el frente de ondas incidente
llega a AB. A partir de ese momento, el rayo que pasa por B recorrerd una distancia
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BB’ en el primer medio, mientras que en el mismo tiempo, el rayo que pasa por A
recorrerd una distancia AA’ en el segundo medio, menor que la anterior si n<n’.
Los caminos dpticos recorridos deben ser iguales, luego:

n BB’ = n’AA’ (2.12)

Ahora bien, los frentes de onda AB y A’B’ deben ser perpendiculares a los rayos
BB’ y AA’ respectivamente, luego se puede escribir:

AA’=AB’sene’ BB’ =AB’sent

Sustituyendo en la ecuacion (2.12) y simplificando, se obtiene la ley de la refraccion:

nsen€=n" sen¢’

FiGura 2.10. Refraccion y reflexion de la luz segiin el teorema de Malus-Dupin.

De la misma manera si ahora nos fijamos en lo que le ocurre a la luz reflejada
partiendo del instante en que el frente de ondas llega hasta AB. El rayo que pasa por
el punto A recorrerd una distancia AC en el mismo medio, simultdneamente al rayo
que pasa por B que recorrer4 la distancia BB”. Dados que los caminos Gpticos deben
ser iguales:

AC= BB’
De la figura se deduce que:

AC=AB sene’ BB =AB sene

por lo tanto:
g=¢

que no es mds que la ley de la reflexion.
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IL6.- RELACION OBJETO-IMAGEN. ESTIGMATISMO

. Se considera que un punto es imagen de otro punto que denominaremos objeto
siempre que todos los rayos que parten del objeto vayan a parar a la imagen indepen-
dientemente del nimero de veces que se reflejen y/o se refracten.

Un sistema capaz de reproducir todos los puntos objeto en sus puntos imagen
corre.:spondientes recibe el nombre de estigmatico. En un sistema de este tipo, el
camino 6pﬁco seguido por cualquiera de los rayos que salen desde un punto objeto a
Su punto imagen correspondiente, es siempre el mismo. Es importante remarcar el
hecho de que, desgraciadamente, los sistemas dpticos estigméticos no existen a
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FiGura 2.11. Objetos e imdgenes reales y virtuales.
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excepcidn del espejo plano. Este es el dnico sistema 6ptico capaz de reproducir
estigméticamente cualquier punto objeto en su punto imagen correspondiente. Los
demas, como ya se ird desarrollando en temas posteriores, s6lo tendran un compor-
tamiento estigmético cuando se cumplan determinadas condiciones.

En la formacién de imagenes por sistemas opticos se pueden producir dos situa-
ciones diferentes dependiendo de que los rayos converjan o no. Siempre que los
rayos convergen a un punto dado, si en dicha zona colocamos una pantalla, aparecerd
en la misma un punto real. Es 1o que se denomina una “imagen real” y se forma por
el cruce real de los rayos que salen de un sistema Gptico. Pero en el caso de que los
rayos diverjan, esa concentracién de luz no tendrd lugar, y serd la continuacién
“virtual” de dichos rayos divergentes la que dard lugar a la formacién de la imagen.
Es lo que se denomina una “imagen virtual” que se forma por el cruce de las
prolongaciones de los rayos y que, a pesar de no poder ser “recogida” en una
pantalla, el ojo puede ver perfectamente puesto que €sos rayos son recogidos y
concentrados en la retina. De la misma manera, extendiendo este concepto se pueden
clasificar los objetos en reales o virtuales dependiendo de que los rayos entren al
sistema 6ptico considerado pasando real o virtualmente por un punto objeto (Fig.
2.11).
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CUESTIONES
1.- Concepto de camino 6ptico.

Cuando un rayo de luz recorre una cierta distancia “d” en un medio de indice “n”,
emplea para hacerlo un cierto tiempo “t”. En ese mismo tiempo, en el vacio recorre-
ria una distancia mayor, (L), puesto que la velocidad de la luz en el vacio es superior
a la velocidad en cualquier medio. A la distancia (L) se le denomina camino dptico
y en un medio homogéneo se puede calcular simplemente como:

(L)=nd=Sd=ct
Vv

Si el medio es heterogéneo, la variacién de indice es continua y entonces el
camino dptico se debe calcular mediante una integral:

(L) = jn(s)ds

donde n(s) indica la variacion del indice con el punto.

2.- Demostrar que el camino dptico se puede expresar como una suma de
tiempos invertidos en atravesar un conjunto de capas de materiales opticos
cuyos indices son n, y espesores d, multiplicados por la velocidad de la luz en el
vacio.

Si disponemos de un conjunto k de capas de materiales de indices n, y espesores
d, el camino 6ptico total sera:

k k k
(L)=nd, +n,d, +..+nd, +..+n,d, =D nd, =Z:Vidi =cy t =ct
i1 =V i=]

3.- Dado un medio cuyo indice varia de la forman = n (1 + 1/x), ;cu4nto tiempo
tardard un rayo de luz en ir desde el punto (1,0) hasta el punto (2,0) siguiendo
una trayectoria en forma de linea recta?

Sabemos que:

@)

c ¢

t=

entonces, basta con calcular el camino éptico para poder saber el tiempo que tarda el
rayo de luz en hacer el recorrido. Como se trata de un medio heterogéneo:

@ = [ n, (+Ux)de=n,[x]; +n,[inx]} =n,(+1n2)

y con esto, el tiempo empleado sera:
(= Do (1+n2)
c
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4.- Calcular el camino 6ptico recorrido dentro de un cubo de indice 1.6 rodeado
de aire, por un rayo que incide en el centro de una cara con un angulo de 45°.
La arista del cubo mide 2 cm,

Si el dngulo de incidencia es de 45°, por la
q ley de refraccién deducimos que:

sen45°=1.6seng’ = g =26.23°

Por otra parte:
2 cm 2

2
cosg'= — == -
q E €0526.23°

=223 cm
con lo que el camino dptico recorrido por el rayo sera:
(L)=nxq=16x223=357cm

5.- Demostrar que la ley de Snell de refraccién se puede expresar de la forma:
cos’e=1-(n’/m)?(1 - cos’ g’)

Partiendo de la expresién general de la ley de refraccién: nsen € = n'sen €,
teniendo en cuenta que sen” o = | — cos® o y operando en la expresién anterior
obtenemos:

n*(l-cos’e)=n"(1-cos’e) = n?-n?+n"cos’e'=n’cos’e

2 2 2

n' n' o'

cos’e=1—| —| +|—| cos’e' = c052€=1—f-] (1-cose)
n n 1

6.- Discutir las condiciones en las que se produce reflexion total.

La reflexién total se produce en una su-
perficie refractante que separa dos medios de
indices n y n’ distintos. Si n > n’, entonces
por la ley de la refraccién € < €. Como se
observa en la figura, llega un momento en
que e} valor de £ es de 90° y el rayo emer-
gente sale rasante a la superficie. Este valor
del dngulo de incidencia es el dngulo limite.

Cuando se incide con un 4ngulo superior
al limite existird reflexién total. En el caso de
que n < n’, entonces € > £’ y no obtendremos
nunca este fenémeno puesto que los dngulos
de incidencia siempre podrdn variar entre 0° y 90° y, en todos los casos obtendre-
mos un dngulo de refraccién < 90°.
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7.- ;:Qué es la reflexion total? Diferencias y analogias entre ésta y la reflexi6n
especular.

La reflexién total es el fenémeno por el cual, en una superficie refractante
(transparente), la luz no se refracta cambiando de medio sino que se refleja en dicha
superficie que se comporta como si fuera un espejo. Este hecho es debido a que los
rayos de luz llegan a la superficie con dngulos demasiado grandes (mayores que el
angulo limite, dngulo para el cual la refraccion serfa de 90° saliendo el rayo rasante
a la superficie).

La principal diferencia entre la reflexién total y la reflexion especular estd en
que la primera sélo ocurre para ciertos dngulos (aquellos que son mayores que el
4ngulo limite) mientras que la segunda ocurre para todos los dngulos puesto que se
trata de un espejo.

La analogia entre las dos reside en que ambas se rigen por la ley de la reflexién
(el dngulo de incidencia y el dngulo de reflexion son iguales) y las imdgenes
formadas por reflexién total en una superficie refractante son las mismas que las
que forma un espejo de las mismas caracteristicas.

8.- Un rayo de luz que incide tangente a una gota de agua esférica, ;entra
en la misma? Si lo hace, indica el niimero de veces que este rayo se refleja
dentro de la gota. Calcula asimismo la desviacién del rayo emergente res-
pecto al incidente.

Si el rayo de luz incide tangente a la gota, el d4ngulo de incidencia serd de 90°,
por lo que el dngulo €’ de refraccion serd:

sen90=;sene' = seng':% = g'=48.6°

Como el tridngulo ABC es isésce-
les, dicho rayo llegard al punto B con
un dngulo € igual al dngulo de refrac-
cién en A por lo que el rayo saldrd de
la gota con un 4ngulo de 90° y no se
habra reflejado dentro de ella. En cuan-
to a la desviacién producida por la gota
de agua, en la primera refraccidn la des-
viacién es de (90 - €’) y en la segunda
refraccion se produce la misma desvia-
cién por lo que:

8=2(00-¢')=2(90-48.6)=82.8°
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9.- Un buzo de altura h se encuentra en el fondo de un lago de profundidad H.
Calcular la distancia minima desde el punto donde se encuentra el buzo hasta
los puntos del fondo que el buzo puede ver reflejados en la superficie del agua.

£ £
H
h 0
y X
d
£>g, = 1ge>1tgg;

X__y
tge=mr=—2- =
S TH m- {

Como la distancia d = x + y, entonces:

Para que el buzo pue-
da ver el objeto O tiene
que existir un rayo que
salga de O y, por re-
flexién total en la super-
ficie del agua, llegue al
observador. Para ello,
debe cumplirse que el
angulo € con el que llega
dicho rayo a la superficie
del agua sea mayor que
el dngulo limite €., €8
decir:

x =Htge
y=(H-h)tge

d=tge@H~-h)> (H-h)tge,

En el agua n = 4/3, luego sen € =% y entonces € = 48.6° y tg 48.6° = 1.13 con

lo cual la distancia del objeto al buzo debe ser:

d>1.132H-h)

Capitulo III

SUPERFICIES OPTICAS. LENTES DELGADAS

II1.1.- NOTACION. CONVENIO DE SIGNOS

Como paso previo al desarrollo de los temas que ahora se inician y para unificar
toda la nomenclatura empleada vamos a concretar y fijar, tanto el sistema de coorde-
nadas como el criterio de signos a utilizar. Para ello vamos a distinguir varios

puntos:

1) Siempre consideraremos que la luz viaja de izquierda a derecha.

2) Los elementos que hacen referencia a la imagen se designan mediante
las misma letras que los que hacen referencia al objeto pero con primas.
Los puntos se representan con letras mayusculas, los segmentos con letras
mindsculas y los dngulos con letras griegas.

3) Las distancias toman su origen en la superficie éptica. De este modo,
para los puntos situados a su izquierda las distancias serdn negativas y
para los puntos situados a su derecha positivas. El criterio empleado para
los radios de curvatura es el mismo, si el centro de curvatura de la
superficie estd a la derecha, el radio es positivo y si estd a la izquierda
negativo.

4) Los 4ngulos de incidencia y refraccién/reflexién se consideran positi-
vos si, al llevar por giro el rayo a coincidir con la normal por el camino
angular mds corto, se va en sentido horario y negativos en caso contrario.
5) Los dngulos formados con el eje se consideran positivos si, al llevar por
giro el rayo a coincidir con el je por el camino angular més corto, se va
en sentido antihorario y negativos en caso contrario.

6) Las distancias perpendiculares al eje se consideran positivas hacia
arriba y negativas hacia abajo.
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En la figura 3.1 tenemos un ejemplo con una superficie esférica donde hemos
puntualizado los signos de todas las magnitudes que intervienen.

r,s,hy>0

5,y <0

o', d,¢g €>0
o<0

o, ®' >0 con el eje
o, ® <0 refraccion

Tttt

Ficura 3.1. Notacion. Convenio de signos.

I11.2.- SUPERFICIES OPTICAS

La mayoria de las superficies utilizadas en lentes oftdlmicas, que van a ser objeto
preferente de nuestro interés, son superficies de revolucidn, de ahi 1a necesidad de,
en primer lugar, centrarnos en su estudio. Las superficies de revolucién son superfi-
cies obtenidas mediante la rotacién de una Ifnea curva alrededor de un eje, pudiendo-
se dividir principalmente en:

Superficies esféricas. Se obtienen mediante la rotacién de un circulo o de un
arco alrededor de uno de sus didmetros. Las superficies planas pueden considerarse
como un caso especial de superficies esféricas de radio infinito (Fig. 3.2).

gje de
revolucion

generador

FiGura 3.2. Generacion de superficies dpticas esféricas.

Superficies cilindricas. Se generan mediante la rotacién de una linea alrededor
de otra que le es paralela (Fig. 3.3).
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eje de

o] ----.\J revolucién /

| e P
_________ = <) A

CILINDRICAS

Frcura 3.3. Generacion y tipos de superficies dpticas cilindricas.

Superficies toricas. Se generan mediante la rotacién de un circulo o de un arco
alrededor de un eje que, si bien se encuentra en el mismo plano que el determinado
por el arco y su centro de curvatura, no pasa por dicho centro (Fig. 3.4).

e di eje de eje de
e_]eeOIe i | revolucién revolucién
revolucion e
e e S pommm
- N i\ N
! 1 \ T C [N
. / L {7
: A ol 4 T A LA
_____________ e S o ! 3
arco / & ~/ arco 1 Y
: generador arco Rt ot generador
generador
TORICAS

/
D

FIGURA 3.4. Generacicn y tipos de superficies dpticas.
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IIL3. CALCULO DE LA REFRACCION EN UNA SUPERFICIE ESFERICA.
PUNTOS DE YOUNG

En primer lugar, vamos a abordar el problema de las superficies esféricas. La
esfera es la superficie de mayor interés en Optica y la més utilizada, debido a su
simetria, su sencillez de tallado y facil manejo matemdtico, por lo que merece un
estudio detenido.

En este estudio, nos vamos a restringir a lo que le sucede a un punto que esté
situado sobre el eje de revolucion de la superficie esférica, eje que denominaremos
eje ptico. Dicho punto emite rayos en todas direcciones que se refractan al alcanzar
1a superficie. Estamos, pues, interesados en encontrar una relacion matematica, si la
hay, que nos diga donde est4 localizada 1a imagen estigmdtica de dicho punto.

La figura 3.5 representa la seccién de una superficie esférica de radio r, que
separa dos medios de indices n y n” respectivamente. A esta superficie llega un rayo
Jluminoso como el OL que se refracta segiin la direccién I0” (suponemos n < n’ y asi
g’< €). Para la obtencién del punto O” se considera otro rayo que incida en la
direccién del eje 6ptico. Evidentemente no se desviarfa, de modo que el punto O’ se
obtendria como interseccién del rayo 10" con el eje 6ptico.

FIGURA 3.5. Refraccidn en una superficie esférica.

Si nos fijamos en los tridgngulos OIC e ICO’, haciendo Ol =q, 10" = ¢’ y
aplicando el teorema del coseno (fig. 3.6):

’;2 =b®+ ¢? - 2bc cosat

Figura 3.6. Teorema del coseno.
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tenemos que las distancias q y q’ recorridas por el rayo se pueden escribir como:

q= \ffrz +(r—s)’ = 2r(r—s)coso
(3.1)

q'= \/rz +(s'~r)* +2r(s'-1) cos ¢

Dado que el camino 6ptico recorrido por este rayo es: (L) = n.q +n’.q’, y que,
como hemos visto en el tema anterior, éste debe tener un valor estacionario, entonces
su variacién con respecto al pardmetro que diferencia un camino de otro posible,
debe ser cero. Puesto que para dos puntos fijos O y O, los valores de q y q’ variaran
con el punto de incidencia I sobre la superficie (lo cual implica una variacién en el
angulo ¢) entonces, tenemos que la condicién de que el camino elegido sea un
camino real de luz sera:

d(L) _ d Vo d ,dq'
d—¢—0:—&$(n.q+n.q):0=>n£+nd—1=0 (3.2)

Derivando en las expresiones de q y q’, obtenemos:

n{z—lq- [2r(r—s)sen ¢]} +n' {51(; [-21(s~1)sen ¢]} =0

rsemp[M - M} =0 (3.3)
q q

Puesto que ni r ni ¢ pueden ser cero, la tinica posibilidad que queda es hacer nula la
expresion entre corchetes, y operando un poco, obtenemos:
nr ns n's' n'r

PL+£_1.£+HS 34
q9 q r{q G

También podemos llegar a esta misma expresi6n aplicando directamente la ley de
Snell al rayo considerado teniendo en cuenta que:

nsen€=n’sent’
C+0+RN-e=T=e=0-0C (3.5)
C+e+n-d=nt=e=¢-0¢

Sustituyendo €y €’ por su valor y desarrollando las expresiones de los senos, queda:

nsen (¢ - 6) =n’sen (¢ - ¢°)
nsen ¢ cos ¢ - ncos ¢ sen 6 = n’sen ¢ cos ¢’- n’cos ¢ sen 6’
sen$ ncos G-n’ cos ') =cos § (nsen G - n’ sen ¢°) 3.6)
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De la figura 3.5, también podemos deducir las siguientes expresiones:
sen ¢ = h/r cos ¢ = (r-x)/r |
sen G = -h/q cos 6 = (x-s)/q - 3.7
sen 6’ = h/g’ cos ¢° = (s’-x)/q’

Si sustituimos estas expresiones en la ecuacién (3.6) y operamos:

h[ X—8§ ,s'—x] r-x| (-h ,h]
—[n—-n"—|=—+|n| — |-0'—
T q q T q q

nx _ns_n's' mx_-mr X onr, mx

a9 9 ¢ 9 q q q 4
£+5'=1{E+2|3] (3.8)
q9 ¢ rlq q

Como era de esperar, hemos llegado a la misma expresién (3.4) que habiamos
alcanzado al aplicar el principio de Fermat al camino éptico recorrido por €l rayo.

Esta ecuacién nos dice que la esfera no es una superficie estigmadtica, puesto que
la situacién de la imagen dependerd del rayo escogido para formarla. Para un objeto
fijo (s constante), dependiendo del valor de g (y por tanto del rayo elegido) obtendre-
mos un valor de q’ (un rayo emergente diferente) y, en consecuencia un valor
distinto de s’ (una posicién de la imagen distinta).

Sin embargo, existen algunas parejas de puntos conjugados, para los cuales la
esfera sf que se comporta como una superficie estigmadtica, son los llamados puntos
de Young. Vamos a calcular ahora dénde estdn situados esos puntos. Para ello,
consideremos la figura 3.7 en la que, por simplicidad en este caso se ha considerado
una superficie esférica céncava que separa dos medios de indices n y n’. De un punto
objeto O sale un rayo que se refracta en la superficie dando una imagen virtual en O,

7

FiGura 3.7. Puntos de Young. Estigmatismo riguroso en la superficie esférica.
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Aplicando el teorema de los senos a los tridngulos OIC y O’IC, obtenemos:

B O 4121
sen sene q
39
S = senge'= _mb_
sen¢ sene' q
Aplicando la ley de Snell y operando, se obtiene:
—Esenq) = —E—‘Zsenq)
q q
nz_n z = q._ _‘}_' (3.10)
q q nz n'z

donde q = Ol 'y q’ = O'I. Esta es la ecuacién que deben de cumplir los puntos con un
estigmatismo riguroso, es decir, toda pareja de puntos conjugados que verifiquen la
ecuacién anterior, serdn estigmaticos o lo que es lo mismo, uno serd la imagen
perfecta del otro.

Una solucién inmediata a esta ecuacién es hacer z = z° = 0, o lo que es lo
mismo O = O’ = C, es decir, el objeto y 1a imagen estdn ambos en el centro de
curvatura. Este resultado es evidente puesto que los rayos que pasan por C no se
desvian.

Ahora bien, puesto que la ecuacién general se debe cumplir para todos los
rayos que salen del objeto, vamos a particularizarla a dos de ellos: el que pasa
por el vértice y el que incide perpendicular al eje 6ptico (ver fig. 3.7). Para el
rayo que pasa por el vértice V, se cumple que g = OV y q’= O’ V. Sustituyendo
en la ecuacién 3.10:

nz n'z nz n'z

ov_0'V - OC+CV _0O'C+CV

(3.11)
—z—-1 =Z'-r Z+r  Z4r
- =

1t -

nz nz nz nz

Si el rayo es perpendicular al eje dptico, entonces I = P y sustituyendo:
or_op
nz n'z

OP=+r’ -2’
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O'P=+/0P?+00"* = \/r" -zl + (z'—z)2 =1t + 72?227

Ir_ r
JrP-722 I +2?2z

nz n'z

r? -z _ r? +2% 227

= (3.12)
n222 n|2 Z|2

Tenemos pues un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas, z y z’ (ecs. 3.11
y 3.12). Resolviendo este sistema se llega a una ecuacién de segundo grado, que es
la siguiente:

nz>+r(n-n")z - n’'2= 0
y que tiene dos soluciones que son:

z=7 =-71
z=(m'/n)r conlocual z' =(/n’)r (3.13)

La primera solucién corresponde al vértice de la superficie esférica, es decir, O0=0" =V,
mientras que la segunda solucién corresponde a los conocidos como puntos de
Young o de Weierstrass que estén a distancias z y z’ del centro de curvatura de la
superficie. Estas distancias, 2 y z°, siempre tienen el mismo signo que el radio de
curvatura de la superficie considerada. De este modo, los puntos de Young estdn
situados a una distancia de la superficie que es siempre mayor que el radio de la
misma.

IIL4.- LA REGION PARAXIAL

Volviendo a la figura 3.5, siempre que consideremos que los dngulos son peque-
fios, podremos hacer la siguiente aproximacién: g’ ~s’ y q ~ -s (q y q’ han sido
definidas como distancias positivas mientras que s es una distancia negativa). Susti-
tuyendo en la ecuacién (3.8), obtenemos:

n n 1
ERF

que también se puede escribir como:

{8
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A ambos lados de esta ecuacién aparece una expresién de idéntica estructura a la
que se le conoce con el nombre de Invariante de Abbe; es una cantidad que
permanece invariable al atravesar una superficie 6ptica. Esta expresion nos indica
que el sistema es estigmdtico puesto que para un punto objeto se obtiene un Unico
punto imagen.

Al aproximar las distancias q y q” recorridas por el rayo a las distancias s y s’
medidas sobre el eje, lo que estamos haciendo no es otra cosa que quedarnos con el
primer término del desarrollo en serie del seno y del coseno. Por ello, a esta aproxi-
macién y a su ecuacién correspondiente se le conoce con el nombre de teoria de
primer orden.

La aproximacién de primer orden es equivalente a suponer que la altura de
incidencia, h, del rayo que viene del eje sobre la superficie, es pequefia, es decir, que
todos los dngulos involucrados son pequefios. Al conjunto de rayos que verifican
esta aproximacion se les denomina rayos paraxiales y a la region donde es vilida se
le llama regién paraxial. En esta regién, como acabamos de comprobar la esfera sf
es estigmdtica. Dado que fue Gauss, en 1841, quien aplicé esta aproximacion,
también se le conoce por el nombre de ()ptica gaussiana o aproximacién de
Gauss. Lo que cominmente se denomina ecuacién de Gauss del dioptrio esférico no
es més que otra forma de escribir la ecuacién del invariante de Abbe:

_n,r_z=o (3.15)
s s r
Consideremos ahora la figura 3.8 y supongamos ahora un punto tal como F que
tiene su imagen en el infinito. Todos los rayos que salen de €l, después de haberse
refractado en la superficie salen paralelos al eje. De la ecuacién de Gauss, deduci-
mos que:
—nr
§=o0 = S='—'=f (316)
n'-n
A la distancia f se le conoce con el nombre de distancia focal objeto; el punto F es
el foco objeto del sistema, y es un punto tal que su imagen estd en el infinito.
Igualmente se define el foco imagen, F¢, como el punto imagen del infinito, de
tal manera que todos los rayos que lleguen paralelos al eje, después de refractarse en
la superficie, irdn a converger en él. Dicho punto F* estd a una distancia f* de la
superficie llamada distancia focal imagen cuyo valor tambi¢n se puede deducir de
la ecuacién de Gauss:

t

§=oe0 = g=21 = p 3.17
T (3.17)

Con los valores deducidos de las dos distancias focales, podemos ver que la
relacién que hay entre ellas es la relacién de indices cambiada de signo. Asf mismo,
definimos la potencia de la superficie, P, como el indice posterior partido por la focal
imagen f *. La potencia se mide en dioptrias (D) cuando la focal se mide en metros.
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~n__n_nm (3.18)
f f r
Hay que sefialar que pueden existir configuraciones donde los focos objeto
imagen son focos virtuales. En cualquier caso, lo que siempre se cumple es que las
focales son de signo contrario, es decir que los focos F y F estén situados uno a cada
lado de la superficie, 1o cual implica que, o los dos son reales o los dos son virtuales.
En la fig. 3.8 se puede apreciar esto. Con la definicion de distancias focales, la
ecuacién de Gauss del dioptrio esférico también se puede escribir como:

(3.19)

£

objeto real foco imagen real

FiGura 3.8. Focos objeto e imagen reales y virtuales.

IIL5.- LA LENTE DELGADA

En el 4mbito de la Optica Geométrica, se denomina lente a todo sistema Gptico
formado por dos o més superficies refractantes, donde al menos una de ellas es una
superficie curva.
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— ™

\
)

biconvexa bicéncava convexo-plana plano-convexa

>
=

concavo-plana plano-céncava menisco positivo menisco positivo
convexo-concavo céncavo~-convexo

i
S5

menisco negativo menisco negativo
convexo-concavo cOncavo-convexo

FiGura 3.9. Denominacion de las lentes simples.

Las lentes se pueden clasificar de muchas maneras; una primera clasificacién,
atendiendo al nimero de superficies involucradas, serfa la distincién entre lentes
simples, compuestas por sélo dos superficies refractantes, y lentes compuestas
cuando el nimero de superficies es mayor. Del mismo modo atendiendo a su espesor
se pueden dividir en delgadas y gruesas, dependiendo de que su espesor sea o no
despreciable.

De momento, estudiaremos las lentes simples, delgadas, compuestas por superfi-
cies esféricas y planas, aunque mds adelante, también en este tema, hablaremos de
las lentes cilindricas.

Ademds, en nuestro estudio las lentes serdn sistemas centrados, es decir, las
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superficies que lo componen son rotacionalmente simétricas alrededor de un eje
comin, que serd “el eje optico” del sistema. Este eje contiene a los centros de
curvatura de todas las superficies implicadas.

Si las lentes son més gruesas en el centro que en el borde, se les denomina,
tradicionalmente, con el nombre de convexas, positivas o convergentes. Cuando son
més delgadas en el centro que en los bordes, se les denomina céncavas, negativas o
divergentes. No obstante, esta denominacién hay que entenderla siempre desde un
punto de vista general y suponiendo que la lente estd en aire. Como veremos mas
adelante, la convergencia o divergencia de una lente viene determinada, no sélo por la
forma de la lente, sino también por el medio (o medios) que la rodean. En este sentido,
resulta “peligroso” hablar de lentes convergentes o divergentes y si se hace, debe
entenderse siempre que la lente estd en aire. Resulta mucho mds riguroso nombrar a las
lentes por la forma de las superficies que la componen. En la figura 3.9 se representan
esquemdticamente todas las formas de lentes simples, asi como sus nombres.

Ademds, dado que en la Optica Geométrica, el sentido de la luz estd estipulado (de
izquierda a derecha), la forma de colocar la lente también es importante. Una lente
plano-convexa (primera cara plana, segunda cara convexa) no presenta el mismo com-
portamiento que una lente convexo-plana (primera cara convexa, segunda cara plana)
aunque la lente en sf sea la misma; en el primer caso la lente estd colocada de forma que
la Iuz incide por la cara plana y en el segundo caso la luz incide por la cara convexa.

I11.5.1.- Ecuacién de las lentes delgadas

Vamos a continuacién a deducir la ley que rige el comportamiento de una lente
delgada. Supongamos una lente de indice n, sumergida en un medio de indice n, y
formada por dos superficies refractantes esféricas de radios r, y r, respectivamente,
tal y como muestra la figura 3.10.

Ficura 3.10. Pardmetros de una lente esférica.
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Recordemos que el comportamiento de una sola superficie estd dado, en Gptica
paraxial, por la ecuacién de Gauss (ec. 3.15):

n n _n-n

S S r

La imagen del punto O a través de la primera superficie, viene determinada por:

L L T}
s (3.20)

La imagen O’ dada por esta superficie serd el objeto para la segunda, de forma
que se cumpliré que:

g E= I, (3.21)

Sumando ambas ecuaciones miembro a miembro, y teniendo en cuenta que,
segiin el criterio de signos establecido, s,=s", - d, obtenemos:

n, n, n, n I 1
eI
1 5y 8 8,

n, n 1
———1+Tl=(n2—nl)[———LJ+n2( L ——1—]
s s, R s—d s,

Si ahora suponemos que la lente es delgada y que por lo tanto su espesor es
despreciable, entonces d ~ 0, y si prescindimos de los subindices de las distancias

frontales s,, obtendriamos:
_1+1=[m‘\[1_ij
s ¢ n, J\r 1, (3.22)

donde s es la distancia desde la lente hasta el objeto y s~ la distancia desde 1a lente
delgada hasta la imagen. .

Esta ecuacidn, cuando la lente estd en aire (n, =1) se convierte en:

_1+l|= (n—l)(l——]—] (3.23)

s s Yo,

donde n es ahora el indice de la lente. Esta expresién se conoce con el nombre de
“férmula del fabricante de lentes”.

II1.5.2.- Focos, distancias focales y planos focales

Como hemos hecho anteriormente en el caso de las superficies, podemos tam-
bién definir de forma andloga para las lentes, los focos y las distancias focales objeto
e imagen. Sustituyendo en la ec. (3.22):
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FOCAL OBJETO

l:_(n_z_lll[l_L) (3.24)
f n, J\n I,
§=o0 = g=f

i{&_lj[i_% (3.25)
f' \n, \f, T,

Como vemos, ambas focales son iguales y cambiadas de signo, esto sucede
siempre que la lente esté sumergida en un medio cualquiera, es decir, cuando la lente
tiene el mismo indice delante y detrds de ella. En este caso, la ecuacién de Gauss de
una lente sumergida queda:

FOCAL IMAGEN

1,11 1o

5 Sl f' (. . )
Si el medio que rodea a la lente es el aire, entonces n, =1 y las distancias focales
valen:

—l=-1—=(n—1)[l—ij (3.27)
f O '

También definimos la potencia de la lente de la misma forma que lo hicimos para
una superficie, es decir P = n'/f’ y el signo de la potencia (o de la focal imagen)
determinan que la lente sea convergente o divergente; si P (f ) > 0 entonces la lente
es positiva o convergente, si P (f ') < 0, entonces la lente es negativa o divergente. En
el caso que nos ocupa, P=n, /£, y si estamos en aire P = 1/f".

Vamos a analizar con mds detalle la expresién (ec. 3.25) de la focal de una lente
delgada sumergida (fig. 3.11). En los tres primeros casos, se trata de una lente
biconvexa, por lo que r, > 0 y r, < 0 con lo cual el factor que depende de los radios
en la expresién de la focal (ec. 3.25) serd positivo. Cuando el medio que rodea a la
lente tiene un indice mas pequefio que el de la lente, n, < n,(casosay b), obtenemos
f* positiva y por tanto f negativa, es decir los focos son reales y la lente es
convergente; sin embargo, en el caso c), en el que el indice del medio que rodea a
la lente es mayor que el de la lente (n, > n,) f* es negativa, la lente es divergente y
los focos son virtuales. En los casos d), ) y f), 1a lente es bicéncava,r, <0y, >0.
En este caso, si n, < n,entonces la focal imagen es negativa, la lente es divergente
y los focos F y F son virtuales, por el contrario, si n, > n, la lente es convergente
puesto que f’ es positiva y los focos son reales. Vemos pues, como una lente es
positiva o negativa dependiendo no s6lo de la forma que tiene sino también del
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indice del medio en el que estd sumergida. El siguiente cuadro resume lo que
acabamos de describir:

b f'>0
>0 l n, >n = F<0 FyF reales
1 1
b [———-J>O -
b R/ ‘ f'<0
<0 ' n, <n; = FyF virtuales

f>0

o

d] 50
r, <0 U n, <n1=>f<0 FyF reales
er [———)<0
S A \
n>0 n,>n, = F i
¢ 3 =00 y F' virtuales

|]12 >m |
|l12 >ny | e o
F ‘“\,‘ F

FiGURA 3.11. Focos y distancias focales para lentes convergentes y divergentes.
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Por otra parte se definen los planos focales objeto e imagen como aquellos
planos perpendiculares al eje Optico que pasan por los focos, de manera que el
plano focal objeto es aquel que pasa por F y el plano focal imagen es el que pasa
por F. Si un haz de rayos paralelos incide sobre la lente (objeto en el infinito) su
imagen serd un punto del plano focal imagen; si el haz es paralelo al eje, su imagen
ser4 el foco F, si los rayos inciden con cierta inclinacién respecto al eje, su imagen
serd un punto del plano focal imagen fuera del eje. Andlogamente, si un haz de
rayos incide en la lente partiendo del foco objeto, su imagen estard en el infinito y
el haz que sale de la lente serd un haz de rayos paralelos entre s{ y paralelos al eje.
Si el punto de donde proviene el haz no es el foco objeto sino un punto cualquiera
del plano focal objeto, su imagen también estara en el infinito pero fuera del eje,
por lo tanto, el haz que sale de la lente en este caso es un haz de rayos paralelo
entre sf pero inclinado respecto al eje 6ptico. Hay que resaltar que para hablar de
planos focales, es necesario estar en la zona paraxial (Fig. 3.12).

plano focal ~ Plano focal
objeto imagen

plano focal
imagen

plano focal
objeto

Ficura 3.12. Planos focales objeto e imagen.

II1.5.3.- Centro éptico

Supongamos ahora que un rayo incide en una lente de forma tal que sale sin
desviarse, decimos entonces que el rayo ha pasado por un punto que denominamos
centro 6ptico de la lente cuya localizacién vamos a calcular.

Para hallar, grifica y analiticamente la posicién del centro ptico, consideremos
la figura 3.13 que representa una lente biconvexa. Tracemos por un punto cualquiera
de la primera cara, como por ejemplo el punto A, una recta AC, normal a la primera
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superficie. A continuaci6n, desde el centro C2 de la segunda cara, trazamos una linea
paralela al radio AC, obteniendo asi el punto B, de manera que AC, y BC, son
paralelas. La recta que une los puntos A y B corta al eje éptico de la lente en el punto
O. Este punto es el centro dptico (CO) de la lente, puesto que el rayo que incide en
la lente en el punto A y se refracta en la primera cara pasando por O, como puede
verse, sale de la lente por el punto B sin desviarse, Unicamente se desplaza. Este
método gréfico sélo es vdlido cuando la lente estd sumergida en un medio.

Ficura 3.13. Cdlculo grdfico del centro dptico de una lente.

Vamos a demostrar a continuacién que, en efecto, este rayo no se desvia, y
calcularemos asimismo la posicién del punto O respecto al vértice de la primera
cara de la lente. Dado que AC, y BC, son rectas paralelas, el dngulo que forman
con el eje es el mismo, o. Si el rayo incide en la lente con un 4ngulo &, el dngulo
de refraccidn serd €’. Por la geometria de la figura, el dngulo de incidencia en el
punto B serd €’ y, en consecuencia, el de refraccién serd €. Si el rayo entra y sale
con el mismo dngulo, y ademds las dos normales son paralelas, entonces el rayo no
se ha desviado y sigue en la misma direccién con la que entrd. Esto se puede ver
claramente en la figura ya que se cumple:

tridngulo AMC, = e+ o+n—-B=n=P=0a-¢

B=1v (3.28)

tridngulo NBC, = €+ 0+ —-y=nT=>y=0—-¢

Calculemos ahora la posicién del punto O. Aplicando el teorema de los senos y
teniendo en cuenta los signos de los distintos dngulos y distancias:

Teorema de los senos

seno. _senf} _seny
a a b c
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—sene' senm OC, -—seng'
AOC,: = = =
0C, I, T sen@
oC, OC
= —=—2 (329
I I,
—sene'  senw 0OC, -—sent
OBC,: = = =
-0C, -1, I, senw

Para medir la posicién del centro éptico, O, a partir del vértice de la primera cara:
OC, =0V, +V,C, =0V, +r, =-V,0+7,
0C,=0V,+V,C, =0V, +r1, =0V, +V,V, +1, =—V,0+d +r,

y sustituyendo en la ec. (3.29):

-V,0+1, -V,O+d+rg, -V,0
e = - +
I I, I I, L

V0= (3.30)

IIL6.- FORMACION DE IMAGENES FINITAS. AUMENTOS

A partir de ahora las lentes delgadas las representaremos de forma esquemdtica
de la siguiente manera:

LENTE LENTE
CONVERGENTE DIVERGENTE

Ahora nos centraremos en la obtencién, mediante un diagrama de rayos, de la
imagen de un objeto plano a través de una lente delgada. Conociendo la localizacion
de los planos focales, hay tres rayos que son especialmente féciles de aplicar. Dos de
ellos hacen uso del hecho de que un rayo que incide en la lente pasando por F, sale
paralelo al eje dptico y viceversa, uno que entre paralelo al eje, sale pasando por F’.
El tercer rayo es el que pasa por el centro dptico de la lente y que no se desvia. Para
calcular la posicién y el tamafio de la imagen formada por una lente delgada bastard
con utilizar dos de estos rayos. En la figura 3.14 hemos representado diferentes casos
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en cuanto a la posicién del objeto. Como se puede apreciar, esta posicién condiciona
que la imagen sea real o virtual, derecha o invertida, mayor o menor.

A 4
A /
T . i
' f= == =
P, 5@ F' F
v
A
y -
Y . F!
F ,
y
v
A
y \F‘
F NG
\
e A
| e y
; RN
y'i = — y'
; Y \\F' o 1y
T I 1
F N B L
v
A
A J
A
> P — % §
: = y I-// 4‘/' iy
F F'\ y,i ///' F’ "// F
2 S
v P >
A

FiGura 3.14. Formacidn de imdgenes en una lente delgada.

Vamos a buscar ahora la relacién de tamaiios del objeto y la imagen proporcio-
nada por una lente delgada. En la figura 3.15 se ha representado un caso general de
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formacién de imédgenes. En este caso, y > 0 e y° < 0 con lo que tendremos una
imagen invertida. Vamos a analizar con detalle esta figura.

Fy
P R A
y
F o E' P
P
; v
B I
N \ . P,'l
: . X ¢ : f' ,
:  — ——

Ficura 3.15. Cdlculo de aumentos en una lente delgada.

De la figura 3.15. podemos extraer algunas relaciones de semejanza entre tridn-
gulos:

1 t — 1 T f'_'
AOF=FPP, = Y=Y 7V o Y_ X_15 33y
x' s'—f' f' y f! £
__' ) f f
PPF=FOB = Y=Y ="Y o Y- 1 > (332
x s—-f f y f-s X
y y y, S’
PPO~OPP, — Y=Y - Y._5%
1 : T=5 - (3.33)

Combinando las ecuaciones (3.31) y (3.33), obtenemos:

f'-s s s s 1

11
PR = 1—F=; = _S+S'_f' (3.34)
que no es mds que la ecuacién de Gauss de la lente delgada.
Si comparamos ahora las ecuaciones (3.31) y (3.32):
o f
= e (3.35)

Esta expresién se conoce con el nombre de ecuaciéon de Newton y es una ecuaci6n
de formacién de imdgenes muy particular puesto que en ella los origenes de las
posiciones objeto e imagen son los focos. Como la lente estd sumergida, entonces:

f=—f = xx'= _f|2
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Vamos a definir ahora los aumentos. El aumento lateral o transversal, B’ se
define como la relacion entre el tamafio de la imagen y el tamafio del objeto, es
decir:

B':

w =<

(3.36)

De acuerdo con las relaciones deducidas anteriormente, el aumento lateral se puede
escribir de diversas maneras:

AP I, S o (3.37)

donde la expresi6n s’/s sélo serd vdlida cuando la lente esté sumergida; el resto de
expresiones son vilidas en cualquier caso. El signo de B’ determina que la imagen
sea derecha o invertida; [}’ positivo indica que la imagen es derecha, B’ negativo
indica que la imagen es invertida.

Por otra parte, hay que sefialar que el término “aumento” no se utiliza en su
sentido literal puesto que el mddulo de B’ puede ser menor que la unidad en cuyo
caso la imagen serd mds pequefia que el objeto. Si, por el contrario, el médulo de B’
es mayor que la unidad, la imagen serd més grande que el objeto. El caso particular
en que = -1 tiene lugar cuando la distancia entre el objeto y la imagen tiene el valor
de 4f". De todas las configuraciones posibles ésta es en la que el objeto y la imagen
estan lo mds préximos posibles.

También se puede definir el aumento longitudinal o axial como el aumento que
un objeto puede sufrir a lo largo del eje Gptico:

o= I (3.38)

Si derivamos en la ecuacién de Newton (ec. 3.35):

xdx'+x'dx =0 = o= & =X (3.39)
dx X
pudiéndose calcular la relacidén entre el aumento lateral y el aumento axial de la
siguiente manera:
f x , X'f f
— = = ! = =——Q0 3.40
P X P xf' f ©.40)

en sistemas sumergidos o = B

IIL7.- LENTES CILINDRICAS

Como ya dijimos anteriormente, las superficies cilindricas son generadas me-
diante la rotacién de una linea alrededor de otra paralela. La curvatura del cilindro es
cero en el plano que contiene al eje del cilindro (este plano se denomina normalmen-
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te eje) y es mdxima en el plano perpendicular al eje del cilindro (contraeje). Estos
dos planos forman entre si un dngulo de 90° y son conocidos como meridianos
principales del cilindro.

Puesto que la potencia de una lente depende tanto del material del que estd
compuesta como de su curvatura, las lentes cilindricas presentardn una potencia
determinada en la direccién del meridiano de curvatura méxima (contraeje) y poten-
cia cero en la direccién del meridiano de curvatura cero (eje). Es decir, una lente
cilindrica cuyo eje es perpendicular al eje Gptico, se comporta como una lente
delgada para los rayos que viajan en un plano que contiene al eje dptico y es
perpendicular al eje del cilindro, mientras que se comporta como una ldmina de caras
plano paralelas de vidrio para los rayos que viajan en un plano que contiene al eje
éptico y al eje del cilindro. Esto se puede ver en la figura 3.16 que presenta la marcha
de rayos en los planos YZ y XZ. Cuando consideramos el plano YZ, para los rayos
contenidos en este plano la primera lente actiia como una lente delgada esférica,
mientras que la segunda no afecta en absoluto a su direccién. Para el haz de rayos
contenido en el plano XZ, la unica lente cilindrica que actda serd la segunda que lo
hard como si se tratara de una lente esférica. Evidentemente se pueden plantear
situaciones mucho mas complicadas.

Imagen para los
rayos del plano YZ

Imagen para los

rayos del plano XZ 7
Ay
—
|
A Z
L, L,
Ax
- >
z
L L,

FigUrA 3.16. Diagramas de rayos en lentes cilindricas perpendiculares.
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II1.8.- LENTE DELGADA RODEADA DE MEDIOS DISTINTOS

Supongamos una lente de indice n, que separa dos medios distintos de indices n
y n’ respectivamente (fig. 3.17). Aplicando la ley de Gauss a las dos superficies de la
lente:

Iz

Ficura 3.17. Lente delgada rodeada de medios distintos.

Sumando ambas ecuaciones y teniendo en cuenta que s, = s’ - d:

n,-n n'-n, 1 1
Tl o T
s, §, 1 1, \s)—d ¢,/

En una lente delgada el espesor es despreciable y si prescindimos de los subindi-
ces correspondientes a las distancias objeto (respecto a la primera superficie) e
imagen (respecto a la segunda) podemos escribir:

n n n,-n n-n,

——+—= +
C I, I,

(3.41)

con lo que las focales objeto e imagen de la leinte delgada vendrian dadas por:

FOCAL OBJETO
§=e0 y s=f = 270 0", (3.42)
I L,
FOCAL IMAGEN
sz y g=f = L-I70, 07 (3.43)
f L L,
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Comparando ambas ecuaciones vemos que se cumple:

n n f

£ T 7T

. (3.44)
n

y 1a ecuacién de Gauss de la lente delgada no sumergida quedaria:

n n n

_np 3.45
sTe T G4

Figura 3.18. Cdlculo de los aumentos en una lente delgada no sumergida.

En lo que se refiere a los aumentos, de la figura 3.18 se deduce que:

B

2 A AN S (3.46)
s—f f y f-s X
y. vy o oy f=s_, s X (3.47)
£ s-f y f oo
Igualando los dos Gltimos términos, obtenemos:
o X o =g (3.48)
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por lo que las distintas expresiones para el aumento lateral son:

X
T (3.49)

_y_m f _f f
- - B B X

El aumento longitudinal, ¢, se puede deducir de 1a ecuacién de Newton:

dx' X'
xdx'+x'dx =0 = O=—7]—=-— (3.50)
dx X

y la relaci6n entre los dos aumentos viene dada por la siguiente expresion:

&' f n
12 - |2=___
pr=p="72 = B=-o (3.51)

Por tltimo, el centro 6ptico de una lente delgada no sumergida, se puede calcular
graficamente tal y como muestra la figura 3.19. Se traza un rayo que saliendo desde
un punto cualquiera del plano focal objeto entra en la lente paralelo al eje 6ptico (y
que por tanto sale pasando por F’) y otro que incida en la lente paralelo ala direccién
de salida del anterior. Puesto que ambos provienen del mismo punto del plano focal
objeto, saldran paralelos entre si. El segundo rayo pasa por el centro éptico puesto
que no se ha desviado. La distancia desde la lente al centro dptico, LO, se puede
calcular apaliticamente segiin muestra la figura 3.19:

tgw= Y =3
-f+LO0 1
—f+LO=f = LO=f+f (3.52)

Figura 3.19. Cdlculo del centro dptico en una lente delgada no sumergida.
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CUESTIONES

1.- Encontrar grificamente la posicién de la imagen dada por una lente diver-
gente cuando el objeto se encuentra entre el foco imagen F y la lente.

"/'/
—? s‘—; -Z—-t_—_t-b——
Lo~ el

1 s |
P [ele} F

A

Para hallar gréficamente la imagen, trazamos dos rayos: el primero incide en la
lente paralelo al eje optico y sale pasando por F’, el segundo incide en la lente
pasando por F y sale paralelo al eje ptico. Los dos rayos que salen no se cortan pero
si 1o hacen sus prolongaciones, luego la imagen es virtual, derecha y mds pequefia
que el objeto.

2.- Expresar la posicién del objeto en funcién del aumento lateral y la focal
objeto para una lente delgada en aire.

La ley de Gauss y el aumento lateral de una lente delgada en aire se escribe:

I 1 1 §'
— = B‘: -
s s f s
Si despejamos de esta ecuacién la posicién del objeto y realizamos algunas
operaciones, obtenemos:

3.- Calcular grafica y analiticamente el centro éptico de una lente delgada que
separa el aire de un medio de indice 1.5 y cuya focal imagen es de 30 cm.

Si f ¢ =30 cm, teniendo en cuenta la

net el relacién de focales la distancia focal
Y F’ objeto de la lente serd:
L f n 1
F CO —=-— = f=-—30=-20cm
 / S f' n' 1.5
f X .
L Para calcular graficamente el centro
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Optico de la lente, desde un punto del plano focal objeto trazamos dos rayos: uno
paralelo al eje 6ptico, que saldrd pasando por F’, y otro paralelo al anterior que
saldrd en la misma direccién que el primero puesto que ambos vienen del mismo
punto del plano focal objeto. Este segundo rayo no se ha desviado, luego ha
pasado por el centro éptico (CO) de la lente. Analiticamente:

Y oY o xf=f = x=f+f'=-20+30=10cm
x-f f

En este caso, el centro 6ptico estd a 10 cm a la derecha de la lente.

4.- Deducir, a partir de la ecuacion de Newton, la ecuacién de Gauss para la
lente delgada.

La ecuacién de Newton es: xx'=ff'. Si designamos por O el objeto, O’ la
imagen y L la lente cuyos focos son Fy F’, podemos escribir x = FO=FL + LO =
- f + s para la posicién del objetoy x’ =F’O’ = F'L + LO’ = -f * + s”. Sustituyendo
en la ecuacion de Newton y haciendo operaciones:;

x'=ff' = (-f)E-f)=f"

f
ss'-fs'-sf'=0 = ssg'=fs4sf’ = l1==—+—
s 8
Si ahora tenemos en cuenta que la relacién de focales es la relacién de indices
cambiada de signo, obtenemos la ecuacién de Gauss en el caso méas general:

_*%)f' f I n 1 '
1—T+§ = + =

f' n's s s s f

n n
-4+ — =

5.- Encontrar la distancia entre el objeto y la imagen para una lente convergen-
te sumergida en un medio de indice n que produce un aumento transversal de
-4. El objeto es real.

La distancia entre el objeto y la imagen viene dada pord =s’ —sdonde s y s’
estan relacionados por el aumento lateral:

B’=i=—4 = s'=—4s
]

Y si se sustituyen estos datos en la ecuacién de Gauss:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 5
——t—=— = ———== = —|t—|== = s=—f"
s s f s —4s f' S 4sJ f' 4

s'=~ds = —4(— %f' ] =5f'  yportanto d=s-s= Sf’—(— %f’ ]: %f': 625"
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6.- Dadas dos lentes convergentes de la misma focal y separadas por su distan-
cia focal, hallar graficamente la imagen de un objeto situado en el foco objeto
de la primera lente. ;Qué aumento tiene la imagen? Suponer el sistema en aire.

Fi]¥ Fz\‘\F‘l Fo

N

£

Un rayo que incide en la primera lente paralelo al eje ptico, saldrd de ella
pasando por F’|. Como este punto coincide con el centro ptico de la segunda lente,
pasaré por ella sin desviarse. El segundo rayo incide en la primera lente pasando por
su centro Gptico, pasa sin desviarse y Ilega a la segunda lente pasando por F,, luego
saldra de ella paralelo al eje optico. La imagen final se forma en el plano focal
imagen de la segunda lente, es real, invertida y del mismo tamafio que el objeto, por
lo que el aumento lateral serd —1. Analiticamente:

ss, s 8, 8, f’

p=pp,= =

“2 =
$, s, 5 8¢

5] )

7.- Demostrar que en una lente delgada en aire, si P’ = -1, la distancia objeto-
imagen es 4f’.

5

Si el aumento es —1, por la definicién de aumento lateral:

Y si sustituimos en la ecuacién de Gauss:

—1+L=—1— = s=-2{"ys'=2f
s —-s f'

d=g'-s=2f'—(2f") = 4

8.- En una lente divergente que separa dos medios de indices n y n’ distintos,
calcular la posicién de la imagen en funcién del aumento transversal y de la
focal objeto.

Si los indices son distintos, la ecuacién de Gauss, la relacién entre distancias
focales y el aumento lateral son, respectivamente:

n n n f n , ns

s s f' n' n's
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Despejando s’ de la ecuacién de Gauss y sustituyendo los valores de fy B, se
obtiene:

' 1 ] )

—nSin=nd o “Eg=d oo (-B+1)f'=s'
] f' n's f'

o= (-2t} =Te(p-

9.- Deducir la ecuacién de Newton a partir del invariante de Abbe para un
dioptrio esférico.

El invariante de Abbe del dioptrio esférico es:

[1 1) ,[1 1‘1
n~——|=n|—-—-
r s \r s')

Las distancias objeto e imagen medidas desde los focos son: x =s —fyx’ =s’ - f".
Sustituyendo en el invariante de Abbe, las distancias s y s’ por su valor en funcién de
x y X’ y haciendo operaciones, obtenemos:

(1 1) n' n n'-n n'

(e lims) = me et
r x+f x4+ X+ x+f r f'

(n'x +n'f —nx'-nf")f'= n'xx+n'x'f + n'xf'+n'ff"

—nx'fenf?=ntn'xf D X=X P = x4 o = ff
n n

que es la ecuacién de Newton que estdbamos buscando.

10.- Obtener grificamente la imagen dada por una lente divergente cuando el
objeto se encuentra en el foco imagen. Definir la imagen.

Y Siguiendo el mismo procedimiento
_ que en la cuestién 1, realizamos el tra-
y| T y > zado grifico y obtenemos una imagen
I3 T virtual, derecha y mas pequefia que el
F objeto.
A




Capitulo IV

ESPEJOS

IV.1.- ESPEJOS PLANOS

En este tema nos vamos a centrar en el estudio de los espejos. Los espejos estan
formados por una superficie pulimentada donde los rayos se reflejan. Los que noso-
tros vamos a considerar, se denominan planos o esféricos dependiendo de que el tipo
de superficie que los constituya sea plana o esférica. Nos centraremos en primer
lugar en ¢l estudio de los espejos planos.

Los espejos planos (y cualquier otro tipo de espejos) se pueden construir recu-
briendo o bien la superficie frontal o bien la superficie posterior, siendo este segundo
tipo el que, normalmente, se encuentra en la vida diaria, ya que su uso es sencillo y
cémodo ya que al estar la capa reflectora completamente protegida detrés del vidrio
se pueden limpiar con facilidad. En cambio, 1a mayorfa de los espejos disefiados para
su uso en sistemas o montajes en los que se requiera una mayor precisién son de
primera superficie.

En la figura 4.1 un punto objeto P estd situado frente a un espejo plano. Un rayo
cualquiera procedente del objeto, como por ejemplo el que incide en el punto A,
cuando llega al espejo forma con la normal a la superficie un d4ngulo de incidencia €.
Por la ley de reflexidn, el 4ngulo con el que se refleje serd el mismo. Por otro lado el
rayo que incide normal al espejo se refleja eh la misma direccién pero en sentido
contrario. Las prolongaciones de estos dos rayos, tal y como se puede ver en la figura
se cortan en el punto P’. De Ia geometria de la figura, se deduce que los tridngulos
PVA y P’VA son iguales por lo que el punto P’ serd equidistante del espejo con
respecto al punto P, lo que implica que s’ = -s. Esta situacién se repite para todos y
cada uno de los rayos que salen del punto objeto P, por lo que en el espejo plano,
todos los rayos reflejados se cortan virtualmente en el punto P*. Esto quiere decir que
el espejo plano es un sistema estigmatico dentro y fuera de la zona paraxial. De
hecho es el tnico sistema 6ptico perfecto para todo el espacio. Concluimos pues que



70 Optica Geométrica

en un espejo plano, la imagen es simétrica del objeto con respecto al espejo y por lo
tanto siempre virtual. Su aumento vendrd dado por:

Br=-s/s=1 (4.1)

es decir, la imagen es siempre derecha y del mismo tamafio que el objeto.

FiGura 4.1. Reflexidn en un espejo plano.

Ademis, en los espejos se produce un cambio en la orientaci6n de la imagen lo
que hace que por ejemplo la imagen de una mano izquierda sea una mano derecha.
La imagen proporcionada por el espejo aiin siendo del mismo tamafio que el objeto
no es la misma que observaria otra persona frente a uno, ni la que nosotros mismos
verfamos si mirdsemos la palma de nuestra mano derecha. Esto se conoce matema-
ticamente con el nombre de inversién. Esta inversién derecha-izquierda que puede
apreciarse en la fig. 4.2 es el resultado de una inversién en profundidad, es decir el
espejo transforma un sistema coordenado a derechas en un sistema coordenado a
izquierdas. Mediante la combinacién de un nimero par o impar de espejos se puede
cambiar o no 1a orientacién de una imagen. Cuando hay un nimero impar de espejos,
un objeto de orientacién derecha (o-d) se convierte en una imagen de orientacion

Ficura 4.2. Inversién de la imagen por reflexion en un espejo plano.
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Ficura 4.3. Inversiones sucesivas por reflexion.

izquierda (o-i). Si el niimero de espejos es par, no hay cambios en la orientacion final
de la imagen (fig. 4.3).

IV.2.- PROPIEDADES DE LOS ESPEJOS PLANOS. TRASLACIONES Y GIROS

Con la combinacién de varios espejos ademads de anular la inversién de la imdgenes
como acabamos de ver, se puede conseguir, por ejemplo la obtencién de imédgenes
muiltiples mediante dos espejos planos que forman un dngulo cualquiera entre si. El
nimero de mdltiples imagenes obtenidas dependerd del dngulo entre ellos y de la
posicién del objeto. En la figura 4.4 se ilustra esta formacién de imégenes miuiltiples.

Ficura 4.4. Formacion de imdgenes miltiples.
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Ademds también se cumple que cuando dos espejos planos forman un dngulo o
entre si, el 4ngulo entre el rayo incidente y el rayo reflejado en los dos espejos
sucesivamente es 20, independientemente de cudl sea el dngulo de incidencia en el
primer espejo (fig. 4.5). Si el 4ngulo de incidencia en el primer espejo es €, y en el
segundo es ¢€,,de la figura se deduce que:

g+e,=0
Por otra parte, en el tridngulo ABC, se cumple que:

28, +2,=0=20 4.2)

o

FiGura 4.5. Combinacién de espejos. Angulo de desviacidn.

En el caso particular de que los dos espejos formen entre sf un dngulo de 90° el
rayo incidente (independientemente del 4ngulo con el que incida saldrd en la misma
direccién pero en sentido contrario (Fig. 4.6).

PR R SRR A SO S B AN

FiGura 4.6. Incidencia cuando los espejos son perpendiculares entre si.
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Frecuentemente se suelen utilizar espejos planos para amplificar y medir rotacio-
nes ligeras. Veamos cémo hacerlo. Si un espejo plano gira un dngulo ¢ y el haz
incidente se mantiene fijo, el haz reflejado gira un dngulo 2a en el mismo sentido
que el espejo (fig. 4.7). En efecto, si observamos la figura 4.7, si el espejo gira un
angulo o pasando de la posicién E a la posicion E,, la normal al espejo pasard de N,
a N, girando el mismo éngulo y el rayo reflejado pasard de ser R, a ser R,. En la
posicién E , los dngulos de incidencia y reflexién son iguales a €, por lo que el
dngulo entre el rayo incidente I 'y el reflejado R, es 2¢, mientras que en la posicién 2,
dichos dngulos valen g+, por lo que el 4ngulo entre I'y R, es 2(e+0r). De aqui se
deduce que el dngulo entre los dos rayos reflejados R y R, es 201

FiGura 4.7. Giro de un espejo y rotacion asociada del haz.

De manera similar, si lo que gira es el rayo incidente, manteniéndose fijo el
espejo, el rayo reflejado girard también el mismo angulo pero en sentido contrario.
De la figura 4.8 se deduce que en la posicién inicial los dngulos de incidencia y
reflexion tienen un valor € por lo que el dngulo entre I y R, es 2¢. Al girar el rayo
incidente, éste pasa a la posicién 2 formando un dngulo de incidencia y reflexién de
€ - o, por lo que el dngulo entre I, y R, es ahora 2(¢ - o). De aqui deducimos que el
angulo entre los rayos reflejados en las dos posiciones es o.

N

I R,

Iy

—_— — e —
PRI B e e S TR S |

Ficura 4.8. Giro del haz incidente y rotacién asociada del haz reflejado.
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Cuando en vez de un giro tiene lugar una traslacion, es decir en el caso de que un
espejo plano se traslade paralelamente a si mismo una cierta distancia, la imagen de
un objeto fijo se traslada en el mismo sentido que el espejo pero el doble de distancia
Esta situacién se puede ver en la figura 4.8b donde el espejo se ha trasladado una
distancia d provocando asi que la imagen pase de O’ a O’, siendo la distancia entre
ambas 2d.

1=l

x+d 2d

04

FiGura 4.8b. Traslacién de un espejo y traslacion asociada de la imagen.

IV.3.- ESPEJOS ESFERICOS

A continuacién procederemos al estudio de los espejos esféricos. El estudio de
este tipo de espejos se debe a la sencillez de su cdlculo unido a la facilidad de su
fabricacién. Los dividiremos en cncavos y convexos dependiendo de que, segiin el
criterio de signos que hemos adoptado, €l radio de curvatura sea negativo o positivo
respectivamente (Fig. 4.9).

\f:.
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> — |
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Ficura 4.9. Espejos esféricos concavo y convexo.

El estudio de los espejos, tendrd lugar en la zona paraxial y, por tanto seguiremos
teniendo en cuenta la aproximacién de Gauss en las deducciones matematicas. Asf
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pues, s6lo utilizaremos una pequeiia zona situada en el centro del espejo. En todas
las figuras de este capitulo, se ha representado plana para mayor claridad en los
diagramas de rayos correspondientes. El eje 6ptico del espejo es la linea que une el
centro de curvatura con el vértice del mismo.

Consideremos ahora la figura 4.10 que representa a un espejo esférico céncavo
(en el caso de un espejo convexo el razonamiento serfa similar) y sea O un punto
objeto situado en el eje del espejo. Si consideramos el rayo que sale del objeto en la
direccién del eje 6ptico, al incidir normalmente en el espejo, se reflejard volviendo
en la misma direccién pero en sentido contrario. Otro rayo cualquiera, como por
ejemplo el que llega al punto P del espejo, al reflejarse lo hard, segin la ley de
reflexién, de forma que el dngulo de incidencia, € y el de reflexidn, €’ son iguales en
valor absoluto. De este modo, el punto O’, donde se cortan los dos rayos considera-
dos ser4 la imagen de O.

g

Ficura 4.10. Formacion de la imagen de un punto en un espejo esférico.
De la figura 4.10. se deduce que:

d=0+e
Y=o +2¢

Combinando ambas ecuaciones se llega a que:
2e=y-—0=20-20 4.3)
o bien que:
20=0+Y 4.4)

Teniendo en cuenta que estamos en la regién paraxial y por tanto los 4ngulos
considerados son pequefios se puede escribir que:
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o=— o=— Y=

y sustituyendo en la ecuacién 4.4. se obtiene:

1. 1.2
T

T

4.5)
s s
Esta expresion es la ecuacién de Gauss de los espejos también conocida como
“férmula de los espejos” y proporciona, en éptica paraxial, la posicién de la imagen
en funcién de la posicién del objeto y del radio de curvatura del espejo.
Siguiendo las mismas definiciones que las empleadas en el tema dedicado al
estudio de las lentes se pueden definir los focos y las distancias focales de un espejo
esférico:

FOCAL OBJETO:
=00 = s=f= %
f=f1 (4.6)
FOCAL IMAGEN:
s=w = s=f=1
11 1
ST 4.7

Vemos pues que los focos F y F° de un espejo esférico coinciden en el punto
medio del segmento que une el centro de curvatura del espejo con el vértice del
mismo. Teniendo en cuenta que un punto serd real siempre que esté situado del lado
del espejo de donde venga la luz, en los espejos concavos los focos son reales y en
los convexos virtuales.

IV.1.1.- Construccién de imagenes con espejos esféricos

En la obtencién de imdgenes formadas por espejos esféricos. se pueden presentar
distintos casos Algunos de ellos se han representado en la figura 4.11.

El primero de ellos, por ejemplo, es la obtencién de la imagen producida por un
espejo céncavo de un objeto real situado a una distancia mayor que su radio. El punto B
es el extremo del objeto, cuya imagen queremos hallar. Si trazamos un rayo que pasa
por él e incide paralelo al eje, este se reflejard pasando por el foco del espejo. El otro
rayo elegido es uno que incide en el espejo en la direccién de su centro de curvatura;
dicho rayo no se desvia al reflejarse y vuelve en la misma direccién con la que entr6
pero en sentido contrario. La interseccién de estos dos rayos emergentes proporciona el
punto imagen buscado. La imagen obtenida es real, invertida y més pequefia. También
se podia haber trazando un rayo que incidiera en el espejo pasando por F y que, por
tanto, después de la reflexién, saliera paralelo al eje 6ptico.
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Ficura 4.11. Formacion de imdgenes con espejos esféricos.

Al igual que ocurria con las lentes el aumento lateral, B’, relaciona los tamafios
de la imagen y del objeto. De la figura 4.11 a) se deduce que:

AB_AB | Y. .Y

AC AC S—r §-r
’_l,_ §—r
y s—r

y sustituyendo la ecuacién (4.5) obtenemos:
S!
p= -5 4.8)

A continuacién discutiremos la posicidn y naturaleza de la imagen segin la
posici6n del objeto, para ello partiendo de la ecuacién de los espejos obtenemos otra
forma de escribir el aumento lateral en funcién de la focal y de la distancia objeto:

1 1 1 s s
“t—=— = 14+—=—
s s f’ s f’
_ ’ 4.9
s_syos=f g S 9
R § f s f-s
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En el caso de los espejos convexos, las imdgenes de objetos reales son siempre
virtuales, derechas y mds pequefias que el objeto. Para un espejo céncavo, las
distintas posibilidades se encuentran esquematizadas en la tabla IV.1.
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ESPEJO CONCAVO
OBJETO IMAGEN
Ubicacién Tipo Ubicacién Orientacion Tamafio
-0 < s < 2f Real 2Af<s’<t Invertida Menor
s=2f Real s’ =2f Invertida Igual
A<s<f Real -o0 < §7< 2f Invertida Mayor
f<s Virtual s > sl Derecha Mayor
Tabla IV.1

CUESTIONES
1.- ;Presentan los espejos dispersién cromatica?, ;y las’laes?

Los espejos no presentan dispersion cromdtica ya que se rigen por la ley de la
reflexién, € = €, ley en la que s6lo interviene el 4ngulo de incidencia del rayo y no
las caracterfsticas materiales del medio en el que éste se propaga. Sin embargo, en la
ley de la refraccién, n sene = n’ seng’, si que aparecen los indices de los medios que
la luz atraviesa en su propagacién, por lo que las lentes si que presentan dispersion
cromdtica debido a la variacién del indice con la longitud de onda.

2.- Dada una lente convergente de focal f y un espejo concavo de focal /2
situado a una distancia 3f’/2 de la lente, obtener graficamente la posicion de la
imagen de un objeto situado a una distancia 2f* delante de la lente.

Un rayo que incide en la lente paralelo al eje dptico, sale de ella pasando por F’.
Puesto que F’ coincide con el foco del espejo, dicho rayo llega al espejo pasando por
su foco, y por tanto, sale del espejo paralelo al eje 6ptico. Por dltimo, este rayo
incide en la lente, de derecha a izquierda, paralelo al eje éptico y sale de ella pasando
por F. El segundo rayo incide en la lente pasando por F, saldrd de la misma paralelo
al eje 6ptico, Dicho rayo llega al espejo paralelo al eje dptico y sale de €l pasando
por ¢l foco F,. Como éste coincide con F’, el rayo incide en la lente de nuevo
pasando por F’ y sale paralelo al eje 6ptico. Con el corte de los dos rayos que salen,
obtenemos una imagen real, derecha y més grande que €l objeto.

3.- Se utiliza a veces como espejo retrovisor de un automévil, un espejo esférico
convexo. Demostrar que las imagenes formadas por este espejo de los objetos

reales, son siempre virtuales, derechas y mas pequeiias que el objeto.

Utilizando 1a ecuacidén de Gauss de los espejos deducimos que:

1 21
= —=---

S r s

_.+__’=

1.1 2
s § T
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Si el objeto es real, entonces s < 0 por lo que (-1/s) > 0, y puesto que se trata de
un espejo convexo, r > 0 con lo que se obtiene que s’ > 0, es decir, se obtiene una
imagen virtual. Si tenemos ahora en cuenta la expresién del aumento lateral:

. 8__ (0
B ==

>0 con lo que la imagen es derecha
s (<0)

Por iiltimo, el aumento lateral también se puede escribir como:

f f>0 f
= = f-s>0yf-s>f = =—— <
P f-s s<0} * Y ° g 1)

y la imagen resulta ser mds pequefla que €l objeto.

4.- Dado un espejo esférico céncavo, hallar grificamente la imagen de un objeto

situado entre el centro de curvatura C del espejo y el foco F.
G

A 4

Un rayo que incide en el espejo paralelo al eje 6ptico, sale pasando por el foco F
y un rayo que incide pasando por el centro de curvatura del espejo no se desvia y sale
en la misma direccién con la que entré. La imagen es real, invertida y més grande
que el objeto.

5.- Con un espejo esférico céncavo, se pueden conseguir imagenes virtuales de
objetos reales? Justificar analiticamente la respuesta.

Si el objeto es real, entonces s < 0 y como el espejo es concavo, r < 0. Sien la
ecuacién de Gauss de los espejos, despejamos la posicién de la imagen s’, obtene-
mos:

2 1 _2s-r , IS

1
= —=—--=— = §'=
s’ r Is 2s—r

i 1. 2
or

s S

expresién en la que el numerador siempre es positivo, mientras que el signo del
denominador dependerd de los valores de s y de r. Para que la imagen sea virtual,
s’ > 0y para conseguirlo es necesario que el denominador, 2s — 1 > 0:
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2-r>0 = s>—;- = s>f

Pero, puesto que s y f son negativos, esta desigualdad ocurrird cuando | S | < I f | s
es decir, cuando el objeto esté situado entre el espejo y el foco del espejo.

6.- En un sistema formadoe por una lente de focal f* y un espejo de focal + f’
seglin sea céncavo o convexo, calcular en ambos casos la distancia lente-espejo
para que B’ = -1 cuando es objeto esta a 3f’/2 delante de la lente. Suponer el
sistema en aire.

372

En un espejo esférico, si el objeto estd en el centro de curvatura, la imagen
también estd en el centro de curvatura, es invertida y del mismo tamafio que el
objeto. Por ello, para que el sistema proporcione una imagen final con aumento — 1,
debe ocurrir que la imagen dada por la lente y’ | esté situada en el centro de curvatura
del espejo. Asi, el espejo dard una imagen y’, que serd del mismo tamafio que y’, y
en el mismo sitio, pero invertida. Por dltimo, si la lente, de un objeto y da una
imagen y’ , invertida y en una determinada posicion, cuando la luz vuelve del espejo
incidiendo en la lente de derecha a izquierda, de un objeto y’, situado en la misma
posicién que y’, y de su mismo tamafio, la lente proporcionard una imagen final y’,
en la misma posicion que el objeto original, de su mismo tamafio pero invertida, es
decir, habremos conseguido un aumento total de —1. Para que esto ocurra, si el objeto
estd a una distancia 3f ‘/2 delante de la lente, la imagen estar4 a:

11 1 1 2 1

1
- t—=— = —=—-——=— = =3
_3f, I I : ’
‘ A} s f s £ 3f! 3f

Si el espejo es céncavo (como es el caso de la figura), la distancia lente-espejo
debe ser:

sr=e = 3f ~(=2") = 5f

Y si el espejo es convexo:

e=s~r=3f-2{"=f’
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donde hemos considerado que f* es un ndmero positivo puesto que la lente es
convergente.

7.- {Cudl es la longitud del espejo plano vertical de menor tamaiio en la que una
persona puede verse de cuerpo entero y dénde debe estar situado?

2y=H-h y+z+h2=H
z=H-W2-(H-h2
z=H/2

Para que esta persona se vea de cuerpo entero, es necesario que vea su pie y la
parte superior de su cabeza. Para que pueda ver su pie, un rayo que sale del pie, debe
llegar hasta su ojo y, andlogamente, para poder ver la parte superior de 1a cabeza, un
rayo que sale de esta parte, debe llegar hasta su ojo. Segiin se puede ver en la figura,
el tamafio minimo de espejo que se necesita es z = H/2, es decir, que el espejo debe
ser de un tamafio igual a la mitad de la estatura de la persona. Como también se
puede deducir de la figura, dicho espejo debe estar colocado a una altura sobre el
suelo igual a (H — h)/2.

8.- Con un espejo plano de 5 cm de tamaiio colocado a 30 cm del ojo se observa
un irbol que dista 90 m del espejo. Si la imagen del drbol cubre totalmente el
espejo, ;cual es la altura del drbol?

A

5 cm

30cm

90 m

Segiin se puede ver en la figura, si el arbol tiene una altura y, su imagen tendr4
una altura y’ =y, estando situada a 90 m detrds del espejo. Si dicha imagen cubre
totalmente el espejo, de la figura se deduce que:

] =) = y'=15.05m
30 9030
Y, puesto que el drbol tiene la misma altura que su imagen, medird también 15.05 m.
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9.- Un cono de rayos converge hacia un punto axial S situado a una distancia
“d” detras de un espejo convexo de focal f > d. Utilizar la ecuacién de los espejos
para describir la imagen resultante.

Para el espejo esférico, la distancia objeto s = d > 0. Si sustituimos en la ecuacién
de los espejos:

-7 11

/ Comof>d = ¢<y

™ d §'< 0 ylaimagen es real

Para analizar el tamaio de la imagen, consideremos el aumento lateral:

B= L. _<0 >0 ylaimagen es derecha
8 >0
Por iltimo, veamos el tamafio de la imagen:
1 1 1 §' s' s s
Sho=s = Hl=— = l-—=-—=f
s s f 8 f f s

Como s§'<0 = %<0 = 1—%>1
B'>1 ylaimagen es mayor que el objeto.

10.- Un espejo céncavo forma la imagen de una flor en una pared distante 120 cm
de ésta. Calcular el radio del espejo en funcién del aumento lateral que se desee

conseguir.

De 1a figura se deduce que:

{ §s—§'=120 = s5=120+¢

Por otra parte, €l aumento es:

. S___ ¢
B= s 120+

120 cm
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Expresando las distancias s y s” en funcién del aumento:

B120+s)=—-s" = 120B4sP=-s’
120p=s'(-1-B) = s’=_éiolB
s =120+ C1208)_ 120

B+1 B+1

Sustituyendo las expresiones de s y s’ en la ecuacién de Gauss:

p+1

B+l 2
LA + -
120 (-120p) r

_ 240p°

B:

21

120p°

E+p=@+1) _2 _ @E+1)B-1)_2

1208° r

r

Capitulo V

REFRACCI()N EN SUPERFICIES PLANAS.
LAMINAS PLANO PARALELAS Y PRISMAS

V.1.- REFRACCION EN UNA LAMINA DE CARAS PLANO PARALELAS

Este tema se va a centrar en el estudio de sistemas Opticos refractantes con
superficies planas. El més sencillo de todos ellos es la 1dmina de caras plano parale-
las. Elementos comtnmente utilizados en 6ptica como pueden ser filtros, laminas
separadoras y vidrios protectores pertenecen a este tipo de sistema 6ptico.

En el caso de las ldminas plano-paralelas cualquier recta perpendicular a la
tdmina puede ser considerada como eje éptico. En la figura 5.1 estd representada la
trayectoria 6ptica seguida por un rayo de luz al atravesar una ldmina de caras plano
paralelas en los dos casos posibles: el caso general donde los indices de los tres
medios implicados son distintos, y el caso particular donde la 14mina estd sumergida
en un medio de fndice n,.

: g . _
EBML | g e e, =
2 M, __ My .
~ €% D K\-\ €'y
€, \\ ~ 8'2
~ ) ~
81(‘\\_52 816\\. Al
ANy AN A:\\%\
Lo Kg
d CL
n 3 3
m n; m

Ficura 5.1. Trayectoria de un rayo dentro de una ldmina plano paralela.
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Aplicamos la ley de la refraccién a las dos caras de la ldmina:

N, Sene; =n,seng)
\ 5.1
n,seng, =n;sene’,

En la figura se observa que los dngulos £’ y €, son iguales por lo tanto despejan-
do sen €’, de la ecuacidn (5.1), se obtiene:

n, , ,
seng’, = ——seng, = —-seng’; = —Seng, 5.2
Lk 0, n,

En el caso particular de que la ldmina se halle rodeada de un medio homogéneo
de fndice n, n, = n, y en este caso de la ecuacion 5.2 es facil deducir que el angulo
de emergencia €', y el de incidencia €, son iguales y, por lo tanto, el rayo emergente
es paralelo al incidente, y Unicamente ha sufrido un desplazamiento. El rayo emer-
gente corta al eje 6ptico en el punto A’ y a la distancia AA’ se le denomina
desplazamiento axial, que denotaremos por L. El valor que tiene este desplaza-
miento se deduce facilmente de la figura:

D

ge,= D, pgMD

DK tge,

tge’leéD = MD=dtge]
L=d-DK=d— 1>
tge,

’ tg e
L=d-d‘ge‘=d[1— g¢ (5.3)

ge tg &

Si ahora suponemos que los 4ngulos son pequeiios, lo que equivale a quedarse en
la zona paraxial, entonces:

tge, =&, tge’ =€’ ngE =n,¢e,

con lo que el desplazamiento axial queda:

L=d(l—e—1
81_

= d(l - ] (5.4)

N2

Si, ademds, suponemos que la ldmina estd en aire (n, =n, = 1, n, = n):

1
L—d[l—;] (5.5)

que es el desplazamiento axial para una ldmina de fndice n en aire. En este caso, el
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desplazamiento axial no depende del dngulo de incidencia, lo que equivale a decir
que, en zona paraxial, la lamina plano paralela presenta un comportamiento estigma-
tico. Fuera de la regién paraxial la expresion correcta de L es la expresién general
dada por la ec. (5.3). En este caso, para cada dngulo de incidencia tendremos un
desplazamiento distinto, es decir, una imagen distinta, por lo que, en estas condicio-
nes, la 14mina no es estigmdtica.

Para el caso de una ldmina sumergida, también es posible calcular el desplaza-
miento lateral o transversal e que, cémo puede apreciarse en la fig. 5.1 representa la
traslacién que experimenta el rayo respecto a su direccién original. Dicho desplaza-
miento lateral se puede calcular, de la siguiente forma:

€
seng', = —
L

" tge
como sene',=seng, = e=Lseng = dsensl[ 1- ;g —‘J (5.6)
\ g€

Desarrollando las tangentes, y siempre considerando la ldmina sumergida en aire:

{

COSE, Sene' cose, |
e=dseng|l-————" |=dseng, 1——"—]:
Sen g, cose, ncose', )

=dseneg,

- COSE ‘:dsenel L 5.7)

| yn’-n’sen’e | 4n’—sen’g,
Esta ecuacién nos relaciona el dngulo de incidencia ¢, con el desplazamiento

lateral de dicho rayo.
Cuando los dngulos son pequefios, de las ecs. (5.5) y (5.6) se obtiene:

1
=Le = d&[l—-—
€ nj (5.8)

Vemos que, incluso en la region paraxial, el desplazamiento transversal, e, s{ que
depende del dngulo de incidencia, al contrario de lo que le ocurria al desplazamiento
axial, L, que en estas condiciones s6lo dependia de las caracteristicas de la ldmina.

V.1.1.- Espesor aparente de una lamina plano paralela

Veamos a continuacién cémo al mirar una ldmina plano paralela, nos parece que
ésta tiene un espesor d, méds pequefio que su espesor real. A este espesor se le
denomina espesor aparente de la lamina. Si, en la figura 5.2, consideramos un punto
objeto O situado en la primera cara de la l4mina, cuando miramos a través de ella,
nos parece que el punto objeto estd en la posicién O’, imagen de O a través de la
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l4mina. Como consecuencia, aparentemente, la ldmina tiene un espesor d,, cuando
en realidad su espesor es d > d;. Como se deduce de la figura la diferencia entre
ambos espesores, el real y el aparente, es justamente el desplazamiento axial produ-
cido por la l4mina. Si la 14mina estd en aire, el espesor aparente viene dado por:

d-d, =L = d0=d—L=d—d(1—D = dozﬂ (5.9)
n) n

e, | e

m= 1 mL=n n;=1

FIGURA 5.2. Espesor aparente de una ldmina plano paralela.

Segtn la ecuaci6n (5.9), midiendo el espesor real y el espesor aparente de una
l4mina plano paralela, se puede deducir facilmente su indice de refraccion, simple-
mente como el cociente entre ambos espesores.

V.2.- REFRACCION EN UN PRISMA

Un prisma 6ptico es un medio transparente limitado por superficies planas que
forman un dngulo diedro. Se denomina secci6n principal de un prisma a cualquier
seccién normal a la arista. Nosotros vamos a estudiar la refraccién en una seccién
principal. En la mayorfa de casos, utilizaremos prismas triangulares rectos tal y
como se muestra en la figura 5.3, por lo que, en nuestros esquemas, los prismas se
verén reducidos a un tridngulo y denominaremos “base del prisma” a la base del
tridngulo de su secci6n principal, y o al dngulo de refringencia correspondiente.

Los prismas juegan papeles muy diversos en todo el dmbito de la 6ptica, actuan-
do por ejemplo como divisores de haz, sistemas polarizadores e incluso como siste-
mas interferométricos. No obstante, la mayoria de estas aplicaciones sélo utiliza una
de las dos propiedades fundamentales de los prismas. Una de ellas, su capacidad de
actuar como sistema dispersor, ya que es capaz de separar, hasta cierto punto, las
diferentes longitudes de onda que constituyen un haz policromatico. Su segunda

Refraccion en superficies planas. Laminas plano paralelas y prismas 89

propiedad interesante es su capacidad de producir un cambio en la orientacién de
la imagen o en la direccién de propagacién de la luz.

v g .

Figura 5.3. Prisma triangular recto y seccion principal del mismo.

Vamos a estudiar a continuacién la refraccién en un prisma. Un rayo de luz que
incide sobre un prisma con un dngulo £, sufre una desviacién angular, §, al atravesar
el prisma. Si en la figura 5.4, que muestra la refraccién de un rayo cualquiera en un
prisma, consideramos todos los dngulos positivos, la desviacién debida a la primera
refraccion es g -8,y la debida a la refraccién en la segunda cara es €', - €, Asi
pues, la desviacién total producida sera:

S=(g,-¢)+ (e,-¢) (5.10)
De la figura podemos deducir que el d4ngulo de refringencia del prisma vale:
o =g +€, (5.11)
con lo que la desviacidn en funcién de ¢ serd:

d=¢ +&',~0 (5.12)

FIGURA 5.4. Refraccion en un prisma.
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Veamos ahora cémo varia la desviacién con el indice de refraccién. Para ello
consideremos la expresién de la desviacién (ec. 5.12) y las expresiones de la refrac-
ci6n en las dos caras del prisma, supuesto éste en aire:

, g, fijo
seng, =nseng, = _ ,
sinT ¢4
- o fijo
gte, =0 = .
' siegd e, T

nseng, =seng), = {si nTye, T entoncese’,T

g, y o fijos

sie, T 87T G.13)

d=¢g te,—00 = {

De estas expresiones se deduce que, para un dngulo de incidencia determinado,
si m crece, entonces €, disminuye para que el producto n sen €°, se mantenga
constante (hay que tener en cuenta que los dngulos de incidencia y refraccion varian
entro 0 y 90°, rango en el cual la funcion seno es una funcién creciente). Como el
angulo de refringencia del prisma también es fijo, si €°, disminuye, entonces g,
aumenta para que la suma de ambos 4ngulos se mantenga constante. Por tltimo, si
n crece y €, también, al aplicar la ley de Snell a la segunda cara del prisma, vemos
que el dngulo de salida €°, también aumenta y con €l la desviacion producida por el
prisma.

En definitiva, la desviacién angular producida por un prisma que trabaja por
refraccién, aumenta con el indice del prisma. Dado que el indice es una funcién de
la longitud de onda, podemos hablar también de una funcién &(A). Como ya vimos
en un capitulo anterior, en la mayoria de los medios materiales dieléctricos el indice
disminuye conforme aumenta la longitud de onda; entonces la desviaci6n serd
mayor cuanto menor sea la longitud de onda, es decir, un prisma desvia més el azul
que el rojo.

Las ecuaciones deducidas anteriormente han sido obtenidas, como ya hemos
dicho, considerando todos los 4ngulos positivos, es decir, sin aplicar el criterio de
signos. Si queremos utilizar dicho convenio, hay que tener en cuenta que, segiin se
ve en la figura 5.4, los 4ngulos de la primera cara €,y £, son positivos, mientras que
los de la segunda cara €, y €°, son negativos.

Para el 4ngulo de refringencia del prisma se toma el siguiente criterio: se
considera positivo si, al llevar por giro, con eje en la arista, la primera cara a
coincidir con la segunda, se va en sentido antihorario, y negativo en caso contrario.

Por otra parte, 1a desviacién se mide desde el rayo incidente hasta el emergente
y es positiva en sentido horario y negativa en sentido contrario.

Refraccion en superficies planas. Ldminas plano paralelas y prismas 91

o<0 E
o>0
§<0

I
Con estas consideraciones si aplicamos el criterio de signos, el dngulo del prisma
y la desviacién vienen dados por las expresiones:
8= (e —€1)+(e2 —€3)

0=g-8 (5.14)
d=g; —¢'5-0

V.2.1.- Desviacién minima
Para un prisma dado, es decir para n y « fijos, la desviacin, 8, producida es

funcién del 4ngulo de incidencia, €. En la figura 5.5 se puede observa una grafica de
c6émo varfa & en funcion de €.

A 5
50
DATOS
n=15 O=60°
O Y - £, =48.6°=¢,
€, =30°=¢Y
30 + : Op=37.2°
20 + ; &
| [ | a 1 | |

T 1 T T T T T L

20 30 40 50 60 70 80
FIGURA 5.5. Representacion grdfica de la desviacién de un prisma 8(€ ).

Como se puede apreciar en la figura, existe un valor del 4ngulo de incidencia,
para el cual la desviacién es minima. A este valor lo designaremos por &_y vamos a
calcular su valor:

d_s dﬁ‘z - dE'z -
de; de, de; ~ (.15
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Por otra parte, derivando en las ecuaciones de refraccién de ambas caras del prisma,
se obtiene:
sene; =nseng'; =  cosgjde; = ncose'; dey

" de! (5.16)
nsene, =seng'y = ncose,dey = cose'; de
Dividiendo estas expresiones una por la otra:
coseyde cose'y de'y
=L (5.17)

cose'y de'y  coseqdey

Ademés, puesto que 0. =€’ +€,, entonces de’ + de, = 0 por ser ¢ constante; entonces
podemos escribir:

| de
‘ L1 paradp
' de'
COSE;  COSE'] 2
- = a que |
cos€'y  COSEj vad e’ (5.18)
—Llo por ser ¢, constante
)
Sustituyendo los cosenos en funcién de los senos y aplicando la ley de Snell:
1-sen’e; 1-sen’ €'
1-sen? gy 1- sen? €9
1-n? sen? ey 1- sen? £
1-n? sen? gy 1- sen” €9
que tiene como solucién:
gj=€y = §g1=¢&Y (5.19)

Esta condicién de mfnimo implica que el rayo para el cual la desviaci6n es minima,
atraviesa el prisma de forma simétrica, tal y como se ve en la figura 3.6, es decir, el rayo
en el interior del prisma es perpendicular a la bisectriz del dngulo de refringencia. Si el
prisma es isésceles, esto implica que el rayo en el interior del prisma viaja paralelo a su
base.

Ficura 5.6. Trayectoria de un rayo con desviacidn minima.
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Si sustituimos estos datos en las ecuaciones (5.11) y (5.12), obtenemos:
o=¢g'\+g,=2¢, = ¢g\=a/2

5. 4o (5.20)
d=¢ +¢,-0 = §,=2-0 = ¢g= '“2
y aplicando la ley de Snell:
Sm +a]
O+t o N2
e =nsen5 I — (5.21)
senE

Una de las técnicas experimentales mds exactas para determinar el indice de
refraccién de una sustancia transparente estd basada en esta ecuacion. Se confeccio-
na un prisma con el material que se desea analizar y conocido el dngulo o, se mide
la desviacién minima §_para diferentes longitudes de onda y sustituyendo en la ec.
(5.21) se calcula el indice de refraccién n(A). Utilizando prismas huecos se puede
emplear también esta técnica para la obtencidn del indice de refraccién de liquidos y
gases.

Para caracterizar la desviacién angular de un prisma se suele utilizar la potencia
prismética P, definida como:

P, =100tg 8 (5.24)
siendo & la desviacién angular producida por el prisma. La potencia prismatica se
mide en dioptrias prismdticas (de sfmbolo A) de manera que una dioptria prismética

equivale a una desviacién de 1 cm por cada metro recorrido por el rayo después de
refractarse.

V.2.2.- Prisma delgado

Un prisma se considera delgado cuando el dngulo de refringencia es muy {peque—
fio. Si, en este tipo de prismas, se incide con dngulos pequefios, podemos aplicar la
aproximacion paraxial y la ley de la refraccién en ambas caras del prisma se escribe:

g =n¢g' ng, =g, (5.22)

y sustituyendo en el valor de la desviacion:
d=ne‘ +neg ~a=nE +e)-a=no-oa=d=a(-1) (523)
Esta ecuacién nos dice que la desviacién de un rayo en incidencia casi normal
sobre un prisma delgado no depende de la inclinacidn del rayo (Fig. 5.7) y ademas es

directamente proporcional al 4ngulo de refringencia. Conviene sefialar que en Optica
Oftélmica es usual la utilizacién de prismas delgados en una posicién determinada,
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denominada posicién de Prentice, en la cual el rayo incide perpendicular a la primera
cara del prisma con lo que la desviacién es producida tinicamente por la segunda cara.

posicion de Prentice

FIGURA 5.7. Desviacion en un prisma delgado y posicion de Prentice.

V.3.- DISPERSION EN UN PRISMA

El indice de refraccién de los medios materiales varia con la longitud de onda y
a esta dependencia, como ya vimos en un tema anterior, se le denomina dispersién.
Vamos a estudiar los prismas como sistemas dispersores, es decir, como sistemas
capaces de separar, hasta cierto punto, las frecuencias constitutivas de un haz de luz
policromatico.

Como consecuencia del fenémeno de la dispersién cromadtica, cuando un rayo de
Iuz compuesto por dos radiaciones de longitudes de onda A y A + d), incide en un
prisma con un dngulo €, se generan, en la primera refraccion, dos rayos que salen
con un dngulo de refraccién distinto. La refraccin en la segunda cara del prisma
producird también 4ngulos distintos y, por tanto, para cada longitud de onda, existird
una desviacién distinta como se observa en la figura 5.8. Ademds, y segiin hemos
visto anteriormente, un prisma desvia mas las cortas longitudes de onda (violetas y
azules) mientras que las longitudes de onda mds largas (naranjas y rojos) sufren una
desviacién menor, o dicho en otras palabras, la potencia prismética es distinta para
las diferentes longitudes de onda.

FiGura 5.8. Dispersién en un prisma.
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A la diferencia entre las desviaciones, dd, se le denomina dispersién angular del
prisma y depende del dngulo o. del prisma, del dngulo de incidencia €y de la
dispersién cromdtica del medio dn/dA.

Para calcular esta variacién de la desviacién, supongamos que un rayo incide
sobre un prisma con un dngulo de incidencia determinado, es decir €= constante.
Considerando las ecuaciones de refraccion en las dos caras del prisma y derivando
en ellas, obtenemos:

seng; =nseng; = 0=ncose; de';+sene'; dn (5.26)
nseng, =seng'y =  ncosgydey +seneydn = cose'y de'y )
donde ahora varian tanto los dngulos (a excepcién del dngulo de incidencia en la
primera cara), como el indice.
Por otra parte, se cumple que:

d=¢g; +€'y—0

. 5.27
dd=de', yaquee;yasonfijos (3.27)
Despejando de la ec. (5.26) y operando, obtenemos:

ncose,de, +sene,dn

dd=de', = ' -
cose,
g t+e, =a = de'|\=-de,
e dn
-NCOSE, — |—+sen£ dn
d5 = "Teos g,de' +sene,dn _ NCOSE', _
cose', cose',
_ sene', cose, +CoSE'| sene, an
cos€'| COSE,
oo SEe) o sena (5.28)
cos€', cose’, cose', cose',

Para su uso en diferentes sistemas Gpticos de cardcter instrumental, los prismas
se suelen utilizar en condiciones de minima desviacién. Para esta situacién se cum-
ple que:

o, —e =g, = %
: | ! 2sen|%
& = sen(2¢')) dn = 2SeNE COSE, 4 (A)dn (5.29)
™ cosg cos€, COS €', cos€, COSE',

Ademds, también es usual su utilizacién con luz paralela procedente de un
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colimador. En estas condiciones si iluminamos el prisma con un haz paralelo cons-
tituido por dos radiaciones de longitudes de onda A, y A, y a la salida del prisma,
se sitda una segunda lente L, en su plano focal imagen se producird una imagen de
la fuente para cada longitud de onda. Al conjunto de imagenes as{ producidas se le
denomina espectro. Un prisma trabajando bajo estas dos condiciones, de desviacion
minima y con un haz colimado que llena completamente la cara de entrada del
prisma como se puede ver en la Fig. 5.9, da lugar a una desviacion que viene dada
por la expresién (5.30) donde “b” es el tamafio de la base del prisma y “a” a la
anchura del haz:

cose' L sen(o/)—%
2= ac Y 27 AC

(5.30)

FiGura 5.9. Dispersidn con desviacion minima y haz colimado.

V.4.- REFLEXION EN UN PRISMA

A continuacién estudiaremos los prismas como sistemas reflectores. En este caso
la dispersién ya no es deseada y se aprovecha la reflexién total que se puede producir
en alguna de sus caras para variar la direccién de propagacién de la luz o la
orientacién de la imagen e incluso a veces ambas a la vez (Fig. 5.10).
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prisma de
angulo recto
cara donde se
produce la reflexién

,

Figura 5.10. Cambio de orientacion en un prisma.

Para ver cémo se produce la reflexidn.en un prisma, consideremos la figura 5.11
donde se ha trazado 1a seccién principal de un prisma isdsceles. El rayo refractado en
la primera cara, incide sobre la base del prisma (cara FG) y se reflejard en ella
cuando el 4ngulo de incidencia sobre esta cara sea mayor que el dngulo limite. Para
evitar cualquier dificultad con d4ngulos mds pequefios y poder trabajar con dngulos de
incidencia menores que dicho 4ngulo limite, podemos suponer que la cara FG del
prisma estd especulada con lo que el rayo se reflejard igualmente en ella.
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Ficura 5.11. Reflexidn en un prisma.
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De la figura se deduce que:

8'1+E' = B

! } g€, =g, = 8'1=€2 = g =8'2 (531)
€y +&. =P
es decir, que el dngulo de incidencia y el 4ngulo de emergencia del rayo son iguales.
La desviacion, en este caso, valdra:

6:27=2{n—5—[g——31 H: 2[§—B+elj:n—2{3+2£l =2e1+a (5.32)
es decir, que la desviacion es independiente de n y, por lo tanto, de la longitud de
onda, luego el prisma es acromético (no dispersivo) y la reflexién tendrd lugar sin
ninguna preferencia de color.

Si ahora trazamos un prisma simétrico al anterior, como si estuviera reflejado en
la cara FG (que es donde se produce la reflexién de la luz), vemos que para el rayo
es como si el prisma fuera una lamina plano paralela de tal forma que el rayo
emergente sale paralelo a la imagen del rayo incidente (Fig. 5.11). Esta ldmina plano
paralela ficticia se denomina lamina plano paralela equivalente al prisma y resulta
facil de calcular en la mayoria de los sistemas prisméticos que funcionan por re-
flexién. Ademds, el hecho de sustituir un prisma de reflexién por su ldmina plano
paralela equivalente simplifica el calculo en este tipo de sistemas al obtener trayec-
torias rectilineas no quebradas.

Las ventajas de utilizar un prisma como sistema reflector en lugar de espejos son
en primer lugar que los prismas, al trabajar por reflexién total la luz incidente se
refleja practicamente el 100%, si la superficie estd bien limpia y pulida, frente al
90% que se consigue con los espejos sin tratamientos especiales. Ademds la preci-
sién obtenida en los dngulos entre las caras de un prisma es muy dificil de obtener
con espejos, siendo los montajes mucho més sencillos al tener pocos problemas de
alineamiento en comparacién con los requeridos cuando se utilizan espejos. En
cuanto a los principales inconvenientes son la absorcién y dispersién que conlleva la
utilizacién de prismas de gran tamafio.

Algunos sistemas prisméticos que actian como sistemas reflectores tienen como
funcién invertir la imagen. La orientacién de una imagen la representaremos grafica-
mente por dos segmentos situados perpendicularmente al eje dptico. Uno de ellos,
terminado en flecha, estd orientado en la direccién vertical, y el otro, terminado en
circulo, estd dirigido en la direccién horizontal. Se dice que se ha producido una
inversién parcial de la imagen cuando el objeto no se puede hacer coincidir con la
imagen por giro en el plano que la contiene, es el caso de la imagen proporcionada
por un espejo plano. Cuando si que se puede hacer coincidir el objeto con la imagen
por giro se produce una inversién total. En este caso, la imagen estd invertida de
arriba a abajo y de izquierda a derecha.

A continuacién describiremos algunos sistemas prisméticos con nombre propio
viendo sus caracteristicas principales y su ldmina plano paralela equivalente. En la
mayoria de ellos las ilustraciones bastan para explicar su funcionamiento por lo que
haremos Unicamente un breve comentario.
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Fl prisma de dngulo recto es un prisma triangular cuyas caras forman entre
si dngulos de 45°, 90° y 45°. Es el maés utilizado ya sea sélo o en combinacidn
con otros prismas. Desvia 90° los rayos que inciden perpendicularmente,
dando lugar como puede verse en la fig. 5.12 a una inversién parcial de la
imagen. Actia por tanto como un espejo plano orientado a 45°. Como el
dngulo de incidencia en la cara de reflexién es de 45°, siempre que el indice
sea superior a V2 se produciri reflexién total no siendo necesario especular la
cara del prisma. También se ha representado en la figura el comportamiento
del prisma en un caso menos restringido, cuando el prisma se ilumina con un
haz convergente. La trayectoria que seguiria la luz de no estar presente el
prisma se ha representado punteada y como puede verse es simétrica a la real
respecto al plano de reflexién. Es mucho més cdmodo usar un eje 6ptico recto
en lugar de trabajar con el eje dptico real. En este caso el prisma es sustituido
por una lamina plano paralela, obtenida por reflexion del prisma en la cara
reflectora, y segiin se puede apreciar en la figura, tiene un espesor igual al
tamafio de los catetos del tridngulo rectangulo. A este proceso se le denomina
rectificacion del prisma. El inconveniente que presenta es que se pierde la
informacién acerca de la orientacién de la imagen.

FIGurA 5.12. Prisma de dngulo recto.
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El prisma de Porro simple es fisicamente el mismo que el anterior pero
utilizado en diferente orientacién como puede observarse en la fig. 5.13.
Ahora estd colocado de forma que la luz incide normalmente en la cara que
forma la hipotenusa del tridngulo. El haz después de sufrir dos reflexiones
totales en las otras dos caras del prisma es desviado 180°. La ldmina plano
paralela equivalente, segin se ve en la figura, se calcula ficilmente y tiene un
espesor igual a la hipotenusa del tridngulo. Este prisma equivale a dos espejos
que forman entre si 90°, luego cualquier rayo que se refleje en las dos caras sale
desviado un dngulo de 180°, sea cual sea su angulo de incidencia (como se
demostrd en el tema de espejos). Es pues un prisma de desviacién constante.
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Fiura 5.13. Prisma de Porro simple.

El prisma de Dove sigue siendo un prisma de dngulo recto pero en una
versién truncada tal y como se ve en la figura 5.14, en busca de reducir
tamafio y peso. Se utiliza casi exclusivamente con luz colimada que entra por
una de las caras en direccién paralela a la base, reflejdndose en ella y sale con
la misma direccién con la que entré. Su propiedad mds interesante es que
cuando el prisma gira en torno a un eje que tenga la misma direccién que el
haz incidente, la imagen gira en el mismo sentido con velocidad doble. A los
prismas que cumplen esta condicién se les denomina rotadores. La ldmina
plano paralela equivalente tiene el mismo espesor que en el caso del prisma
de 4ngulo recto pero la trayectoria del rayo dentro de esta ldmina no es normal a
la misma. Como se puede ver en la figura el prisma invierte parcialmente la
imagen en la direccién perpendicular al plano en que se produce la reflexion.

FiGurA 5.14. Prisma de Dove.
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Fl prisma de Amici es un prisma de dngulo recto truncado (similar por tanto
al anterior) pero con una seccién en forma de tejado en la cara donde se
produce la reflexion (Fig. 5.15). Las dos caras del tejado forman un 4ngulo de
90°. La reflexién en el techo invierte la imagen de izquierda a derecha y la
reflexion en la hipotenusa lo hace de arriba a abajo con lo que la imagen final
presenta la misma orientacién que el objeto. '

FiGura 5.15. Prisma de Amici.

El Pentaprisma o escuadra dptica es un prisma que produce una desviacién
de 90° y no afecta a la orientacién de la imagen. Las caras reflectantes forman
un dngulo de 45° entre si y deben estar espejadas pues, generalmente, el rayo
incide con un dngulo inferior al &ngulo limite. En la figura 5.16 se puede ver
la trayectoria del rayo dentro del pentaprisma, asi como su equivalente en
espejos.

7%0:1 B 4

FiGura 5.16. Pentaprisma.

El prisma Romboedro equivale a dos espejos paralelos entre s de tal manera
que el rayo emergente sufre un desplazamiento respecto al incidente (Fig.
5.17) sin sufrir ninguna desviacién angular ni producirse cambios en la orien-
tacién de la imagen. Los romboedros se utilizan en los oculares para despla-
zar el eje Gptico y, en los binoculares, para ajustar la distancia interpupilar.
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Ficura 5.17. Romboedro.

La inversién total de la imagen se puede conseguir también combinando
varios prismas. Por ejemplo, la combinacién de dos prismas de Porro, tal y
como se ve en la figura 5.18, deja invariante la orientacién de la imagen. A
esta combinacién se le denomina Prisma de porro de primera especie. La
l4mina plano paralela equivalente es la suma de las ldminas plano paralelas
equivalentes a cada uno de los prismas por separado.

o-d

Figura 5.18. Prisma de Porro de primera especie.

Prisma de porro de segunda especie se le denomina a otra posible combina-
cién de prismas, dos de 4dngulo recto y uno de Porro simple (Fig. 5.19) que
también deja sin modificaciones la orientacién de la imagen. Segiin se ve en
la figura, la luz incide primero en un prisma de dngulo recto, luego en el
prisma de Porro y, por ltimo en un tercer prisma de 4ngulo recto.
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FiGurA 5.19. Prisma de Porro de segunda especie.

V.6.- COMBINACIONES DE PRISMAS

Cuando los prismas operan con luz monocromadtica, sélo producen desviacién.
En estas condiciones, si se dispone de una serie de prismas colocados de forma que
la segunda cara de uno de ellos, estd unida a 1a primera cara del siguiente (Fig. 5.20),
la desviacion total para un rayo de luz monocromética que incide sobre el primero de
ellos serd la suma algebraica de todas las desviaciones 6, producidas en cada una de
las caras. Teniendo en cuenta el convenio de signos, la desviacién total sera:

5=8,+8,+8,+..=(, —¢) )+, -2, )+ (&, —€ )+.....
o, =€4-€, o, =€,—€;
k
d=g -¢,, —'21‘ o; (5.33)
=
donde cada dngulo o lleva incorporado su signo correspondiente. De esta expresion
se deduce que el tren de prismas puede ser sustituido por un finico prisma cuyo
4ngulo de refringencia sea 2o, y que produzca una desviacion igual a 3.

FiGura 5.20. Combinacicn de prismas.
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A continuacién vamos a ver como la utilizacién de combinaciones de prismas
permite que, trabajando con luz blanca, se produzca sélo desviacién (los denomina-
remos en este caso prismas acrométicos) o inicamente dispersién (prismas de visién
directa).

V.6.1.- Prismas delgados acromaticos

Dos prismas son acromadticos cuando, actuando con luz policromética, producen
s6lo desviacién y no dispersién. Evidentemente, esta condicién no es posible esta-
blecerla simultdneamente para todas las longitudes de onda del espectro visible por
lo que dos prismas se denominan acromdticos cuando se cumple la condicién citada
anteriormente para las longitudes de onda F y C. Al exigir esto se elimina la

dispersi6n para dichas longitudes de onda, debido a que, si los rayos salen paralelos,

al observarlos directamente o recogerlos en una pantalla, situada en el plano focal de
una lente, convergeran en un mismo punto y no se observard ningiin desdoblamiento.
Sean dos prismas delgados de dngulos o y @, situados tal y como se indica en la
figura 5.21.

FiGura 5.21. Prismas delgados acromdticos.

La condicién de acromatismo de los colores C y F serd que la suma de las
desviaciones producidas por cada uno de los prismas para cada uno de los colores
sea la misma, es decir:

8¢ =8
Oc =0,c +9;¢ (5.34)
Oy = O +Oyp

Teniendo en cuenta que son prismas delgados y para incidencia quasi-normal, las
desviaciones correspondientes a cada color vendran dadas por:

8c = (0,c — oy + (e ~ 1, (5.35)
& = (an _1)11 + (n21= ‘"1)12
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Igualando ambas expresiones y simplificando, se obtiene:

(n1c "1)11 +(nzc _1)12 = (an _1)11 + (nzp _lhz
(n1c —Ng )11 = (n2F — Ny )12

(an_nlC)_ O, ¥V, (nm —1)

() o Vv, (0,-1) (5.36)

De esta ecuacién se deduce que, como los indices son siempre positivos, los
dngulos de los prismas deben tener signos contrarios, es decir la situacién relativa es
la que habiamos supuesto en la fig. 5.21.

Cuando la desviacion del prisma para el color d es también la misma que para los
colores C y F, la combinacién se denomina apocromiética y en ella se verifica que
8, = 8, = 8. Cuando la correccion es sdlo para dos colores se llama acromdtica
como ya hemos mencionado anteriormente.

V.6.2.- Prismas delgados de visién directa

En la combinacién de prismas que vamos a ver a continuacién que denominare-
mos prismas de visién directa se produce dispersién pero no desviacién. La condi-
cién de no desviacion se establece para un solo color que, por lo tanto debe salir
paralelo a la direccién de entrada del rayo. Hay que suponer que la desviacién es
nula adn cuando se produzca una traslacién.

El color correspondiente a la linea d es el que se suele considerar para la
desviacién nula. Evidentemente el resto de los colores sufrirdn desviacién respecto a
él como se observa en la figura 5.22.

FiGura 5.22. Prismas de vision directa.

Si no debe haber desviaci6n para el color d, entonces 8, = 0 y, por tanto:

d, = (nm "1)11 +(n2d _lhz =0

(0, —1) 9y
(n2d -1) - o -39
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En estas condiciones, la dispersién para las lineas C y F sera:

8. —6; = (nlC _1)(11 +(n2c —-1)0&2 —(an _l)al —(nzr —1)(12 =

= (nlC _DIF)a‘l + (nzc _HZF)G‘Z

n, -1
d; —d; = (nlc _an)a‘l + (nzc - nzr)[“ : al]
n,, —1

B ~d; = (nld "l)al[L_L] (5.38)
\Y v

2 1
V.6.3.- Prismas de desviacién constante

Estas combinaciones de prismas, como su nombre indica, producen siempre la
misma desviacién y se utilizan comdnmente en espectroscopia. Entre ellos, podemos
citar el de Pellin Broca y el de Abbe (Fig. 5.23).

El prisma de Pellin Broca consiste en dos prismas de 30°-60°-90° y uno de
45°-45°-90°. Supongamos, como se indica en la figura, que un rayo de longitud de onda
A, atraviesa el primer prisma simétricamente para ser reflejado a 45° sobre la cara AB.
En esas condiciones, el rayo atravesard el dltimo prisma perpendicularmente a la cara
DB y habiendo experimentado una desviacién de 90°. Todas las demés longitudes de
onda presentes en el haz, emergeran con otros 4ngulos. Si el prisma gira ahora respecto
de un eje normal a la figura, el haz tendré un nuevo dngulo de incidencia. Una segunda
longitud de onda 7\.2 sufrird ahora la desviacién de 90° por eso se llama de desviacién
constante. Asf pues, con este sistema, la fuente de luz y el sistema de observacion se
pueden colocar a un dngulo fijo de 90° de forma que, con s6lo girar el prisma, se observe
una determinada longitud de onda. El sistema se calibra relacionando los dngulos de
giro y las longitudes de onda corespondientes. El prisma de Abbe sigue el mismo
principio de funcionamiento pero esta vez con una desviacién constante de 60°,

Prisma de Abbe

FIGURA 5.23. Prismas de desviacion constante Pellin Broca y Abbe.
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CUESTIONES

1.- Calcular c6mo varia el desplazamiento axial de una lamina plano paralela
sumergida en un medio de indice inferior al de la ldmina cuando ésta gira.
Considerar que se trabaja en la region paraxial.

En zona paraxial, el desplazamiento axial producido por una l4mina plano para-
lela viene dado por la expresion:
L=d1-2t
n,

donde n, es el indice del medio exterior y n, es el indice de la ldmina. Si la 1dmina
gira, el 4ngulo de incidencia del rayo sobre ella cambiard, pero, siempre que ese giro
mantenga a los dngulos dentro de la aproximacién paraxial, el desplazamiento axial
producido por la lamina no cambiard puesto que dicho desplazamiento no depende
del angulo de incidencia, sélo de las caracteristicas de la lJamina y del medio en el
que esta.

2.- Una ldmina plane paralela, ;cumple el principio de estigmatismo?, ;Por
qué?

Si consideramos el caso general, una ldmina plano paralela no cumple el princi-
pio de estigmatismo porque el desplazamiento axial, L, que es el que da la posicién
de la imagen, depende del dngulo de incidencia en la 1dmina, es decir, que la imagen
obtenida depende del rayo empleado para obtenerla. Ahora bien, si nos restringimos
a la region paraxial, como hemos visto en la cuestién anterior, dicho desplazamiento
es constante e independiente del rayo, por lo que en esta regién, una ldmina plano
paralela si que serd capaz de dar una imagen estigmatica.

3.- Dado un conjunto de 2 14minas plano paralelas de indices n, y n, y espesores
d, y d,, colocadas en contacto y rodeadas de aire, calcular el desplazamiento
transversal total debido a las 2 ldminas considerando nicamente la zona pa-
raxial.

Segin se puede ver en la figura, el desplazamiento axial total producido por el
conjunto de las dos ldminas, es igual a la suma de los desplazamientos axiales
producidos por cada una de ellas considerdndolas aisladas y rodeadas de aire, es
decir:

L=L,+L,

Aplicando pues la expresion para el desplazamiento axial de una ldmina plano
paralela en aire: .
1 ]
1——
n,

n,

L=d1[1—-1—]+d2
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También de la figura deducimos que el desplazamiento transversal total sera:

3 _ 1 1 (1 1)
e=Lseng, =|d,|1-— |+d,| 1-— | |sene, =|d,| 1-— |+d, 1——J e,
n, S YA L oo n,,
L, .
NN
L,

4.- Calcular el desplazamiento axial que producen 2 laminas plano paralelas de
indice n =1.5, n,=1.7, de espesores 3 y 5 mm, colocadas en contacto, sobre un
objeto sitnado en las primera cara de la primera ldmina.

Seglin lo deducido en la cuesti6n anterior, el desplazamiento axial producido por
el conjunto de las dos laminas serd:

L, =31- L] =1mm
1.5,
L =142.06=3.06 mm
1
L, =5(1————-W =2.06 mm
1.7)
Este desplazamiento es independiente de la posicion del objeto.
5.- Si una lamina plano paralela de espesor 5 mm e indice 1.52 se coloca delante

de un espejo plano y pegada a él, jcuénto y en qué sentido se ha desplazado la
imagen de un punto observado en el espejo?
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En el caso de tener un espejo simple, la imagen de un objeto O situado a una
distancia x del espejo serd un punto O’ situado a distancia x detrds del espejo. Si
ahora ponemos una ldmina plano paralela delante del espejo, manteniendo el objeto
O a distancia x del espejo, la 1dmina dard una primera imagen O’ desplazada de O
una cantidad L (desplazamiento axial producido por la 1dmina). Esta imagen O’ serd
ahora el objeto del espejo, que dard una imagen O’, situada a una distancia x — L
detrés del espejo. Por ltimo, esta imagen serd de nuevo el objeto para la Jamina que
dard una imagen final O, desplazada una distancia L respecto de O’,. Comparando
ambas situaciones, la imagen de un objeto fijo, O, se ha desplazado una distancia 2L
acercandose al espejo. Con las caracteristicas de la ldmina que nos dan:

L=d 1-l =5 L =1.71mm
n 1.52

Por lo tanto, la imagen se habrd desplazado 2L = 3.42 mm acercdndose al espejo.

6.- En una limina plano paralela de indice n, rodeada por medios de indices n,
y n,, ;qué relacién debe existir entre los indices y el 4ngulo de incidencia para
que exista reflexion total en la segunda cara de la segunda limina?

Para que no exista reflexion total en la primera cara de la 14mina, debe verificarse
que:

1
g, >¢, = n<n,

Y para que pueda existir reflexion total en la segunda cara de la ldmina, debe
cumplirse que:

g,>e, = n,<n,

Por otra parte, si debe existir reflexién total en la segunda cara:

n
g, >€, = seng, >seng, = Seng, > —
nZ
Si aplicamos la ley de Snell a las dos caras de la ldmina y tenemos en cuenta que
g =g
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— " - —_— 1
1, seng, =n,sene'|, =n, seng, =0, sene’,

n, n,
n,seng, =n,seng, => —-SENE =seng, > —
n2 n2

n
n seng, >n, = seng >— = n;<n
n,

Luego las condiciones que deben de verificarse son:

n,yn,<n n
1 3 2

y  seng, >—*
n, <n, n,

7.- En un prisma de 4ngulo recto, colocado como tal, calcular el tiempo que
tarda la luz en atravesarlo, sabiendo que la hipotenusa mide 10 cm y el indice es
1.52.

Segtin se ve en la figura, la ldmina plano parale-
la equivalente al prisma tiene un espesor igual a la
\ longitud de los catetos del tridngulo, y este espesor
es igual a la distancia recorrida por la luz dentro del
prisma, es decir:

r 2 2
‘} v 2C2 St h2 = c= 112— = ;l(;— = S\f,2—cm

El tiempo que tarda la luz en atravesarlo serd:

A 4

A 4

g @) _nd _L52x5V2 5 cq g0

c ¢ 3x10'°
8.- En un prisma isésceles de dngulo 40° que trabaja por reflexién en su base,
calcular el 4ngulo de incidencia necesario para que la desviacién sea de 180° y
los valores de n que hacen posible este caso. El prisma esti en aire.

Segtin hemos visto en teoria, la desviacion pro-
ducida por un prisma isésceles que trabaja con re-
flexién en la base, viene dada por:

d=2¢ +a

si la desviacién producida ha de ser de 180°, enton-
ces, sustituyendo:

180°=2¢,+40° = ¢ =70°
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Por otra parte se cumple que:
g\ +e, =p=70°
Y para que haya reflexidn total dentro del prisma debe verificarse:

. 1 1
€,>¢g siendo seng, = a = seng, >~ = sen(70-¢)> L
n n

' Desarrollando esta expresidn y aplicando la ley de Snell a la primera cara del
prisma:

(sen70cose',—cos 70sen g,)> 1
n

sen70 =nsene’,

[sen70 - sen” 70 cos7OSen70]>-1—
\ I n’ n n

(sen 70-/n? —sen® 70 —sen 70 cos 70)> 1

2 1+sen70cos 70’ 2
n- > _——— +sen“ 70 = n>1.69
sen 70

9.- S?an dos prismas delgados, B16-64 y 583:320. Calcular la relacién entre los
dos angulos de los dos prismas para que la combinacién sea: a) acromatica, b)

de vision directa. En este segundo caso, calcular asimismo la dispersién angular
en funcién de o,

Los indices de refraccién y nimeros de Abbe de los dos prismas son:

Prisma 1: n = 1.516, v =64
Prisma 2: n = 1.583, v=32

. a) Para que la combinaci6n sea acromatica, segin la ecuacion (5.36) debe cum-
plirse que:

_Ya (0 -1)
o, v, (ny-1)

Y sustituyendo los valores numéricos:
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o, _32(1.516-1)

o, 64(1.583-1)
b) Para que la combinacién sea de visi6n directa, segun la ecuacién (5.37):

(illd__l) _ Oy

8,=0 = =
(nzd _1) o,
Sustituyendo los valores numéricos:
S8 J1SI6-L g
o, 1.583-1

En este caso, la dispersién angular viene dada por la ecuacién (5.38) que en
funcién de o, quedarfa:

10.- ;Qué dngulo de refringencia tiene un prisma de 3A cuyos indices son
n=1.5204 y n,=1.5293 con v = 58.76? Considérese el prisma delgado.

Teniendo en cuenta la definicién del niimero de Abbe, en un prisma delgado la
potencia prismética viene dada por:

P, =100c(n~1)=1000(n; ~n.)v = 34 =1000(1.5293 ~1.5204)58.76

0. =0.0574rd =3.3°

11.- Dado un prisma delgado de vidrio 673:322y o = 1°, calcular su potencia
prismatica. ‘

El vidrio 673:322 corresponde a un vidrio de fndice n = 1.673 y nimero de Abbe,
v =32.2, con lo que la potencia prismética, considerado delgado y en zona paraxial,
sera:

P, =1000c(n—1)=100><%x(1.673—1)=1.17A

12.- Dados los prismas delgados 655/330 y 532/453 con & = 1° en ambos,
calcular la potencia prismatica de la combinacién cuando estin colocados en
oposicién y en contacto.
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Al estar colocados en oposicién y en contacto las caracteristicas de cada prisma

serdn:

n,=1.655v, = 33,0, =1°
‘ n,=1532,v,=453,0, = -1°

La potencia prismética de la combinacién serd:
‘ P, =1008 = 100(5, + 8, )=100[a, (n, ~D+a, @, -1)]

n
= ° -1)-1° -1)l—=021A
P, =1001°(1.655-1)-1 (1.532 )]1

13.- Calcular cudnto vale la desviacién para dos prismas delgad0§ umr.los, en
incidencia casi normal. Comparar dicho resultado con el obtenido si entre

ambos hubiese una capa de aire.

En el caso de que los prismas estén unidos, la desviacion
total ser4 la suma algebraica de las desviaciones producidas
en cada una de las superficies, cada una de ellas con su

signo:

3= (81 —3’1)"' (52 ~8’7_ )+ (83 _8,3)

Por otra parte, si aplicamos la ley de Snell en Optica
paraxial:

g, =08 n, €, =n,g&, n,e, =&

Sustituyendo en la expresion anterior y sumando y restando el término n,g, =
nge
*
8 =n,8-€)+e, —€,N€, +N,E,+E€; ~ 1,8,
3= (nl - lk’l —€2(n1 - 1)"' e (112 _1)— £, (nz —1)

o= (nl _1X8’1_€2 )+ (nz - 1X€’2_€3)= (n1 _1)11 + (nz "1)12

En el caso de que los prismas estén separados por una capa de
aire, 1a desviaci6n total serd la suma algebraica de las desviaciones
producidas por cada uno de ellos, es decir:

8=5,+8, =(n1—1)11+(n2—1)12

que es la misma que en el caso anterior.
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14.- Calcular la relacién que existe entre los 4ngulos de refringencia de dos
prismas delgados para formar una construccién acromitica sabiendo que el
nimero de Abbe del primero es el doble que el del segundo y que sus indices
para la linea d son iguales. Interpretar el resultado.

Si la combinacién es acromética, debe cumplirse la siguiente relacion:

5. =0, = (n;-n,) _ 0% _h(nld -1)
(nZF _nzc) o v (nzd '1)

Siv = 2v,y ademas n, = n,, entonces:

o v
Ve 1 = o,=-20,
o, 2v, 2
El 4ngulo del primer prisma debe ser el doble que el del segundo y ambos deben
tener signos contrarios, es decir, deben estar colocados en oposicién.

15.- Se tiene un sistema de dos prismas pegados, colocados en oposicién y en
contacto, cuyos angulos son respectivamente 10° y 12°, La relacién de indices es
n/n, = 1.07. Calcular dichos indices para que el conjunto tenga 0 A. ;De qué
combinacién se trata?

Si el conjunto debe tener 0 A, la desviacién total debe ser cero y
se trata de prismas de visidn directa:

5=8,+8,=0
o,(n, ~1)+a,(n, -1)=0
o, (1.07n, 1)+ 0, (n, =1)=0
' 10°(1.07n, —1)=12°(n, -1)=0
n,=154 y n =165

Capitulo VI
TEORIA GENERAL DE LOS SISTEMAS OPTICOS

En los capitulos anteriores, hemos hecho un andlisis de los elementos dpticos
fundamentales como son la superficie esférica, la lente delgada, y el espejo simple
tratando en cada caso la formacién de imagenes siempre dentro de la aproximacién
paraxial. Sin embargo, como los sistemas épticos, en general, no estin formados por un
solo elemento sino por varios, se hace necesario un tratamiento del sistema en conjunto
sin necesidad de analizar lo que sucede con cada uno de sus elementos. Eso es lo que se
pretende en este capitulo: dar una teorfa general para la formacion de imégenes en los
sistemas Gpticos que se pueda aplicar a todos ellos independientemente del nimero y
tipo de elementos que lo formen siguiendo, eso sf, con la aproximacion paraxial, es
decir, considerando que los dngulos implicados en el proceso son pequefios.

Para hacer este anélisis, empezaremos definiendo lo que entendemos por sistema
6ptico: denominaremos como tal a un conjunto de superficies que separan medios de
distinto indice. En nuestro caso, los sistemas serdn de revolucién, mas concretamente,
formados por superficies esféricas o planas, y sistemas centrados, es decir, los centros
de curvatura de las distintas supetficies estardn contenidos, todos ellos, en una misma
linea, el eje Gptico. Representaremos un sistema ptico como en la figura 6.1, por sus
superficics extremas entendiendo que, entre estas superficies pueden existir otras mu-
chas. Cuando en un sistema 6ptico, los rayos que salgan de un punto emisor, O, después
de refractarse o reflejarse en las distintas superficies del sistema, se retinan, ya sea real
o virtualmente, en otro punto OQ’, diremos que O’ es la imagen de O.

N AN

FiGura 6.1. Representacion de un sistema dptico.
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VI.1.- INVARIANTE DE LAGRANGE - HELMHOLTZ
Consideremos ¢l sistema més sencillo, el constituido por una sola superficie que
separa dos medios de distinto indice (fig. 6.2) y apliquemos la ley de la refraccion a

los 4ngulos @ y @, en su aproximacién paraxial:

nw=n'e 6.1)

FiGUra 6.2. Refraccion paraxial en una superficie.

De la figura se deduce que:

(,\):-X (0’:—)%

s s
6.2)

h ., h

g=— g= =

] ]

y sustituyendo en (6.1) obtenemos:

nl__n’x = n g__ L) 1_(1’ _ ’ ’0” 63
s YL =0y, = nyc=ny (6.3)

que es la ecuacién de Lagrange-Helmholtz (ecuacién L-H) para una sola superfi-
cie. Esta ecuacidn, cémo se puede observar, relaciona el indice anterior al sistema, el
tamaifio del objeto y el 4ngulo correspondiente a un rayo que parte del pie del objeto,
con las mismas magnitudes en la imagen.

Si se tratase de un sistema 6ptico complejo, de k superficies, podriamos aplicar
esta ecuacién a cada una de las superficies que lo componen, obteniendo:

n,y,c,=n’y,0;
n,y,0, =1,¥,0;

0,¥,0, =10, ¥ Oy

y teniendo en cuenta que, segin se ve en la figura 6.3, la imagen dada por una
superficie es el objeto para la siguiente, el segundo miembro de cada una de estas
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ecuaciones es igual al primer miembro de la siguiente con lo que se obtiene final-
mente:
n,y,6, =0y, 0} 6.4)

que es la ecuacién L-H para un sistema Optico cualquiera. De esta ecuacion se
deduce que el producto nys permanece invariante al atravesar cualquier superficie
de un sistema 6ptico por lo que se le denomina invariante L-H. La ecuacién (6.4)
tiene gran importancia porque relaciona directamente los datos del objeto con los de
la imagen independientemente del nimero de superficies que contenga el sistema

éptico.
®
(551‘:(52
L e (e

\

Y=y,
0'=C;

Ficura 6.3. Ecuacién L-H para un sistema dptico de k superficies.

VI2.-ELEMENTOS CARDINALES: PLANOS FOCALES, PRINCIPALES Y
NODALES

En todo sistema 6ptico, existen tres parejas de puntos y tres parejas de planos que
tienen especial importancia: los focos y planos focales, los puntos y planos principa-
les y los puntos y planos nodales. Estos elementos se denominan elementos cardina-
les del sistema y se caracterizan porque en ellos los aumentos toman valores particu-
lares. Ademis, conocidos los elementos cardinales de un sistema Gptico, éste queda
perfectamente definido.

V1.2.1.- Focos y planos focales

Los focos son dos puntos del eje cuya definicién ya la hicimos al hablar de la
superficie esférica, la lente delgada o el espejo. Asi, el foco objeto, F, es un punto del
eje de manera que los rayos que salen de €l, después de atravesar el sistema, son
paralelos entre s y paralelos al eje 6ptico. El plano perpendicular al eje que pasa por
F se llama plano focal objeto y si los rayos que llegan al sistema provienen de un
punto del plano focal objeto que no es F, saldrén paralelos entre si aunque no
paralelos al eje. Andlogamente, el foco imagen, F’, es un punto del eje de manera
que si los rayos llegan al sistema paralelos al eje éptico, cuando salen de dicho
sisterna pasan por F’. El plano perpendicular al eje que pasa por F’ se liama plano
focal imagen y si los rayos que llegan al sistema son paralelos entre si pero no
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paralelos al eje, cuando salen del sistema se reunirén real o virtualmente en un punto
del plano focal imagen que no es F * (fig. 6.4).

A A
- &L=

—/ \>F =
—\-)

FiGura 6.4. Focos y planos focales de un sistema dptico.

De la definicién se deduce que el plano focal objeto tiene su imagen en el plano
del infinito y que la imagen del plano del infinito es el plano focal imagen.

VI1.2.2.- Puntos y planos principales

Se denominan planos principales de un sistema Gptico y se representan por H y
H’, a dos planos conjugados normales al eje cuyo aumento lateral B* = +1. La
interseccién de dichos planos con el eje determina dos puntos que son los llamados
puntos principales. Los planos principales, al igual que ocurre con los focales,
pueden ser reales o virtuales.

De la definicién se deduce que todo haz que, partiendo de un punto P del plano
principal objeto H, incida en el sistema, saldrd del mismo pasando real o virtualmen-
te por un punto P’ del plano principal imagen H' de forma que P’ estd situado a la
misma distancia del eje que lo estaba P (fig. 6.5).

—~1Q Q
F H H' F

Y

FiGURA 6.5. Planos principales de un sistema éptico.
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La obtencién de estos planos por el método gréfico es sencilla si se conoce el
sistema. Para hallar el plano principal imagen H’ basta trazar un rayo que incida en
el sistema paralelo al eje y que después de atravesar dicho sistema saldrd pasando
por el foco imagen F’. La prolongacién de los rayos incidente y emergente nos dard
la posicién de H’. Andlogamente, para hallar la posicién del plano principal objeto,
H, se traza un rayo que incida en el sistema pasando por el foco objeto, F. Dicho rayo
saldra del sistema paralelo al eje dptico; la interseccidn del rayo incidente y el
emergente nos proporcionard la posicion del plano principal objeto, H. En la figura
6.6 estd representada la obtencién de los planos H y H’ en el caso de una lente
gruesa.

Figura 6.6. Obtencidn grdfica de los planos principales en una lente gruesa.

Hay que insistir en que los planos principales asf como los focales no tienen
existencia m4s que como entes paraxiales y que todos ellos pueden ser reales o
virtuales.

Segiin 1a definicidn, los planos principales de una superficie refractante (esférica
o plana), de un espejo (esférico o plano) y de una lente delgada estén situados en la
misma supertficie.

El conocimiento de los planos principales y focales de un sistema 6ptico permite
resolver todos los problemas relacionados con la formacién de imégenes, trazado de
rayos, aumentos,..., es decir, que el sistema optico estd perfectamente definido si se
conocen estos elementos. Por otra parte, también podemos definir los planos anti-
principales como aquella pareja de planos conjugados con aumento lateral B’ = -1.

V1.2.3.- Focales y potencia de un sistema éptico

La distancia f* entre el plano principal imagen y el foco imagen se denomina
focal imagen del sistema, f* = H'F’. De la misma forma, la distancia entre el plano
principal objeto y el foco objeto se denomina focal objeto, f = HF.

También se pueden definir los segmentos focales; la distancia entre la primera
superficie del sistema y el foco objeto se denomina segmento focal anterior o
segmento focal objeto, s, mientras que la distancia de la iltima superficie del
sistema al foco imagen se denomina segmento focal posterior o segmento focal
imagen, s° .




120 Optica Geométrica

Todas estas distancias, que se pueden ver esquematizadas en la figura 6.6 para
una lente gruesa, son positivas cuando van en el sentido de la luz, es decir, de
izquierda a derecha, y negativas en caso contrario. Un sistema con s}, positiva se
denomina convergente y si s, es negativa el sistema es divergente. Anslogamente
a como se ha hecho en el caso de los elementos épticos fundamentales, la potencia
del sistema viene definida como el cociente entre el indice posterior al sistema y la
focal imagen del mismo.

P=— (6.5)
f

Para ver la relacién que existe entre las distancias focales de un sistema Gptico,
consideremos la figura 6.7 donde se tiene un sistema representado por sus planos
principales y focales. El indice anterior al sistema es n y el posterior es n’. Tomemos
un punto Q del plano focal objeto y tracemos desde ¢l un rayo paralelo al eje. Dicho
rayo incide en el punto P del plano principal objeto H, luego saldrd del sistema
pasando por el punto P’ (homdélogo de P) del plano principal imagen y por el foco
imagen F’. Por otra parte, el rayo que saliendo de Q incide en el punto principal H,
saldrd por el punto principal imagen H’ y paralelo al anterior puesto que ambos vienen
de un punto del plano focal objeto. Si aplicamos la ecuacién L-H (ec. 6.4) a los puntos

H y H’ por donde pasan los rayos que forman dngulos G, y ¢°, obtenemos:

ny, 04 =10'y'y Oy (6.6)
De la figura 6.7 se deduce que:
y .Y
WY O
Yu=Y'u
y sustituyendo en (6.6) queda:
n_n' n

f
=  —=-— 6.7)
f f f n'
De nuevo la relacién de focales es la relacién de indices extremos cambiada de
signo. Si el sistema estd sumergido, entonces n = n’ con lo que f=-f %, las focales son
iguales en valor absoluto.

| Oy [
Yu Y’H
Q b =
| T
L. f f'

FiGura 6.7. Relacion entre las distancias focales de un sistema dptico cualquiera.

e ————————— e el————
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VI.2.4.- Puntos nodales. Centro dptico

Se define el aumento angular y de un sistema Sptico como el cociente entre la
tangente del dngulo que forma con el eje un rayo que llega al pie de la imagen (G°),
y la tangente del dngulo que forma con el eje un rayo que parte del pie del objeto(c).
Si consideramos el sistema de la figura 6.8, sistema definido por sus planos principa-
les y focales, el aumento angular, en la aproximacién paraxial, se define como:

_1g¢
tgo

. )
en zona paraxial =—
p Y p (6.8)

Teniendo en cuenta, el invariante de Lagrange-Helmholtz (ec. 6.4), se obtiene:

‘Y = —(i‘ = .ﬂ = .n__l_
I8 Il‘ yl nv Bv (69)
y teniendo en cuenta la ecuacién (6.7):
_f1
="% [ (6.10)

Para un sistema 6ptico sumergido, los indices extremos son iguales y entonces el
aumento angular es simplemente la inversa del aumento lateral.

FiGura 6.8. Definicion del aumento angular.

Los puntos conjugados situados sobre el eje Optico para los cuales el aumento
angular Y= +1 se llaman puntos nodales N y N’ y los planos perpendiculares al eje
6ptico que pasan por los puntos nodales se denominan planos nodales. De la ec. (6.9)
que relaciona el aumento angular y el aumento lateral se deduce que, en un sistema
sumergido, para los puntos nodales f}” = 1/y = +1, es decir que los planos nodales
coinciden con los planos principales. Si el sistema no estd sumergido, los planos
nodales y principales no coinciden.

Por otra parte, si para los puntos nodales y = +1, entonces ¢ = O, es decir que el
rayo que entra al sistema por el punto nodal objeto sale por el punto nodal imagen en
la misma direccién sin desviarse. Cuando definimos, en un tema anterior, el centro
6ptico de una lente vimos que el rayo que pasa por dicho centro 6ptico no se desvia,
parece 16gico pensar que existe alguna relacién entre este centro ptico y los puntos
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nodales. En efecto si observamos la figura 6.9 en 1a que se ha representado una lente
gruesa y la trayectoria de un rayo que pasa por su centro Gptico, vemos que dicho
rayo también pasa por N y N’ de forma que cuando incide en la lente, pasa por N, se
refracta en la primera cara pasando por el centro 6ptico, y cuando sale de la lente
pasa por N’. Por lo tanto, para localizar la posicién de los puntos nodales basta trazar
las prolongaciones de los rayos incidente y emergente hasta cortar al eje Gptico.

I |
CON

FIGura 6.9. Centro dptico Y puntos nodales en una lente gruesa.

El trazado gréfico de rayos a través de los puntos nodales se puede ver en la
figura 6.10 que contempla los dos casos posibles: cuando el sistema ests sumergido
y los planos nodales coinciden con los principales y cuando el sistema no lo est4 Yy,
por tanto, dichos planos no coinciden.

¥ > S Sistema
no sumergido
y y ,
HIN' \F’ ® \l}f\ll\l F’

F HIN ) , F H I A ’

y y
Sistema
sumergido

FIGURA 6.10. Trazado de rayos a través de los puntos nodales.

También se pueden definir los planos antinodales como aquella pareja de planos
conjugados con aumento angular y = -1,

VL3.- ECUACIONES PARAXIALES DE CORRESPONDENCIA

En muchas ocasiones puede resultar interesante o incluso necesario conocer la
posicién de un punto objeto y su correspondiente punto imagen respecto a un par de
planos conjugados cualesquiera. En este apartado, obtendremos esta posicién respec-
to a dos planos conjugados concretos bien conocidos como son 10s planos focales, y

posteriormente los planos principales, para terminar en el caso mds genérico de dos
planos conjugados cualesquiera,

' ipti 123
Teoria general de los sistemas dpticos

Supongamos un sistema 6ptico definido por sus focos y sus planos prir.lcipale,s’ tal
y como se muestra en la figura 6.11. La formacién de la imagen df:l objeto “y ’se
realiza graficamente a partir de dos rayos: el que entra paralelo al eje, sale por F’ y

el que entra por F sale paralelo al eje.

B . ol.. ¥
) -
Yi ,
A
A F H H F
£ y
.,_9; ’
x| £ | : y B -
| a I P P o

Ficura 6.11. Formacion de imdgenes en un sistema optico.

De la semejanza de tridngulos ABF y FHP, se deduce que:
f

=-L = p=i=—- (6.11)
y X

y de la semejanza de tridngulos H’Q’F’ y F'A’B’ deducimos:
y..Y L peYo X 6.12)
7 x y f

V1.3.1.- Origen en los focos

Igualando las ecuaciones (6.11) y (6.12) obtenemos:

fox = xx'=ff’ (6.13)
X f
que es la ecuacién de Newton. Para sistemas sumergidos, con fndices extremos
iguales f = - £ y entonces la ecuacién (6.13) queda:
xx'=—f* (6.14)
La ecuacién de Newton permite conocer la posicién de la imagqn, X, en func%(’)n de
la posicién del objeto, x y de la focal del sistema. En esta ecuacién de formacién de
imdagenes, las distancias objeto e imagen estdn medidas desde los focos.

V1.3.2.- Origen en los planos principales

De la figura 6.11 se deduce que las distancias a y a’ medidas desde los planos
principales se pueden escribir en funcién de x y x’ como:
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a=f+x y a=f"+x

y sustituyendo en la ec. (6.13) se obtiene:

(a—f)(a—1") =1

ff'=aa'-fa'—f{'a+ff

aa'=fa+f'a

-f-+£'=1 (6.15)
a a

y puesto que la relacién de focales es la relacién de indices cambiada de signo (ec.
6.7), entonces la ec. (6.15) se transforma en:

_a.n_ o
A= (6.16)
Y si el sistema estd sumergido, la ec. (6.16) queda:
J1 11
LR (6.17)

Las expresiones (6.16) y (6.17) son expresiones de la ecuacién de Gauss, que
nos permiten calcular la posicién de la imagen, a’, en funcién de la posicién del
objeto, a, y de la focal del sistema. En este caso, las distancias objeto e imagen estdn
medidas desde los planos principales. Esta expresion de la ley de Gauss es la misma

que obtuvimos en el caso de 1a lente delgada o el dioptrio esférico puesto que, en ese .

caso, los planos principales H y H’* estdn confundidos en la lente o la superficie.
VL.3.3.- Origen en dos planos conjugados cualesquiera

Si el origen de distancias lo tomamos en una pareja de planos conjugados cuales-
quiera, P y P’, también podremos encontrar una ecuacién de formacioén de imédgenes
en la que aparezcan las distancias objeto e imagen medidas desde esa pareja de
planos (fig. 6.12).

P 0 F F' P! o'
k "
, — 3
X X'p
Xp X'
| ' |

Fioura 6.12. Origen en una pareja de planos conjugados cualesquiera.

En el esquema de la figura 6.12, llamaremos:

x,=FP x=FO k=PO
X, =FP x=F0 k=P
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y la relaci6n entre ellas puede escribirse como:

X=X, +k
x'=x'p+k' (6.18)
donde x, x’, X, ¥ X', estdn medidas desde los focos. Sustituyendo estas expresiones
en la ecuacién de Newton:

xx'= ff’

(x, + k)Y, +k') = ' (6.19)

y teniendo en cuenta que P y P’ son planos conjugados y, por tanto, cumplen la
ecuacion de Newton, X x’, = ff <, se obtiene:

Xp X 4
T + " +1=0 (6.20)
que es una ecuacién de formacién de imdgenes que nos permite calcular la distancia
imagen, k’, en funcién de la posicién del objeto, k, medidas desde una pareja de
planos conjugados P y P* cualesquiera. Dichos planos conjugados, tomados en este
caso como origen de distancias estdn relacionados entre si por la ecuacién de Newton.
Si ahora llamamos g’ = 1/B’ a la inversa del aumento lateral existente entre los
dos planos conjugados P y P° tomados como origenes y teniendo en cuenta las
expresiones del aumento lateral dadas en la expresion (6.12), podemos escribir:

Lo % _ T
g Bv f x‘p
y sustituyendo en (6.20):
k glk|
nf'g ——f'—+1=0
n'k gk
,n 1
C———+g'P=0 6.21

Esta ecuacién es la ecuacién de Gauss generalizada a una pareja de origenes
cualesquiera. En Optica Oftdlmica, es usual tomar como origenes de distancias
imagen el vértice posterior de la lente. En ese caso, al producto g’P se le conoce
como potencia frontal.

VL4.- RELACION ENTRE LOS DISTINTOS AUMENTOS

En un sistema Gptico existen tres aumentos que ya hemos definido con anteriori-
dad. El aumento lateral, B° definido como la relacién de tamafios entre la imagen y el
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objeto (ambos perpendiculares al eje), el aumento angular v definido como la rela-
ci6n entre dngulos imagen y objeto y el aumento axial o definido como la relacién
de tamafios entre la imagen y el objeto (considerados ahora en la direccidon del eje).
o’ dx’

o=—

p=L y=—
y

5 = (6.22)

Veamos ahora las distintas expresiones que hay para cada uno de ellos y la relacién
existente entre los mismos.

Para el aumento lateral, de las ecuaciones (6.11) y (6.12), y teniendo en cuenta la
figura 6.11, podemos escribir:

Ly x_f f-a_ f
P=3="%""%x"F "f-a (6.23)
Por otra parte, si tenemos en cuenta la ecuacién de Gauss (ec. 6.16):
_E.{.l:i N _.E_'_]:E_ = B’zl_?‘_:E (6.24)
a a f n’a ’ f° n’a

Para el aumento axial, podemos deducir su expresién de la ecuacion de Newton
(ec. 6.13):

- X 6.25

Tdx x (6:25)

La relacién entre el aumento lateral y el aumento angular estd dada por la ec.

(6.9) v = (n/n’)(1/B’). La relacién existente entre el aumento lateral y el aumento

axial la podemos deducir ficilmente de las expresiones dadas en la ec. (6.23) y la
ecuacion de Newton (ec. 6.13):

(-

L
[ f,]— . (6.26)

Por dltimo, de las ecs. (6.9) y (6.26) se puede deducir la relacién existente entre los
tres aumentos:

2’[3’2 nl

ay=
1 n n'f

= oay=§ 6.27)

Si el sistema se encuentra sumergido en un medio homogéneo, entoncesn=n’y
las relaciones entre los distintos aumentos son:

=5 o= p* ay=p (6.28)

V1.4.1.- Localizacion de los planos nodales en un sistema no sumergido

Como ya hemos dicho anteriormente, si el sistema no estd sumergido en un
medio homogéneo, los indices extremos no son iguales y los planos nodales no
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coinciden con los planos principales. En este caso, dichos planos nodales estardn
situados a distancias x y X’ de los focos, estando estas distancias relacionadas por
la ecuacién de Newton (fig. 6.13):

XXy =1 (6.29)

AH

FiGura 6.13. Localizacion de los planos nodales en un sistema no sumergido.

Segin la ecuacién (6.10):

__f1
fp
Para los planos nodales, Y= +1, por lo que para dichos planos el aumento lateral seré:
fi1 f
l=-—— = = ——
B B - (6.30)

Ademds, de las distintas expresiones de la ec. (6.23), deducimos que:

x'N=—B’f‘=£'f' = xy=f
B'—-i’ﬂ.—__f._ = f
T f f (631)

Xy S—m Sy S Xy =1
B C5%)

De la figura 6.13 se deduce que la distancia entre el foco objeto y el foco
imagen del sistema se puede expresar de dos maneras distintas (AN = NN’):

FF'= FH + HH4+H'F'= —f + AH+f' 6.32)
FF'= FN+ NN4N'F'=x + AN—x', = f'"+AN - f

al igualar las dos expresiones se obtiene que AH = AN, es decir, que la distancia
entre planos nodales es la misma que entre planos principales. Por iltimo, la dis-
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tancia entre el plano principal y el plano nodal correspondiente (objeto o imagen)
viene dada por:

HN=HF+FN=f+f

H'N'= H'F4+FP N'= f'+f} FIN=TEN= (6.33)

En el caso de un sistema sumergido, como ya hemos comentado antes, al se
f=-f" los puntos nodales objeto e imagen coinciden respectivamente con los puntos
objeto e imagen principales.

VL5.- LA LENTE GRUESA

Analicemos a continuacién el caso de una lente gruesa, es decir una lente en la
que el espesor no se puede considerar como despreciable. Sea una lente formada por
dos superficies esféricas de radios de curvaturar, y r,, espesor d e indice n, situada
entre dos medios de indices n, y n,. Llamaremos F, y F, alos focos objeto e imagen
de la primera cara de la lente situados a distancias f, y *, de ella, y E,y F,alos
focos objeto € imagen de la segunda cara situados a distancias f, y , de dicha
superficie. Esta lente estard caracterizada por sus focos Fy F y sus planos principa-
les Hy H’. La posicién de estos planos principales respecto a los vértices de la lente
vendrd dada por los segmentos s, s°, y la posicién de los focos por los segmentos
focales s 87, (fig. 6.14).

8y 'y
O, RO,
£y
F, |F F H| i F', F',
$, | s’
{ F | F >
£ = £
1
d
= '
f; —>

FiGuRA 6.14. Pardmetros de una lente gruesa.

En primer lugar vamos a calcular la distancia focal imagen de la lente, ', y la
posicion de H’ y F’. Para ello consideramos un rayo que incide en la primera cara de
la lente paralelo al eje 6ptico (fig. 6.15). Por la definicién de foco imagen, dicho
rayo, después de atravesar la lente debe pasar por el foco imagen . La prolongacion
del rayo emergente con el incidente nos daré la posicién del plano principal imagen
H’ tal y como vimos anteriormente. La trayectoria del rayo dentro de la lente la
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determina el hecho de que, después de refractarse en la primera cara de la lente,
debe pasar por F’| puesto que ha incidido en esta cara paralelo al eje ptico.

Sy 0,<0
@ G2,03>0

~~~~~~
.....

o
e !

' A
Ficura 6.15. Localizacion de H’ en una lente gruesa.

De la figura deducimos, teniendo en cuenta el signo de los dngulos, y siempre
considerando que estamos trabajando con rayos paraxiales, que:

b by
S—S' _f'
h, h,-h, d][
=L = = h,=h|1-— (6.34)
G, f'l d 2 1 f’1
h
o, =—=
r2

y si aplicamos la ley de Snell a la segunda cara de la lente, obtenemos:

n, (o, -0,)=n,(o, -y)
(6.35)

n,6, =n,0, +(n; —1n,)0,

Sustituyendo los valores de los dngulos de la ec. (6.34), obtenemos:
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h h h(, d)
n3_1_=n2_1+(n3_n2)__1 1_——J
f‘ f‘l 1'2 f'l_
o, _n . n l—im
A
m My g0 ppip bR (6.36)
£ f, ff, n,

Para obtener la posicién del foco F’ utilizaremos el segmento focal s’ que
también aparece en la ec. (6.34):
h, h,, [, d
$p=H,F=—2=—"2f=1-—I|f
F 2 o, n | f'l) (6.37)
Y, por dltimo, la posicién del plano principal imagen, H’, también se puede
deducir de la figura:
sy=H,H=H,F+FH

A
Sy=

1—i}f“-f'=—£ ' (6.38)
\ f‘l f'l

De manera similar para obtener la focal objeto, 1a posicién del foco F y del plano
principal objeto H se procede de forma andloga utilizando ahora un rayo que incide
en la lente pasando por F y que, en consecuencia saldrd de la lente paralelo al eje
(fig. 6.16). Dicho rayo, en el interior de la lente debe tener una direccidn tal que pase
por F, puesto que sale de la segunda cara de la lente paralelo al eje.

[ >0
O i o<

Sp

f

‘ ‘

FiGURA 6.16. Localizacion de H en una lente gruesa.
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De la figura 6.16 se deduce que:

h
o, =—"
r]
o=l h1=hzi+1], (639
2 d \fZ
oh b
sg f

y si aplicamos la ley de Snell a la primera cara de la lente, obtenemos:
n,(c, — ;) =1,(6, - ;)
-n,0, =(n, —n,)0, - 1,0, (6.40)

Sustituyendo los valores de los angulos de la ec. (6.39), obtenemos:

—nlh?zz(rb—nl)ﬁ—nzh?z—:(nz_n‘)hzlfgﬂI—nz%
5 2 I 2 ) 2
oo mf, 4
f i 5) 5
LU L N (6.41)
£ £ f, ff
LTSRN
f f T, £ n,f,
—%=P1+P2—d-}ﬁ=P (6.42)

Igualando las ecs. (6.36) y (6.42), vemos que la potencia se puede escribir como:

po_m_n o f__ 1 (6.43)
f f ' n,
con lo que la relacién de focales sigue siendo (como ya hemos visto en otros casos)
la relacién de indices extremos cambiada de signo.
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El foco objeto F queda localizado a partir del segmento focal anterior, s cuyo
valor se puede deducir de la ec. (6.39):

h d
SF=H1F:—hl f=[1+“f—} (6.44)
2 2

y el plano principal objeto H queda determinado a partir del segmento s, que
representa la distancia desde el vértice anterior de la lente hasta H, y cuyo valor
viene dado por:

s, = HH=H,F+FH

sH=H1H=[1+§_}—f:if- (6.45)

2

La distancia entre planos principales, AH = HH’, también se puede deducir
facilmente de la fig. 6.14:

AH=HH’=d +5', -5, (6.46)

y sustituyendo las expresiones de s’ y de s, dadas en las ecs. (6.38) y (6.45)
respectivamente, obtenemos:

adf
f’l f2

AH=d-

AH=d+dMR2p gMaT0eg
n,n 0,0,

n,-n,,. N,—n,1n
AH=d|1+ - ——2f4-2 3 Lf
N, N, 0y

AH =d{1_f_[_“L“_L_nz_‘&iﬂ (6.47)

En el caso particular de tener una lente en aire, entonces n, = n, = I,n,=nylas
distintas expresiones deducidas anteriormente se pueden escribir como:
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\ _ 2
pod (gl L), o0 e
f A n L
f=-f
2
gl 1))
f L L n It
1
p=i-_l_pip-Ipp
' v -1 -
§,=H,F= 1—d£——}f‘ stHlF:[Hdn Ve
\ 1 nrl
t ' ' 1- —
s, =H,H=d—2f s, = HH=d 1
nr 1r,

AH = HH'= d[l—g(n‘l)&_%ﬂ

(6.48)

En la figura 6.17 se ha representado la localizacién usual de los planos principa-

les y focales en los distintos tipos de lentes supuestas €stas en aire.

FiGura 6.17. Localizacién usual de los planos principales y focales

en los distintos tipos de lentes en aire.
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VL6.- EL ESPEJO GRUESO

Un sistema de superficies, en el que el nimero de superficies reflectantes sea un
niimero impar se denomina espejo grueso. En la figura 6.18 se han representado ires
sistemas Gpticos que pueden servir de ejemplo de espejos gruesos, una lente gruesa
con la segunda cara espejada, una lente delgada con un espejo simple detrds y una
lente delgada con una lente gruesa espejada en su segunda cara.

v

FIGURA 6.18. Distintos tipos de espejos griesos.

La principal caracteristica de los espejos gruesos es que, por complicado que sea,
siempre puede reducirse a un sistema refractivo representado por sus planos princi-
pales y focales, mis un espejo. Este esquema general del espejo grueso se puede ver
en la figura 6.19. En este sistema, sean C’ y V* dos puntos tales que sus imagenes a
través del sistema sean respectivamente el centro C y el vértice V del espejo. Si estos
puntos cumplen esta condicién, evidentemente cualquier rayo que incida en el siste-
ma pasando por V', después de atravesar el sistema didptrico, pasard por V' vy, al
reflejarse en el espejo, volvera en sentido inverso siguiendo una trayectoria simétrica
respecto del eje dptico tal y como indica la figura 6.19. Asimismo, todo rayo que
incida en el sistema pasando por C’, después de atravesar el sistema diéptrico pasard
por C y al reflejarse lo hard volviendo exactamente con la misma trayectoria en
sentido inverso. Es decir, todo sucede como si en V’ tuviéramos un espejo de centro
C’: este espejo ficticio es el espejo equivalente del sistema total.

' espejo
equivalente

FiGurA 6.19. Espejo equivalente a un espejo grueso.
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En el caso particular en el que el centro C del espejo estd en el foco imagen del
sisterna didptrico, entonces C’ estd en el infinito y el espejo equivalente es un
espejo plano situado en V’. La utilizacién del espejo equivalente en lugar del
espejo grueso simplifica los célculos y el trazado grifico correspondiente.

VI.7.- TRAZADO DE RAYOS EN SISTEMA OPTICOS

Hemos visto que cualquier sistema &ptico, por muy complicado que sea queda
perfectamente definido si se conocen sus elementos cardinales, es decir, sus planos
principales, focales y nodales. Con la ayuda de estos elementos, vamos a ver ahora
cémo podemos conocer la direccién de emergencia de cualquier rayo que incida en
dicho sistema. Para ello utilizaremos los denominados rayos auxiliares (fig. 6.20).

E
ﬂ /\\/vl/ N E : L +- /
| | ,*\/v/‘ L
= e HIN
F Nt 1 ' /’ gt 8 T
N H'=N F F ,.‘.-"'“ ety H'=N' F
E
L= ‘ e |
>< = LT
H=N' — H= r
F H=N \Aﬁ?\}‘l B! e F
A
E
|_ 2 A - -
I3| I_|- \#i,\ P /)_{__-_.,_
) = I -]
F H=N| |H=N' F' F' H=N H'=N' F
L § - : - e
— " = — ,/"
A A 5 H's )
F H=N H'=N' F' F' /// H= .—"_.__..A--""' F
A

lsjstema convergente sistema divergente |

Ficura 6.20. Trazado de rayos auxiliares.
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Supongamos que en un sistema Optico cualquiera (convergente o divergente)
trazamos un rayo incidente, I, con direccién arbitraria y queremos conocer la direc-
ci6n que este rayo tendré a la salida del sistema, E.

1) Trazamos el rayo auxiliar A, que sea paralelo al incidente y que pase por los
puntos nodales. Dicho rayo auxiliar no se desvia puesto que pasa por la pareja
N, N’. Como el incidente y el auxiliar inciden paralelos entre s, a la salida
convergeran en el mismo punto del plano focal imagen. Dicho punto de
convergencia vendra determinado por el corte del rayo auxiliar con el plano
focal .

2) Trazamos el rayo auxiliar de forma que provenga del mismo punto del plano
focal objeto que el rayo incidente y, ademds, pase por los puntos nodales.
Dicho rayo auxiliar no se desvia por pasar por los puntos nodales. Como el
incidente y el auxiliar vienen del mismo punto del plano focal objeto, dichos
rayos saldrén del sistema paralelos entre si.

3) En este caso, el rayo auxiliar es paralelo al eje ptico y viene del mismo
punto del plano focal objeto que el rayo incidente. El rayo auxiliar sale
pasando por F’ puesto que ha entrado paralelo al eje y el rayo emergente
sale paralelo a €] puesto que ambos vienen del mismo punto del plano
focal objeto.

4) Trazamos un rayo auxiliar que sea paralelo al incidente y que pase por €l foco
objeto, F. Dicho rayo sale paralelo al eje 6ptico y, puesto que ambos inciden
en el sistema paralelos entre si, saldran pasando por el mismo punto del plano
focal imagen. Este punto vendra determinado por el corte entre el rayo auxi-
liar y el plano focal imagen.

En el caso de que el sistema no esté sumergido, los planos nodales y principales
no coinciden. En el caso de la lente delgada hay que tener en cuenta que los planos
principales y nodales coinciden (H=H’,N = N’) estando los primeros situados en la
propia lente.

VI8.- SISTEMAS COMPUESTOS

Vamos a ver en este dltimo apartado cémo se pueden acoplar dos sistemas
opticos cualesquiera, definidos por sus planos principales y focales, para obte-
ner un sistema equivalente al conjunto. Nos centraremos en la bisqueda de los
elementos cardinales H, H’, F y F’ del conjunto. Para ello consideremos dos
sistemas, S] Y S, de los cuales conocemos los planos principales H,, H , H,
H’, y los planos focales F, F’,F,yF’,. Ambos sistemas estdn separados por la
distancia e = H’ H, que llamaremos distancia de acoplamiento, siendo t = F*|F,
la separacién entre sus focos (fig. 6.21).
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ONE s

P, P M, L M, P

by

| |m Fy

Ficura 6.21. Combinacidn de sistemas. Cdlculo de H' y F’.

Sea un que rayo que incide en el primer sistema paralelo al eje dptico a una altura
h, cualquiera y que por tanto deberd salir del sistema compuesto por ¢l punto F’.
Analicemos paso a paso su trayectoria. Sale del primer sistema pasando por el foco
imagen F | y cortard al plano focal objeto del segundo sistema en el punto R y al
plano principal H, en el punto P,. Para saber la direccién de este rayo después de
atravesar el segundo sistema, se utiliza un rayo auxiliar que parte del punto R y es
paralelo al eje Optico. Este rayo auxiliar saldrd pasando por F’, y serd paralelo al rayo
emergente puesto que ambos vienen del mismo punto R del plano focal objeto de S,
El rayo emergente cortard al eje en un punto que serd el foco imagen del conjuntc2>,
F’ La prolongacidn del rayo incidente y el emergente nos proporcionard, como ya
vimos anteriormente, la posicién del plano principal imagen, H’.

De la figura 6.21, podemos deducir algunas relaciones entre los diferentes para-
metros, a saber:

?_31 - _% - .Pzeﬂ (6.49)
% _ % —_ 122'?41;' (6.50)
Combinando ambas ecuaciones se obtiene:
%:%1:% = f'=~% N f‘=—% 6.51)
Pﬁ’lz =fil=-H';H' = H, H'=J;—‘fl' = H, H‘=%‘:+fz (6.52)

ecuaciones que nos proporcionan la focal imagen del sistema compuesto y la posi-
cién del plano principal imagen.
El célculo del foco objeto F y el plano principal objeto H lo haremos de manera
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similar. Para ello consideraremos la figura 6.22. En ella, se ha trazado un rayo que
sale del segundo sistema S, paralelo al eje Optico a una altura h, cualquiera y por lo
tanto deberd haber entrado al sistema compuesto por el foco objeto del mismo. Si
reconstruimos la trayectoria del rayo hacia detrés, al entrar en S, debe hacerlo
pasando por F,. El rayo corta al plano focal imagen F’, en el punto R y al plano
principal imagen H’| en el punto P’,. Para saber la direccion de incidencia de este
rayo en el primer sistema trazamos un rayo auxiliar que entra pasando por el foco
F, sale de S, paralelo al eje Gptico cortando al plano focal imagen F’| en el punto
R. Puesto que el rayo auxiliar y el que nos interesa salen del sistema S por el
mismo punto R del plano focal imagen, habrédn entrado en €l paralelos entre si. El
corte del rayo incidente con el eje nos proporciona la posicién del foco objeto del
conjunto, F, y la prolongacién del rayo incidente y el emergente nos da la posicién
del plano principal objeto, H.

@ K | ®
Q L Q' | E__
< ] q i
H F Fi Hi H, By B H H',
3 S b,
P M; M P, Py "
t
f o fy £ f
B e

FIGURA 6.22. Combinacién de sistemas. Cdlculo de H'y F.

De la figura 6.22 se deducen las siguientes relaciones de semejanza:

£ f HH
a_h _Mh (6.54)
t f, e
Combinando las ecs. (6.53) y (6.54) obtenemos:
h _f_§ fif ff
—_—— e f -2 = f — 12
a § t t e—f'+1, (6.55)
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MP HH e of £
=—"=> o HH=> = HH=— _
h, £, 1 f, 1 e £ 41, (6.56)

que proporcionan el valor de la focal objeto del sistema compuesto y la posicién del
plano principal objeto.

Pu'esto que la potencia se define como el indice posterior partido por la distancia
focal imagen, la potencia del sistema compuesto vendrfa dada por:

’
i

P=£3—=n3‘ e—f‘1+f2_‘ ey n,f, _h; mn, nyne
f e S ., £, f1f, f, fio, f f,n,
P=P +P,——PP
— 4 z_n_ 112 (6~57)

2

Se puede comprobar que todas estas expresiones coinciden con las obtenidas en
e? caso de la lente gruesa si consideramos a ésta como la asociacién de dos superfi-
cies.

Si los sistemas S, y S, se encuentran sumergidos en un mismo medio, entonces
n=m,=n=n, fi=-1, yf,=-1f conloque las expresiones para las focales y
posiciones de los planos principales (6.51), (6.52), (6.55), (6.56) y (6.57) del sistema
compuesto quedarian:

. f f,f
f': 1-2 f=— 1-2 —
f'+f',—e '+, —e = f=A

. —~ef’ ef’ ‘
H,H=—"2— HH=—"1 |

R U U, —e (e

e L

P=P1+P2—;P1P2 ysiesaren = | P=P +P,-ePP,
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CUESTIONES

1.- En los siguientes sistemas, hallar graficamente la imagen del objeto utilizan-
do rayos auxiliares si es necesario:

a)

4 N' %

b)

7

A

c)

YT Nl i H2 |
X |

Fi H, H, Ny F'y H, F,

/ F',

| | 1

I |
F

Hl I‘Tl F |1_ F2 Hz Hz

a) Rayo 1: entra por N, sale por N” sin desviarse.
Rayo 2: entra por F, sale paralelo al eje. Para saber la altura de salida
utilizamos el rayo auxiliar.
Rayo auxiliar: entra por N paralelo al rayo 2, sale por N’ sin desviarse.
El rayo auxiliar y el rayo 2 se cortan en un punto de F’.
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a) Rayo
. auxiliar

y N
| 3
F\\ N
2 \
b)
PR N s - F,
1< T 1 o
4 )y -
”/ F H, 1 F F> Hz H,
Rayo
auxiliar
C
) Rayo
P auxiliar
y h&"’“\. N,
F.l H] H’,

b) Rayo auxiliar: es paralelo al haz que llega y pasa por F,, sale del primer
sistema paralelo al eje éptico y del segundo sistema pasando por F e
Los rayos que llegan al sistema se cortan con el rayo auxiliar después del
primer sistema en un punto del plano focal F’.. Como éste también es el plano
focal objeto del segundo sistema, a la salida los tres rayos deben ser paralelos

entre si.




142 Optica Geométrica

¢) Rayo 1: entra por N, sale por N’| sin desviarse.
Rayo 2: entra paralelo al eje, sale paralelo al anterior puesto que ambos
vienen del mismo punto del plano focal objeto F,.
Rayo auxiliar: paralelo a los anteriores, entra en el segundo sistema pasando
por F,, sale paralelo al eje.
Después del segundo sistema los tres rayos (los dos que viene del objeto y el
auxiliar) se cortan en un punto del plano focal imagen F’, puesto que los tres
han incidido en el segundo sistema siendo paralelos entre si.

2.- Los planos nodales tiene un aumento lateral de +1. Discutir esta afirmacion

La definicién de planos nodales es la siguiente: son dos planos conjugados con
aumento angular +1. En el caso particular de un sistema sumergido, segin la ecua-
cién (6.28), la relacién existente entre el aumento angular y el aumento lateral es Y
= 1/P’, y en ese caso, si Y= +1, entonces B’= +1 y los planos nodales coinciden con
los principales, luego, sélo en este caso, el aumento lateral entre planos nodales
serd + 1.

3.- Especifica la diferencia entre distancia focal y segmento focal

La distancia focal imagen es la distancia entre el plano principal imagen H’ y el
foco imagen F’, f = H'F’, mientras que el segmento focal posterior es la distancia
entre la dltima superficie del sistema y el foco imagen. Andlogamente, la distancia
focal objeto es la distancia entre el plano principal objeto H'y el foco objeto F, f = HF,
mientras que el segmento focal anterior es la distancia entre la primera superficie del
sisterna y el foco objeto. En el caso particular de una lente delgada, ambas distancias
coinciden.

4.- Demostrar, a partir de su definicién, que la relacién entre el aumento axial, o ,
el aumento lateral, B’ y el aumento angular, v es: ay=p"

Las definiciones de cada uno de los aumentos son, seglin hemos visto:

a:gx_lz_i' '=X=_£=_§_' ’Y:g'

dx X y X f' )

De estas expresiones y del invariante de Lagrange, deducimos que:

nl

'

nyo=n'y'sc’ = B‘=Z=
y ny
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Y combinando estas ecuaciones, la relacién entre los tres aumentos es:
n nl
ay=—f’5x—— = oy=p
n n'p'

Se tiene una lente gruesa en aire, de radios de curvatura 60 y -40 mm respec-
tivamente, indice 1.5 y espesor 5 mm. Sabiendo que el plano principal objeto H
esta a una distancia de + 2 mm de la primera cara de la lente, calcular analiti-
camente la posicion del centro éptico y de los puntos nodales de la lente.

t

Puesto que la lente estd en aire, se trata de un sistema sumergido, iuego los
planos nodales coinciden con los planos principales. Entonces N = H estd a + 2 mm
de la primera cara de la lente. Por otra parte, la imagen de N a través de la primera
cara de la lente nos dard la posicién del centro Gptico de la misma:

B Ly el s
") ' 0 a'=4+2.95mm
H|  |H
o El centro 6ptico estard a 2.95 mm por detrés
de la primera cara de la lente. Finalmente, el
punto N’ es la imagen del centro dptico a través
de la segunda cara de Ia lente:
5 s
1.39 15 +i_1—1.5 '— 139
2.95 295-5 a  -40 e
—>

Luego el punto nodal imagen que coincidird con el punto principal imagen, H’,
estard a 1.39 mm por delante de la segunda cara de la lente.

@Calcular graficamente los espejos equivalentes a los siguientes sistemas:

a) b)

a) Se trazan dos rayos, uno que sale de C y otro que sale de V paralelos entre
si con una determinada direccion (luz de derecha a izquierda). A continua-
cién se traza un auxiliar paralelo a los anteriores que pasa por F’. Dicho rayo
auxiliar sale paralelo al eje Gptico y los dos rayos anteriores cortan al auxi-
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liar en un punto del plano focal objeto, F. El rayo que sale de C determina
el centro C* del espejo equivalente y el rayo que sale de V determina el
vértice V del espejo equivalente. En este caso, dicho espejo equivalente es
convexo y de radio V'C’.

b) Se traza un rayo que sale de V con una determinada direccign y un auxiliar
paralelo a €l que pasa por los puntos nodales ¥y, por lo tanto, no se desvia.
Estos dos rayos (el auxiliar y el que viene de V) se cortardn en un punto del
rlano focal objeto, F. La interseccién del rayo que viene de V con el eje
6ptico nos da la posicién del vértice, V*, del espejo equivalente, Para calcular
el centro C* del espejo equivalente bastar4 con trazar un rayo que viene del
centro C del espejo (como el espejo es plano, C estd en el infinito y el rayo
que debemos trazar es paralelo al eje optico). Dicho rayo saldr4 pasando por
el foco objeto F que coincidird con el centro C' del espejo equivalente, Fl
resultado es un espejo equivalente convexo cuyo centro C’ coincide con el
foco objeto del sistema di6ptrico.

ﬂ ‘.:'. Espejo ‘ R < |
; equivalente sl ™
" Pt N v Vv ........ LN N F
PO .’t‘:o\\\\ v C 3 le=cH | e %
R e S Ju.t NS |- A0 T
T :
A SSNA Y '
5 k% Espejo
© | equivalente

Capitulo VII

FORMULACION MATRICIAL
DE LA OPTICA GAUSSIANA

VIL1.- INTRODUCCION

Recapitulando la problematica de la Optica gaussiana d:csarroll'ada sol:ire .el su-
puesto ideal de sistema 6ptico perfecto, vemos que, en esencia, un smtemz’i opnco no
es mds que un operador que transforma el espacio objeto en gl espacio imagen.
Desde el punto de vista geométrico, la transformacién producida por un .s1.stema
Gptico es una transformacion lineal que, en el caso mds general del espacio t[‘ldll’l’len:
sional, puede representarse por una matriz 3 x 3 y que, en nuestro caso pa.rt1cular serd
una matriz 2 x 2, ya que siempre consideramos inicamente dos dlmensmngs. .

Consideremos un rayo luminoso que se propaga en direccién c-oplanarla al eje
6ptico de un sistema centrado. Este rayo atraviesa los distlntosl medios homogéneos
separados por los distintos dioptrios o limitados por los espejos y en cada uno de
esos medios el rayo se propaga en linea recta. Sea M un punto dg ese rayoy H la’.
proyeccién de ese punto sobre el eje (figura 7.1). En el plano de la figura el rayo est4
perfectamente determinado por la pareja (h, 6) donde h es la altura del punto M
sobre el eje Gptico y © es el dngulo orientado rayo-eje. Escr‘lto en forma matricial, un
rayo estard representado por un vector (matriz 2 x 1) del tipo:

h

c
Cuando un rayo de luz se propaga en un medio homogéneo, la trayectoria es una
linea recta, por lo que ¢ permanece constante mientras que la altura h varia segin el

punto considerado. Por el contrario, en la superficie de un dioptrio o de un espejo, el
rayo cambia de direccién (¢ cambia) mientras que la altura h permanece constante.
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FiGura 7.1. Representacion de un rayo.

VIL2.- MATRICES DE TRASLACION, REFRACCION Y REFLEXION

Vamos a deducir ahora las matrices representativas de las distintas operaciones
que se pueden llevar a cabo en un sistema 6ptico, es decir, la traslacion, la refraccién
y la reflexion.

VIL.2.1.- Matriz traslacién

Consideremos (figura 7.2) un rayo luminoso propagandose en un medio homogé-
neo, su propagacién es rectilinea y, de la figura, podemos deducir que:
h,=h,-od
7.1)
0, =6
siendo d la distancia de traslacién.

01’0'2<0 |
hy, hy, d>0

M, :
T ',

H| H2

Figura 7.2. Deduccién de la matriz traslacién.

Estas dos ecuaciones lineales las podemos escribir de forma matricial de la
siguiente manera:
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(&)= ) (72)

La matriz 2 x 2 asi determinada se denomina matriz de traslacién y su determinante

es la unidad.
(T)= ((1) _1d_:,] A=1 (7.3)

V11.2.2.- Matriz refraccién

Consideremos ahora (figura 7.3) un rayo luminoso que incide sobre un dioptrio
esférico que separa dos medios de indices n y n’. En el punto de incidencia sobre el
dioptrio se cumple que h, = h, y ademds, segin se deduce de la figura:

-0, —i+n+d=n = i=¢-0

(7.4)
-0, —i+n+é=n = iI'=0-0,
O, 62, q): i> i" r <_0
hy, hy >0
PP 147
FiGura 7.3. Deduccion de la matriz refraccidn.
Teniendo en cuenta que estanll‘os en la region paraxial:
O~tgh=—
T
ni=n'i' = n{¢-0,)=n'(¢p-0,)
Desarrollando esta expresion y sustituyendo el valor de ¢, resulta:
n n
O, =;0'1 —(;—I\Jq)
4 n- nv '\|
G: =—;01 ~h, ; (75)
n . nr J
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que escrito en forma matricial quedaria:

1 0Y/h\
[hz \|:| I ‘fhl (7.6)
o) e w)lo

Si recordamos la expresion de la focal de un dioptrio esférico, entonces la
ecuacion (7.6) quedaria como:
4 . f 0 Ny
(0)o[1 = [h‘] .7
\o,) |F T)\o |
La matriz asi deducida se denomina matriz de refraccién de un di.opmo esférico y su
determinante es igual al cociente entre los indices de los dos medios separados por el

dioptrio.

o (1 0Y
n n‘:‘_l_ __n_| A=E— (7.8
1

En el caso en que el dioptrio sea plano, entonces r = oo, f* = oo y la matriz de
refraccidn quedarfa:

(1.9)

VIL.2.3.- Matriz reflexién

La figura 7.4 representa un espejo esférico de centro C y vértice V. De dicha
figura deducimos que:
-0,-i+n+o=n = i=06-0

o,+i+n—-¢=n = i=¢-0, (7.10)

_hl
¢_ r

(_51,(52, ¢, 1, 71<0 ‘
h;, hy,1'>0

Figura 7.4. Deduccidn de la matriz reflexion.
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Por la ley de reflexién, teniendo en cuenta los signos i = —i°. Si, en estas
condiciones escribimos h, y 6, en funcién de h, y G,, entonces:

i=-i
hl

¢~0,=-0+0, = 02=2¢_01=2T'01 (7.11)
h, =h,
ecuaciones que en forma matricial se escriben:
".h /1 ! h %
l2=2_1| ' (7.12)
o) |7 7l

Teniendo en cuenta que la focal de un espejo es = 1/2 la matriz reflexidn, cuyo
determinante es —1, quedaria:

(Rf'ﬁ;é _Oljz[i 0“‘ A=-1 (7.13)
L _

VIL.2.4.- Matriz traslacién y refraccién con luz en sentido inverso

Las matrices deducidas anteriormente consideran el sentido de la luz de izquierda
a derecha, establecido por el criterio de signos utilizado en todos los temas anterio-
res. Hay que tener en cuanta, sin embargo, que si en un sistema dptico existe un
espejo en combinacién con otras superficies refractantes, 1a luz al llegar al espejo se
refleja y vuelve a atravesar el sistema en sentido inverso. En este camino de vuelta,
la luz se traslada y se refracta en las mismas superficies que lo habia hecho anterior-
mente, pero viajando en sentido inverso.

Para deducir la matriz de traslacién en este caso, consideremos la figura 7.5 en la

que un rayo se propaga de derecha a izquierda partiendo de una altura h, y llegando
a una altura h .

H] HZ

FiGura 7.5. Deduccién de la matriz traslacién en sentido inverso.
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En este caso se verificard que:

[ gﬁ)‘{ﬂ(ﬁi ] (7.14)

Y despejando de la ec. (7.1):

G, =0,

h,=h,+0,d=h,+0,d

h, :1 d\(h, (7.15)
6,) (0 1)o,

con lo que la matriz traslacién cuando la luz viaja de derecha a izquierda sera:

[TH%’ fll] A=1 (7.16)

No hay que olvidar que la distancia d estd definida tal y como indica la figura 7.5, es

decir d = H H, en ambos casos. . o
Enel caéo 2de la refraccion cuando la luz viaja de derecha a izquierda (fig. 7.6), el

i i A ientras que
rayo antes de refractarse viene definido por los parametros. h,y o, mli;ltsasegé
16 i ini ¢ e ambo :
después de la refraccién, viene definido por h y ©,. La relacion entr

SHR)E

FiGura 7.6. Deduccidn de la matriz refraccién en sentido inverso.

Si despejamos de la ec. (7.5) el valor de G, y, puesto que las alturas son iguales
antes y después de la refraccion:

n’ n’ n’ 1
=—¢g,-—h,=—0,+=h
Gl—nc2 nf’h2 n 2 f°
(1 o )(he (7.18)
S ) |t n)\%,
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con lo que la matriz refraccién cuando la luz viaja de derecha a izquierda se escribe:

- 1 0! '
[«
[RJ=[1 =] =T (7.19)
AR n.

donde aparece la focal objeto de la superficie (en lugar de la focal imagen que
aparecfa originalmente) y los indices aparecen también en orden inverso.

VIL3.- MARCHA DE RAYOS A TRAVES DE UN DIOPTRIO

Consideremos en primer lugar el caso més sencillo: el de un dioptrio de centro C
y vértice V que separa dos medios de fndices n y n’ y apliquemos el formulismo
matricial que acabamos de describir. La trayectoria de un rayo luminoso, que atra-
viesa este dioptrio puede deducirse mediante un producto de tres matrices, una de
traslacién desde el plano origen o plano de entrada (P) hasta el dioptrio, otra de
refraccién en el dioptrio y una tercera también de traslacién desde el dioptrio hasta el
plano de salida (P") considerado (fig. 7.7).

Ficura 7.7. Marcha de un rayo a través de un dioptrio.

De la figura 7.7 se deduce que:

(5:)=(5 =)()- ()
[l6)-(R)E)
G- $)E)-T )

siendo 8" = VP’ > 0y s = VP < 0. Sustituyendo:

( ?;) = (Tz )(R) T, )(gl) (7.20)
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Si efectuamos el producto de matrices, obtendremos la matriz del dioptrio esférico
entre los planos P y P’.

-2 s 542
(SH f f' o (720
LT Y
En el caso particular de que P y P’ sean planos conjugados, resulta que si h, =0,
entonces h, = 0:

S (s n \
(0‘1_ -3 S—S[_—.Jf;”[ow

o) | L s.n |lo)
f' f'' n )
‘.'S nl

0= s—le+n'il]

y como esto debe cumplirse independientemente de los valores de 6, y 6, el término
que aparece entre corchetes debe anularse.

s n
—§|—+—|=0
s S(f’ n‘)

s=§—sl+n—s' = —£+£,=£, (7.22)
f' n s § f

que no es més que la ecuacién de Gauss del dioptrio esférico.

1 1

VIL4.- MATRIZ DE TRANSFERENCIA DE UN SISTEMA CENTRADO

Cualquier sistema centrado se puede considerar compuesto por un conjunto de
medios homogéneos, de dioptrios y de espejos, de modo que es posible conocer la
trayectoria de un rayo que atraviesa el sistema efectuando el producto de las matrices
correspondientes a cada uno de los distintos elementos. La trayectoria de un rayo que
va desde un plano P hasta un plano P’ siempre podremos caracterizarla (trabajando
en aproximacién paraxial) por una relacién del tipo:

\ gj - (2 3) ( gj (7.23)

La matriz (S) formada por los elementos a, b, ¢ y d se denomina matriz de
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transferencia del sistema relativa a los planos P y P’. El conocimiento de 1a matriz de
transferencia de un sistema centrado cualquiera permite obtener las relaciones de
conjugacién, aumentos, situacién de elementos cardinales, etc. referidos a dicho
sistema.

Los coeficientes de la matriz son funcién, en principio, del sistema en si mismo
y de los planos P y P’ considerados. Existe una relacién entre estos coeficientes.
Puesto que la matriz de transferencia no es mds que un producto ordenado de
matrices traslacion, refraccion y reflexion, el determinante de dicha matriz de trans-
ferencia sera el producto de los determinantes de cada una de las matrices elementa-
les consideradas. Asf, en un sistema en el que no haya espejos, teniendo en cuenta
que el determinante de la matriz traslacién vale 1, y el de un dioptrio que separa dos
medios de fndices n y n’, n/ n’, el determinante de 1a matriz de transferencia serd:

A=ad—be=1=01, W '(1)1':2' (7.24)
=n n

1 ' 1
n', n, n',

siendo j = ndmero de traslaciones y k = nimero de dioptrios
Siel sistema tiene un espejo, entonces el sistema equivalente es un espejo con lo
que el determinante de la matriz de transferencia serd el de la matriz asociada al

espejo equivalente, es decir A = -1. Si el nimero de espejos que tiene el sistema es k,
entonces se pueden dar dos casos:

kimpar = A=-1 ‘
(7.25)

k par = A=£'
n

En cualquier caso, de los cuatro elementos de la matriz de transferencia no hay
mds que tres coeficientes independientes, el cuarto estd ligado con los tres anteriores
por el determinante. Vamos a ver ahora el significado de los diferentes elementos de
la matriz de transferencia (S) con ayuda de la ec. (7.23).

1) Coeficiente b

La primera linea de 1a ecuacién (7.23) se escribe:

h'=ah+bo (7.26)
h=0 = h'=bo

En esta ecuacién, si b = 0, entonces h’ = 0 para cualquier valor de o, de lo que se
deduce que cuando b = 0 los dos planos considerados son conjugados. En otras
palabras, siempre que en la matriz de un sistema centrado tengamos b = 0, sabremos
que se trata de la matriz entre dos planos conjugados (Fig. 7.8, rayo 1).
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2) Coeficiente a

Partimos de que b = 0, es decir, consideremos la matriz de un sistema entre dos
planos conjugados; en ese caso, la ec. (7.26) se reduce a:

h
h'=ah = a:E=B' (7.27)

Esta situaci6n rige el comportamiento del al rayo 2 de la figura 7.8. Vemos pues
entonces que, si b = 0 (planos conjugados), a representa el aumento lateral entre esos
planos. Por ejemplo, en el caso particular de que los planos Py P’ fueran los planos
principales del sistema, obtendriamosa=1y b =0.

_.dfrg,/
o
h G ! P
P b h'\Q*
S.0.
(o

|
FiGura 7.8. Matriz de transferencia. Significado de los elementos de la matriza y b.

3) Coeficiente d

Consideremos de nuevo dos planos conjugados (b =0) y el rayo 1 de la figura 7.8
donde h = h’ = 0. La segunda linea de la ecuacion (7.23) se escribe:

c
o=ch+do=doc = d=;zy (7.28)

con lo que el elemento d de la matriz de transferencia representa en ese caso el

aumento angular entre los planos Py P’.
De manera general, ya hemos visto que, en un sistema di6ptrico, el determinante
de 1a matriz de transferencia vale n/n’. Si consideramos planos conjugados (b = 0),
operando se obtiene:
A:ad—bc:adz%

a=p' n

_’Y n

I E g\zg = nhc=n'h'c' (729)
n)le) n

que no es més que el invariante de Lagrange-Helmholtz.

Formulacién matricial de la Optica Gaussiana 155

4) Coeficiente ¢

. En !a expresion general de la matriz de transferencia dada por la ecuacién (7.23),
si consideramos un haz incidente paralelo al eje, es decir ¢ = 0 (fig. 7.9) 1a segunda
linea de la matriz se escribirfa:

¢'=ch+do

a)c=0 = o'=0

b)cz0 = o":% = c=f—, (7.30)

Como vemos se pueden distinguir dos casos. Si ¢ = 0, entonces ¢° = 0, los 1ayos
sale'n'paralelos al eje y el sistema es afocal. Si ¢ # 0, el haz converge en F’ por
definici6n. La interseccidn del rayo incidente y el rayo emergente nos da la posicién
del plano principal H’ segiin se ve en la figura 7.9 y entonces ¢ = 1/f*. Esto sienifica
que el coeficiente ¢ no depende de los planos Py P’ escogidos sino solame;te del
sistema en sf mismo y, si éste estd en aire, ¢ es la potencia del sistema.

cara de
entrada

Ficura 7.9. Matriz de transferencia. Significado del elemento ¢ de la matriz.
VIL5.- CALCULO DE LOS ELEMENTOS CARDINALES DE UN SISTEMA

Para caracterizar un sistema centrado, dentro de la formulacién matricial, bastard
con hallar su matriz de transferencia para un plano de entrada y otro de salida
escogidos de manera que coincidan con sus superficies extremas (primera y dltima).
A esta, matriz la designaremos por (8):

S)l=(a b

c d
Supondremos también, para méds comodidad, que el sistema no contiene espejos y
por lo tanto, el determinante de (S) es n/n’. ’
Ahora determinaremos la matriz de transferencia de este sistema (M) cuando los
planos de entrada y salida son dos planos cualesquiera P y P’ distintos de las

superfmes extremas. La posicién de estos planos estard definida por las distancias z
y z’ siendo:
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z=VK y 7 =V K,

donde K, y K, son, como siempre, los puntos donde esos planos cortan al eje optico,
V,yV,sonlos vértices de las caras extremas del sistema. (fig. 7.10).

P P

h hy‘<\—z_g'

K, Vi Vv K,

1 S.0.

Z S ] Z

Ficura 7.10. Matriz de transferencia de un sistema centrado entre dos planos cualesquiera.

En la regién 2, caracterizada por la matriz (S) la relacién de entrada - salida se
escribe:
h, = ah, +bo,
o, =ch, +do,

Por ofra parte, segiin el esquema de la figura 7.10 el sistema, desde el punto de

vista matricial puede representarse mediante tres matrices:
+ una primera que caracteriza la traslacién desde el plano P hasta la cara de

entrada del sistema. La distancia correspondiente es -z (ya que segin lo

hemos definido z < 0),
+ la segunda serfa la matriz (S) definida anteriormente, correspondiente a la

marcha de rayos a través de los diferentes dioptrios que constituyen el siste-

ma
+ y por tltimo la tercera corresponderia a la traslacién de una distancia z’ (z’ > 0)

desde 1a cara de salida del sistema hasta el plano P’.

Segin esto, la matriz de transferencia del sistema centrado entre los planos Py P’
puede expresarse como:

(M)

con lo que la matriz (M) serd:
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(M)=(5 )& 86 T =i ) M) o

y la relacién entre los planos P y P’ la podemos escribir de forma matricial:

l,h..‘:z M, M) [
o) IM, M4/'[G (1.32)

VILS.1.- Relacién de conjugacién

. La condicién para que P y P’ sean conjugados es que para h = 0, h’ debe ser
igualmente 0, cualquiera que sea el valor de 6 y ¢”, con lo cual, de la ecuacién (7.32)
obtenemos: M. =0 .

2 =4

az+b-czz'-dz'=0 (7.33)
Esta condicidn de conjugacién resulta un tanto irreconocible debido a que los

origenes de z y 2’ estdn tomados en los vértices V., y V.. Por otra parte, si Py P’ son
dos planos conjugados, se cumple:

B0 o

o) \M; M,)loc

h'= Mlh =2 M1 = B'

P=a-cz (734)

VIL.5.2.- Planos principales

Si los planos P y P’ son los planos principales, entonces §’ =1 (M. = 1):
. :

a-—1
a-cz'=1 = z'yu=—

W= (7.35)
ecua.ci_én que nos da 1:?1 posicién del plano principal imagen H’ en funcién de los
coe.flcfl’entes de la mat_rlz: Sustituyendo ahora en la ecuacién (7.33), obtendremos la
posp?n del pl'ano principal objeto H referido a V,. También podemos hallar esta
posicién a partir del determinante de la matriz.

n
A=M1M4:-—T = M4:—1_£=£
n M,n n
_n (o/n)-d
cztd=", = = (7.36)

Siel si A i = i
sistema estd sumergido, entonces n = n’ y el determinante es 1 con lo que:
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M, =1 = 137

N
o

Il
0‘

VI1.5.3.- Planos focales

La posicién de los focos del sistema también pueden hallarse ficilmente. Si
aplicamos la matriz (M) a un rayo que incide paralelo al eje Gptico obtenemos:

0) (M, M,\(h’
o) M, M, )0
0=Mh = M,=0

a-cz=0 = Zp=-— (7.38)

que nos da la posicién del foco imagen a partir del vértice V..
Por otra parte, si aplicamos la matriz (M) a un rayo que viene del foco objeto y
que, en consecuencia, sale paralelo al eje:

h') (M, M,Y)0

0) (M, M, o

0=M,c = M,=0
d

cz+d=0 = zy=-— (7.39)
c

con lo que obtenemos la posicién del foco objeto a partir del vértice V.
VIL.5.4.- Distancias focales

Las distancias focales del sistema son H’F’ y HF. H'F’ se puede descomponer de
la siguiente manera:

H'F=HV, +V,P= -2+ (7.40)

y al sustituir en esta expresion las ecuaciones (7.35) y (7.38):

a-1 a 1 1
P=f'=-—+—=— = c¢=7; (7.41)
c ¢ ¢ f
Y, puesto que M, = ¢, vemos que, de una forma general, el coeficiente M, 6 ¢ de
cualquier matriz de cualquier sistema es simplemente 1a i inversa de 14 focal de dicho
sistema, independientemente de los planos de entrada - salida considerados.

Para la focal objeto de manera similar, podemos escribir:
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HF:HV1+V]F=-ZH+ZF=—(’3—/n)‘9—9=—ﬂ=f (7.42)
C C C
f_.n
f' n'

y si el sistema estd sumergido, entonces:

f—__.l_d g_l {
==, o=T7 = f=-f (7.43)

VIL.5.5.- Planos nodales

Si los plf'tn.os Py P’ considerados son los planos nodales, el aumento angular sera
1 por deﬁg1c1én. La posicién de estos planos se obtendrd aplicando la matriz de
transferencia a un rayo con h = 0 y dngulo o cualquiera que debe salir con h’ = 0,

puesto que N'y N” son conjugados, y con la misma direccién con la que entr6 puesto
que el rayo que pasa por los puntos nodales no se desvia.

OII'|_ Ml Mz (0
G, \M; M, ‘.c

c=Mo = M,=1

cz+d=1 = Zy (7.44)

c

Conocida la posicién de N, con ayuda del determinante de la matriz podemos
calcular la posicién de N°. En el caso general obtenemos:

a—cz=n, = Z'u= . (7.45)
Y si el sistema estd sumergido:
A=1=M, = a-c=1 = z,=>- (7.46)

C

El siguiente cuadro resume los principales resultados obtenidos.




160

Optica Geométrica

RESUMEN DE LOS RESULTADOS OBTENIDOS

Matriz entre caras extremas : (S) = (2 g)
Matriz entre dos planos P y P": (M) = (ﬁ; llt/I/Ii ]
PLANOSPRINCIPALES:

M:=0 M. =1’1/I1':’Y

. {1 0
M =1 M3=1/f (Mj_(l/f' n/n
. _a-l (n/n")-d
Zw=—r Zn = ———
v ¢
PLANOSNODALES:

M:=0 M.=1=y

M:=n/n' M, =Y/f" ( M) = H;?’v (1);]

- ! 1-d
)
c ¢
PLANOSFOCALES:
Mi=0 = P=F Z‘P:%

Mi=0 = P=F ZF=——C—

Ae-MMy=—M2 2 o M, =
f' n
DISTANCIASFOCALES:
nl
=1/f f=——o o
¢ / n'c

A=MiMai —M:Ms = n/n'
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VIL6.-METODOS DE CALCULQ DE UNA MATRIZ DE TRANSFERENCIA

Para el cdlculo de la matriz de transferencia de un sistema centrado, como ya
hemos visto, se descompone éste en un conjunto de dioptrios y espejos que separan
distintos medios homogéneos para después multiplicar de forma ordenada las matri-
ces correspondientes a los distintos elementos. Con este método hay que tener
mucho cuidado en el orden del producto de las matrices pero presenta la ventaja de
que es muy general y que, actualmente las calculadoras pueden efectuar ficilmente
el producto de numerosas matrices. Si ¢l producto se efectda de forma manual, el
método resulta demasiado laborioso.

Otro método alternativo consiste en aplicar algunos conocimientos bdsicos de
Optica Geométrica trazando algunos rayos particulares. Se obtienen entonces los
coeficientes de la matriz por simple identificacién. Como ejemplo calcularemos la
matriz de una lente delgada de indice n sumergida en aire (Fig. 7.11).

1 n 1

V

Figura 7.11. Lente delgada en aire.

Con ¢l primer método tendremos que multiplicar las matrices correspondientes a
la refraccién en las dos caras de la lente y la matriz de traslacion entre las dos caras
que, en este caso, por ser la lente delgada, serd 1a matriz unidad.

1 0 10 1 0) (1 o
10 :
[S]:[l-n nJ(O 1][n—1 l]= (n—1{l—i] FlL (7.47)
! I nn n n 12 _f’

En esta matriz que hemos obtenido, el hecho de que b = 0 y a = 1 se interpreta
facilmente puesto que los planos principales de la lente delgada estin confundidos en
los vértices. Al hallar la matriz entre las dos caras de la lente, hemos hallado
igualmente la matriz entre sus planos principales.

El segundo método estd sintetizado en la figura 7.12. Siendo la lente delgada,
antes y después de atravesar la lente el rayo no cambia de altura, es decir h’ = h, con
lo que se obtiene:

W=ah+bs = a=1 (7.48)
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4

co S~
:

Figura 7.12. Cdlculo de la matriz de una lente delgada en aire.

Por otra parte, el rayo que pasa por el centro 6ptico (h=h’ = 0), no se desvia
(¢’ = 6) con lo cual:

d=ch+ds = d=1 (7.49)

Como ademds, de una forma general, ¢ = 1/ la matriz de la lente delgada en aire se
escribe:

(S]zii ?l (7.50)
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CUESTIONES

1.- En un sistema en aire de focal f* = 10 cm se coloca un objeto a 20 cm por
delante de H. Deducir los elementos de la matriz correspondiente al sistema
entre el plano objeto y el plano imagen. Razonar la deduccién de cada uno de
estos elementos.

Si el objeto estd a 20 cm por delante de H, eso quiere decir que a = 2f = -20 cm,
entonces a’ = 2f° = 20 cm y el aumento lateral B’ = —1. Puesto que el sistema esta en
aire, el determinante de 1a matriz serd n/n’ = 1. Con esto, los elementos de 1a matriz
del sistema entre el plano objeto y el plano imagen seran:

a=p=-1
M a b) (=1 0 )/b=0porser planosconjugados
[ ]—[c d]_[O.l -lflc= lf,=0.lcm'1

d=-1yaque A=ad=1

2.- Los elementos de la matriz de transferencia de un sistema son:

(1 0
(M)=(5 3]
Sabiendo que la primera superficie est4 en contacto con el aire, dar las caracte-

risticas del sistema analizando cada uno de los elementos de la matriz. ;Entre
qué planos estd delimitado el sistema representado por esta matriz?

El sistema representado por esta matriz estd delimitado por dos planos conjuga-
dos puesto que el segundo elemento de la matriz es cero. Dichos planos conjugados
son los planos principales pues el primer elemento de la matriz es 1. Ademds se trata
de un sistema afocal ya que el tercer elemento de la matriz, ¢ = I/f” = 0. No se trata
de un sistema sumergido puesto que el determinante de la matriz es 3/4; si la primera
cara estd en contacto con el aire (n = 1), la dltima superficie del sistema estd en
contacto con el agua (n’ = 4/3), asi:

3.- {Qué unidades tiene el determinante de la matriz de una lente delgada?

El determinante no tiene unidades puesto que, en cualquier caso, es el cociente
entre dos indices de refraccion.
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4.- La matriz unidad, ;puede representar a un sistema éptico? En caso afirma-
tivo razonar a cual o a cuales, en caso negativo jpor qué?

Si identificamos la matriz de un sistema 6ptico cualquiera con ta matriz unidad
encontramos que: ‘a b)Y (1 0)
. d'J “lo 1)
o b =0, es decir, se tratarfa de una matriz entre planos conjugados.
e a=1, se tratarfa pues de los planos principales.

+ ¢ =0, se tratarfa de un sistema afocal.
« d=1,los planos nodales coincidirian con los planos principales y estariamos

ante un sistema sumergido.

A la vista de esto, si que podria representar a un sistema éptico que fuera afocal
(telescopios), sumergido en un medio de {ndice cualquiera y la matriz representaria
a ese sistema entre sus planos principales.

5.- Deducir matricialmente la potencia de un sistema formado por la asociacién
de dos sistema diéptricos. Suponer los sistemas en aire.

S S,

Hl }Pl F‘]: H2

Si tenemos ¢l sistema de la figura, formado por la asociacién de dos sistemas
diptricos separados una cierta distancia e = H’ H,, y queremos obtener el sistema
equivalente, podemos descomponer el trayecto en:

— desde H, hasta H'| (matriz entre planos principales del sistema S ),
— desde H’ hasta H (matriz translacién de distancia e),

— desde H, hasta H’ (matriz entre planos principales del sistema S,

con lo que la matriz global del sistema entre H, y H’, serd:
_lOl—elO_lOl—ePn—e
M)=(3 96 e 90 D" )

_ 1-eP: -e Y_(a b
(M) ‘(Pz —ePP: + P l—ePz) - (C d)
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Identificando el tercer elemento de la matriz que, como sabemos es el inverso
de la focal y, por lo tanto la potencia del sistema equivalente:

1
o= =P=P+P,—chP,

expresion para la potencia del sistema global que ya conociamos del acoplamiento
de dos sistemas.

6.- Conocida la matriz de un sistema Gptico centrado entre sus caras extremas
(S) y la matriz de dicho sistema entre dos planos P y P’ arbitrarios, (M),
calcular la posicién de los planos antiprincipales y antinodales medidos a partir
de las caras extremas.

Segiin 1a ecuacién (7.31), la matriz de un sistema entre dos planos P y P’ es:

S)=(

'M) (a cz' az+b—z'(cz+d)j=r'M1 Mz)

\ c cz+d {Ms M.

si Py P’ deben ser los planos antiprincipales o los antinodales, en los dos casos
ambos son conjugados, entonces debe cumplirse la condicién M, = 0, es decir:

az+b—z'(cz+d)=0

En esas condiciones, el primer elemento de la matriz representa el aumento lateral y
el cuarto elemento de la matriz representa el aumento angular, de donde deducimos
que:

— Planos antiprincipales: M, = -1 = a - ¢z’
— Planos antinodales: M, = -1 = cz+d

Entonces los planos antiprincipales estardn a distancias z y z’ de las caras
extremas:
. a+l -A-d
z'= z=
c v

Y los planos antinodales estardn a distancias z y z’ de las caras extremas:

—_— 1

—-d-1 _a+A

C C



Capitulo VIII

LIMITACION DE LOS HACES DE RAYOS.
DIAFRAGMAS

VIIL1.- INTRODUCCION

En todos los capitulos que hemos visto hasta ahora, el tamafio de los haces que
atraviesan los sistemas épticos no ha sufrido ninguna limitacién. Cuando ha sido
necesario, hemos considerado las lentes y espejos suficientemente grandes para que
los rayos pudieran atravesar el sistema. La dnica limitacién empleada ha sido la
utilizacion de la aproximaci6n gaussiana. Este limite es bastante impreciso y depen-
de del grado de precision requerido.

En este capitulo consideraremos el tamafio finito de las lentes, espejos y demés
elementos de un sistema Gptico que determina que dichos elementos sélo sean
capaces de transmitir una determinada fraccién de la energfa radiante que les llega.
Por ejemplo, en el caso mds simple de una fuente puntual, que emite luz en todas
direcciones, una lente sélo es capaz de recoger la luz que viaja dentro del cono
formado por la lente y la fuente (figura 8.1). En este caso, la montura de la lente
determina si los rayos entrardn o no en el sistema Sptico para formar la imagen. De
esta limitacion efectiva de los haces depende, en gran parte, la calidad de la imagen
dada por un sistema 6ptico. En otras palabras, el tamafio de los distintos elementos
de un sistema Optico determinard la cantidad de luz que va a parar a la imagen asf
como su distribucién dentro de ella.

Aparte de la limitaci6n inevitable, que conlleva el didmetro util (que es funcién
de los radios de curvatura de sus caras y de su espesor) de las lentes, en los sistemas
opticos se suelen colocar unos elementos llamados diafragmas que no son més que
chapas opacas con orificios, en general circulares, cuya misién es eliminar luces
pardsitas, o recortar de una determinada forma el haz luminoso para corregir aberra-
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ciones o defectos en la imagen, o actuar directamente sobre su distribucién de luz. Si
el diafragma tiene un didmetro variable, entonces se le denomina diafragma iris (por
ejemplo el que llevan las cdmaras fotogréficas). Como las monturas de las lentes
también recortan el tamafio del haz, desde este punto de vista, se define como
diafragma todo elemento de un sistema ptico que no permite el paso de luz, ya sea
la montura de una lente o un diafragma propiamente dicho.

De todos los elementos de un sistema 6ptico, hay dos que tienen nombre propio
y que ejercen funciones especificas dentro del sistema: el diafragma de apertura y
el diafragma de campo.

luz no recogida
por L,

luz no recogida

o'

FiGura 8.1. Limitacioén del haz luminoso por los distintos elementos.

VIIL2.- DIAFRAGMA DE APERTURA

Recibe el nombre de Diafragma de Apertura (DA) en un sistema ptico, aquel
clemento real del sistema que limita la extension del haz que atraviesa el sistema
procedente de un punto objeto situado en el eje 6ptico. En otras palabras, es el
elemento del sistema que determina la cantidad de luz que pasa a través del mismo
y que, por lo tanto, va a llegar a la imagen. i

Sobre esta definicién conviene resaltar varias cosas. En primer lugar, el DA es un
elemento real del sistema, ya sea lente o diafragma. En segundo lugar, se define en
funcién del objeto, luego un mismo sistema dptico puede presentar distintos DA si
cambia la posicién del objeto. Por dltimo, el DA se define para puntos del eje, luego,
en principio, no importa e} tamafio del objeto sino solamente su posicién.

En el sistema representado en la fig. 8.1 el elemento real que limita més el haz es
la segunda lente, por lo que en este caso esta lente (L, ) sera el DA. Para otra posicién
del objeto, como la representada en la figura 8.2, aunque el sistema sigue siendo el
mismo, el elemento real que limita m4s el haz seria ahora la primera lente (L,) que
por tanto actuarfa en este caso como DA. Para esta segunda posicién del objeto, la
lente L, serfa capaz de dejar pasar més cantidad de luz de la que realmente le llega y
la imagen resultante serd mucho més brillante.
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luz no recogida
por Ly

FIGURA 8.2. Limitacion del haz luminoso para otra posicién del objeto.

Veremos ahora algunos ejemplos de sistemas Gpticos con la determinacién en
cada caso del DA.

a)vEn la figura 8.3 se tiene un sistema que consiste en una tnica lente delgada. En
este sistema simple, el haz que llega procedente del punto objeto del eje no sufre otra

limitacién més que la que efectiia la propia montura de la lente. Por 1o tanto, en este
caso, la lente serd DA.

DA

Ficura 8.3. DA en un sistema de una sola lente.

. b) En la figura 8.4 tenemos un sistema formado por una lente delgada y dos
fha'fr?gmas situados detrds de ella. El sistema trabaja en este caso con objeto en el
mflmto,. luego el haz que llega al sistema procedente del punto objeto del eje es un
haz -cohmado paralelo al eje 6ptico. La primera limitacién del haz lo efectda la
propia lente, sin embargo, como se puede ver en la figura, no toda la luz que pasa por
la lente, pasa después por los diafragmas que existen a continuacién. D. es el
elemc?nto que mads recorta el haz. En este caso, s6lo la luz que pasa por D llo hace
también por los otros elementos y llega a la imagen, por lo que D, es aqui 1DA.
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FiGURA 8.4. Determinacién del DA en un sistema con una lente y dos diafragmas.

c) La figura 8.5 representa un telescopio construido con un objetivo L, un ocular

., dos diafragmas D, y D, y el ojo observando detrds del ocular con un diafragma
pr0p10 D, que no es mds que el iris del ojo. En este sistema, que también trabaja con
objeto en infinito, el objetivo L, provoca una primera limitacién del haz. De estos
rayos que atraviesan L, los mas externos son recortados por el diafragma D, por lo
que estos rayos no llegarfan al ocular. El diafragma D, no recorta en absoluto el haz
que le llega ya que estd en una posicién en la que toda 1a luz estd concentrada en un
punto, la lente L, tampoco recorta nada de la luz que le llega. El iris del ojo, D, es
el que produce una mayor limitacién de forma que tnicamente los rayos de la zona
central que atraviesan D, también pasan por el resto de elementos del sistema, por lo
que, en este caso es D, el DA.

Como ya hemos dlChO anteriormente, el DA de un sistema dptico no es tnico,
sino que depende de la posicién del objeto. Para hacer hincapié en este hecho,
consideremos la figura 8.6 que representa un sistema Gptico compuesto por una lente
y dos diafragmas y el objeto en tres posiciones distintas. Segtn se deduce de la
figura, dependiendo de la posicién del objeto, el DA es distinto también.

luz no recogida luz no recogida

Ly

FiGura 8.5. DA en un sistema telescépico con observador.
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objetoenO; = DA=D,
objetoen 0, = DA=D,
objetoenO; = DA=L

FiGura 8.6. Variacién del DA con la posicién del objeto.

VIIIL.2.1.- Pupilas de entrada y de salida

La imagen del DA en el espacio objeto se denomina pupila de entrada (PE). Se
obtiene hallando la imagen del DA a través de los elementos que tiene delante es
decir, hallando la antiimagen del DA a través de los elementos que le preceden. La
pupila de entrada de un sistema es la imagen del diafragma de apertura como se ve
desde el punto axial del objeto a través de aquellos elementos que lo preceden.

Apélogamente, se denomina pupila de salida (PS) a la imagen del DA en el
espacio imagen. Se obtiene hallando la imagen del DA a través de los elementos que
tiene detrés. La pupila de salida es la imagen del diafragma de apertura tal y como se
ve mirando el sistema desde un punto axial en el plano imagen.
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De las definiciones de pupila de entrada y de salida se deduce que mientras que
la pupila de entrada siempre estard en el espacio objeto, la pupila de salida siempre
lo estard en el imagen, pudiendo el DA estar en cualquier sitio. También se deduce
que mientras que el DA siempre es un elemento real del sistema, las pupilas pueden
ser reales o ficticias. Si son reales (alguna de ellas o las dos) es porque, necesaria-
mente, coinciden con el DA. Por su propia definicion, entre la pupila de entrada y de
salida hay una relacién de conjugacion a través de todo el sistema Gptico; es decir la
pupila de salida es la imagen de la pupila de entrada a través de todo el sistema
6ptico. Por su parte, entre las pupilas y el DA hay una relacién de conjugacion que
puede ser total (a través de todo el sistema) o parcial (a través de una parte del
mismo). El tamafio del haz efectivo que entra en el sistema queda pues determinado
por la P.E., mientras que la P.S. determina el tamafio del haz que emerge del sistema.
El conocimiento de estos dos elementos simplifica enormemente el estudio de la
limitacién de haces en sistemas complicados.

Veamos ahora cual serfa la pupila de entrada y de salida en los distintos ejemplos
que hemos tratado anteriormente. En el primer caso (sistema de una sola lente, fig.
8.3), 1a propia lente es el DA y también pupila de entrada y de salida puesto que no
existe ningiin elemento mds en el sistema. En el caso de la figura 8.4 donde el primer
diafragma es el DA, dicho diafragma serd también pupila de salida puesto que no
hay ningiin elemento por detrds de ¢l que forme imagenes. La pupila de entrada seria
la antiimagen de dicho diafragma a través de la lente que tiene delante. Por ltimo,
en el sistema telescépico (fig. 8.5), donde el iris del ojo actda como DA, también
serfa pupila de salida puesto que no hay ningiin elemento formador de imégenes
detras. En este caso, la pupila de entrada serfa la antiimagen de D, a través de las dos
lentes que tiene delante.

VIII.2.2.- Norma practica para el cdlculo de las pupilas

Para calcular en un sistema &ptico el diafragma de apertura y las pupilas se
pueden seguir dos procedimientos. El primero de ellos consiste en trazar el haz de
rayos que viene del punto objeto del eje y ver cual de todos los elementos recorta
més el haz que pasa (esto es 1o que se ha hecho en los ejemplos anteriores). Dicho
elemento serd el DA y a partir de él se calculan las pupilas de entrada y de salida
hallando las imédgenes correspondientes. Este método puede resultar a veces compli-
cado si se tienen sistemas 6pticos muy complejos.

El segundo procedimiento consiste en calcular primero la pupila de entrada (o de
salida). Para ello han de seguirse los siguientes pasos. Primero se pasan todos los
elementos al espacio objeto (todas las lentes y diafragmas). Después, de todos los
elementos que estdn en el espacio objeto (ya sean reales o ficticios) se deétermina
cual es el que subtiende el 4ngulo mds pequefio desde el pie del objeto, dicho
elemento seré la pupila de entrada. Una vez determinada la pupila de entrada, el
elemento real del sistema que corresponde a la pupila de entrada serd el DA y a partir
de 6l se calcula la pupila de salida. Si se desea trabajar en el espacio imagen, todos
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los elementos del sistema se pasan al espacio imagen y, desde el pie de la image:n‘
se Qbsewa cual de ellos subtiende el dngulo més pequefio, dicho elemento serd le;
pupila de salida, el elemento real del sistema que corresponde a la pupila de salida
sefé el DA y a partir de €l se calcula la pupila de entrada. Si el sistema tiene dos o
mas l‘entes, también se puede hacer el mismo razonamiento en cualquiera de los
espacios intermedios en cuyo caso se deber4 trabajar, de manera similar, pero desde
la imagen intermedia correspondiente.

En la figura 8.7 tenemos un ejemplo. Se trata de un sistema con 5 elementos. dos
lentes y tres diafragmas y un punto objeto O. Para trabajar en el espacio objeto ,(ﬁg
8.7a), el primer paso consiste en pasar todos los elementos a dicho espacio, dos'de;
ellos ya lo estdn, L, y D,: La imagen de D, en el espacio objeto (antiimagen de D, a
través de L) es D’), la imagen de L, en el espacio objeto es L’ y la imagen de D ian
el espacio objeto (antiimagen de D,atravésde L y L,) es D’Za. Ahora, de todosalos
elergentos que estdn en el espacio objeto (D, L, D, L,y D) se selecciona el que
subtiende el dngulo mis pequefio desde el objeto O. En este caso es D’ , luego este
elemento es la pupila de entrada. Una vez determinada la pupila d62 entrada, el

- elemento real del sistema que corresponde a la pupila de entrada sers el DA. Como

D', es la'im'agen de D,, D, serd el DA y la pupila de salida serd la imagen del DA en
el espacio imagen, es decir, serd la imagen de D, a través de L, La fig. 8.7b

corresponde al caso de trabajar en el espacio imagen donde se determina directamen-
te la pupila de salida.

a) espacio objeto

=}
[ I
_
[
g
i

-

L !
IDI ' D,=DA|

b) espacio imagen

IDI Ly D,=DA

Ficura 8.7. Determinacion prdctica de la pupila de entrada o de salida,

LZ D3
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A continuacién vamos a definir algunas magnitudes que se utilizan en un siste-
- ma Optico relacionadas con la apertura.

*  Apertura relativa. .
Se define como el cociente entre el didmetro de la pupila de entrada y la focal

imagen del sistema, cuando el objeto estd en el infinito:
AR=0, /T

* Apertura numérica, - .
Es una magnitud que se define para objetos a distancia finita y se usa casi
exclusivamente en objetivos de microscopio. Es el producto del indice de
refraccién del medio anterior al sistema por el seno del dngulo que foma con
el eje un rayo que parte del pie del objeto y pasa por el borde la pupila de
entrada: :

AN=nseno

»  Nimero de diafragma o niimero f.

Se emplea a veces en lugar de la A.R. y es el inverso de la misma.
N=1/AR=1/®,

Este ndmero se emplea en instrumentos fotogréaficos con notaciones diversas:
N, 1:N, f/N. Asf por ejemplo, una lente de 25 mm de apertura (didmetro de la
pupila) y 50 mm de focal tiene un mimero f de 2 y se designa geljeralmenHte
por {72 6 1:2. De la definicién de nimero f se deduce que cuan}o mas pequen}o
es, més grande es el didmetro de la pupila, lo cual quiere decir que llega mas
luz al plano imagen. En algunos instrumentos de precisién donde es necesario
tener en cuenta las pérdidas de luz por reflexion o absorcidn en la lente, se
emplea el niimero T que no es mds que un nimero f mod.iﬁcado y que es el
valor que deberfa tener una lente para transmitir una cantidad de luz corres-
pondiente a un valor concreto de nimero f. En otras palabra.s, que la lente
tiene un valor concreto de nimero f, N = f* / @ pero hay pérdidas que hacen
que se comporte realmente con f / @, siendo ®’ < ®. El niimero Tes {* / "

*  Pupila espacial. o _
Cuando en un sistema 6ptico se presentan dos posibilidades de DA, es decir

cuando existen dos elementos que subtienden el mismo dngulo desde el pie
del objeto y ademds ese dngulo es el més pequefio, se dice entonces que el
sistema presenta pupila espacial. En este caso, cualquiera de los d.os elemen-
tos puede ser considerado como DA ya que ambos limitan de la misma foma
el haz transmitido por el sistema. Es una situacién que es conveniente evitar
en el caso de sistemas Gpticos reales puesto que, como veremos mds tarde
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conllevaria la obtencién de un campo de iluminacién plena nulo y por tanto
iméagenes con muy escasa iluminacién.

* Emergencia pupilar.

Se llama emergencia de la pupila de entrada a la distancia entre la primera
superficie del sistema y la pupila de entrada. Andlogamente, se denomina
emergencia de la pupila de salida a la distancia que existe entre la tiltima
superficie del sistema y 1a pupila de salida. Estas distancias son importantes a
la hora de acoplar distintos sistemas 6pticos por lo que deben ser controladas
a la hora de disefiar el instrumento en cuestién. Esto es debido a que el
acoplamiento entre dos sistemas se efectiia correctamente cuando la pupila de
salida del primero coincide con la pupila de entrada del segundo. En los
instrumentos de visién directa, donde el segundo sistema es el ojo del obser-
vador, esta operacion se realiza instintivamente de forma que si este acopla-
miento no es bueno la observacién resulta incémoda. En este sentido, a la
hora de disefiar un instrumento hay que tener siempre en cuenta el uso que se
le va a dar. La pupila del ojo tiene un didmetro que puede oscilar entre 2 y8
mm dependiendo del nivel de iluminacién. Si el instrumento ests disefiado
para su empleo nocturno debe tener una pupila de salida de al menos 8§ mm
para que al observador le llegue suficiente luz. Un ejemplo de estos instru-
mentos son los anteojos de vision nocturna. Por el contrario, unos prismaéticos
para uso diurno, basta con que tengan una pupila de salida de 3 6 4 mm, ya
que si fuera mds grande, el observador no podrfa aprovechar toda la luz que
sale del instrumento. Un instrumento en el cual es particularmente dificil
realizar el acoplamiento con el 0jo es una mira telescépica de fusil. Su pupila
de salida estd muy alejada de la dltima superficie (tiene gran emergencia
pupilar) para evitar que el ojo sufra algiin dafio durante el retroceso.

VIIL3.- DIAFRAGMA DE CAMPO

Se llama Diafragma de Campo (DC) aquel elemento real del sistema que limita
el tamafio del objeto que se puede ver, o cuya imagen se puede formar, con un
sistema dptico.

Es importante sefialar que el DA y el DC no pueden coincidir en un mismo
elemento, es decir, que si un elemento del sistema es DA no serd DC y viceversa.
También es importante sefialar que el DC no sélo afecta al tamafio del objeto que se
puede ver sino también a la distribucién de luz dentro de esa imagen. La figura 8.8
ilustra este punto.

El sistema est4 constituido por un diafragma y una lente, pudiéndose apreciar en
la figura los planos objeto e imagen. El diafragma actiia como DA y la lente por
tanto como DC. En el caso (a) los rayos procedentes del punto axial O que son
recogidos por el DA van a parar al punto imagen O”. Lo mismo ocurre para los rayos
procedentes del punto T situado fuera de eje. En ningiin caso la lente intercepta el
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cono de rayos y por tanto, en el plano imagen O“T” aparecerd uniformemente ilumi-
nado. Sin embargo conforme nos alejamos del eje la situacién varia como se puede
observar en la fig. 8.8 b. La luz procedente del punto U ya no llega en su totallidad
al punto imagen correspondiente y por lo tanto la iluminacién dejard de ser unifor-
me. A esta disminucién en el tamafio de los haces se le denomina vifieteado.
Finalmente el sistema es incapaz de formar la imagen del punto V.

a)
T
O .
0
T
DA Y
DC
b)
Luz procedente de U

que no pasa pot L

Luz procedente de V

Y

v DC

Ficura 8.8. DA y DC en un sistema compuesto por un diafragma y una lente.
VIIL3.1.- Lucarnas de entrada y de salida
Andlogamente a como se han definido las pupilas de entrada y de salida para el

DA, se definen ahora las lucarnas de entrada y de salida en relacién al DC. As?, se
Hama lucarna de entrada (LE) a la imagen del DC en el espacio objeto. Se obtiene
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hallando la antiimagen del DC a través de los elementos que tiene delante. Igual-
mente se denomina lucarna de salida (LS) a ]a imagen del DC en el espacio imagen
y se obtiene hallando la imagen del DC a través de los elementos que tiene detrs.

En el caso de un sistema Gptico formado por sélo dos elementos, evidentemente
el DC ser4 el que no actiie como DA. Veamos ahora cémo determinar el DC en un
sistema mds complicado y c6mo éste limita el tamafio del objeto que se puede ver y
la iluminacién del mismo. Supongamos que tenemos un sistema Gptico donde D',
D, y D’, son las imagenes de los diferentes elementos en el espacio objeto, y que
estan dlsmbuldas tal y como se muestra en la fig. 8.9. Si el objeto est4 situado en el
punto O, de la figura se deduce que D’, es la PE puesto que es el que limita mds el
haz que proviene del punto objeto del eje.

PE l

LE
G

0,
O,

[s

Figura 8.9. Determinacidn del Diafragma de Campo.

Si ahora nos salimos del eje y nos desplazamos a lo largo del plano objeto,
encontramos un punto O, tal que en el intervalo entre O y O, todos los haces
delimitados por la PE (y por tanto por el DA), pasan 1ntegramente a través del
sistema y llegan a la imagen. A partir de O, los haces delimitados por la PE vienen
recortados (o vifieteados) por D’ (o lo que es lo mismo, por su imagen D ,), de forma
que a partir de O, este elemento recorta cada vez un poco mas de luz; asi para el
punto O, solamente la mitad del haz que pasarfa por la PE pasa también porD’,y
para el punto 0O, s6lo hay un rayo que atraviese el sistema. A partir de O, no pasa
ningtin rayo luego con este sistema Gptico no se pueden formar imdgenes de objetos
mds grandes que OO, y ademds, la imagen de este objeto maximo tendrd una
distribucién de luz no uniforme, es decir, que en la imagen aparecer4, a partir del
punto imagen de O, una disminucién de luz. Este elemento D’, que determina qué
tamafio de objeto se puede tratar con ese sistema es la LE y elemento real correspon-
diente el DC.
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VIIL.3.2.- Efecto de las lucarnas

Si se proyecta desde cada uno de los puntos del (?bjeto, la PE sobre !a LE
podemos ver nuevamente el efecto de las lucarnas y el vifieteado del haz debido al
DC (figuras 8.10 y 8.11). _

Cuando se hace esta proyeccién, vemos que, para todos los puntos situados entre
Oy O,, la pupila de entrada se llena de luz que vaa parar a la imagen. Parei los punt?s
situados entre O,y O, el sistema no actiia con pupila 'CerlllaI yz} que el' drea comtin
entre la LE y la proyeccién de la pupila ya no es circular (eliptica si se tlepe en
cuenta el factor de oblicuidad), se dice entonces que el sistema actia con pupila ‘de
ojo de gato. Para el punto O, la pupila y la lucarna aparecen como tangentes exterio-
res y solo pasa el rayo correspondiente al punto de contacto.

plano pla}no
objeto objeto

plano

plano objeto

objeto

FiGura 8.10. Proyeccion de la pupila de entrada sobre la lucarna de entrada.

DU

FiGura 8.11. Proyeccidn de la PE sobre la LE. Vista frontal.
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Es evidente que en este sistema la luz que llega a la imagen no est4 uniforme-
mente distribuida y que a partir del punto 0O, la iluminacién de la imagen va
disminuyendo hasta llegar al punto 0O, que determina el tamafio mdximo. Con estas
condiciones, si en el plano imagen colocdsemos una placa fotografica, la energia
que recibiria dicha placa tendria una distribucién como la mostrada en la figura 8.12
con lo que la fotografia presentaria una disminucién de densidad en los bordes. Si
en vez de una placa fotogrifica pusiéramos el ojo verfamos una imagen cuya
luminosidad decrece hacia los bordes.

o 0, 0, 0

FiGura 8.12. Distribucion de energia en la imagen debido al vifieteado.

VIIL3.3.- Clasificacién de los campos

Podemos dividir el campo objeto en tres zonas atendiendo a lo que hemos
comentado anteriormente, OO, denominado campo de iluminacién plena ya que
los haces que parten de puntos situados en esta zona del objeto transportan
todos el mismo flujo luminoso (salvo el factor de inclinacién de la pupila).
Dado que para el punto O, pasa s6lo la mitad del haz al 00, se le denomina
campo de iluminacién media. Por iltimo, el campo de iluminacién limite ser4
00,

Para determinar el campo de iluminacién plena se traza la recta que une el
borde de la PE con el borde del mismo lado de la LE y se prolonga hasta cortar
al plano objeto; el campo de iluminacién media se determina trazando la recta
que une el borde de 1a LE con el centro de la PE y, por iltimo, el campo limite

se determina uniendo el borde de la PE con el borde opuesto de la LE (Fig.
8.13).
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Ficura 8.13. Determinacién prdctica de los campos.

Esta norma préictica para determinar los campos es vélida en la mayoria df’ los
casos. Sin embargo, cuando el objeto estd situado entre la PE y}la. LE, al unir los
bordes del mismo lado de la PE y la LE se obtiene el campo lll’.nlte.},’ al unir los
bordes opuestos de dichos elementos se obtiene el campo de iluminacién plena}. En
cualquier caso lo que siempre debe ocurrir es que OO, f 00, < 00, Esta mlsmda
definicién de campos se puede hacer en la imagen, asi tendremos urf c_amp? ,e
iluminacién plena imagen O’0’,, un campo medio O'Q’, y un campo lfmite 0’0’
donde O’ ), 0", y O’, son las imdgenes de 0, O_2 y O, respectivamente. Los campos
objeto e imagen est4n relacionados mediante el aumento lateral del sistema para esa
pareja de planos conjugados:

campos imagen = campos objeto x ik

Cuando el objeto estd en el infinito se utiliza el campo angulgr definido como fal
doble del 4ngulo que forman cada una de las rectas citadas anteriormente con el eje
6ptico. Si los campos objeto e imagen son ambos apgulares (como por ejemplo eri
anteojos, telescopios,...) el campo objeto se denomina campo real mientras que €
campo imagen se denomina campo aparente. o ]

Si en un sistema existen varios elementos que pueden ser DC, en}pr1nc1p1(~> actga
como tal aquel que proporciona un campo de ilurpinacién plena mas peq?epo. Slln
embargo, es posible que este elemento no proporcione el campo me@1o o limite mds
pequefio, por lo que habrd que considerar cada caso de manera particular.

VIIL4.- LIMITACION CORRECTA DEL CAMPO EN LOS INSTRUMENTOS

De todo lo que acabamos de ver se deduce que sea primordial la l{mlta010n
correcta del campo en un instrumento, buscando conseguir que todo ¢l sea de
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iluminacién plena para que la imagen esté uniformemente iluminada. Para ello, es
necesario que la lucarna de entrada esté situada sobre el objeto (y, por tanto, la
lucarna de salida en la imagen) por lo que el diafragma de campo debe estar situado
en el objeto, en la imagen final como se hace en las cdmaras fotograficas, o en
cualquiera de las imé4genes intermedias que se formen a través del sistema como se
hace en microscopios y telescopios. Como ejemplo, la figura 8.14 muestra el esque-
ma de un anteojo astronémico que tiene la pupila de entrada en el objetivo (lente L))
y el diafragma de campo colocado en la imagen intermedia.

A
e FI : /\ / /

L
PE

FiGura 8.14. Limitacidn de los rayos a través de un anteojo astrondmico.

En este sistema, por la PE pueden pasar haces con todas las inclinaciones posi-
bles. Estos haces focalizarén en el plano focal imagen del objetivo y en €l se coloca
el DC con lo que la LE estar4 en el infinito, sobre el objeto, y 1a LS estar también
en el infinito, sobre la imagen. La PS es la imagen de la PE a través del ocular (lente
L) de forma que todos los haces que entren por la PE saldrdn por la PS. Los campos
son angulares, siendo 20 el campo real y 2w’ el campo aparente. La emergencia de
laPS es §’, ¥ si ponemos el ojo justo en la PS verfamos todo el campo de una vez. Si
por el contrario, situamos el ojo en un punto como Q, habria que desplazarlo
normalmente al eje y se verfan sombras debido a que en €l no penetran los haces
completos.

Otro sistema pero trabajando con el objeto a distancia finita se muestra en la
figura 8.15. E1 DA en este caso también es la primera lente que ser4 asimismo PE. El
DC es el diafragma situado en la posici6n de la imagen intermedia, por lo que la LE
estd en el plano objeto y la LS est4 en el plano imagen. La PS es la imagen del DA
a través de la segunda lente y también esta representada. La figura muestra c6mo el
haz procedente de un punto del objeto atraviesa el sistema y llega hasta la imagen
final, ilustrando el efecto de pupilas y lucarnas en el mismo.
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L,=DA=PE Di=DC L

Figura 8.15. Limitacidn de los haces en un sistema determinado.

El estudio efectuado en este tema es completamente general’ ya que no sle hir;
hecho aproximaciones y por tanto las definiciones d'ildas son vah'das erll cua (;Lsnse
sistema. Sin embargo el célculo de la posicién y tamafio de -las pupilas y lucarn .
hace mediante la Optica paraxial. Si las calculamos teniendo en F:uenta qq:ién
sistema no es perfecto, obtendremos las pupilas y lucarnas con la misma tgr:Sc; on
que tengamos en los cédlculos. Otro problema que no se ha tenido en cuzil-d e de
la difraccidn. Los bordes de los diafragmas van a ,actuejr .sobre la cali z; el
imagen ya que introducen efectos difractivos, que serdn mas importante conio

tamafio de las aberturas sea menor.
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CUESTIONES
1.- En un sistema éptico, es posible situar el DA en el plano imagen?

No, porque en ese caso, el diafragma de apertura serfa también la pupila de salida
que estarfa sobre la imagen, el 4ngulo subtendido desde el pie de la imagen por la
pupila de salida serfa de 90° y todos los demds elementos del espacio imagen
subtenderian un dngulo menor, lo cual entra en contradiccién con la propia defini-
cién de diafragma de apertura.

2.- En un sistema afocal formado por dos lentes convergentes, scunando es
conveniente situar el DC en el foco imagen de la primera lente? {Por qué?

Es conveniente situar el diafragma de campo en el foco imagen de la primera
lente (que por ser el sistema afocal coincidird con el foco objeto de la segunda lente)
cuando el objeto esté situado en el infinito. Asi, en ese caso, la imagen intermedia
estard sobre el diafragma de campo y se evitar4 el vificteado de los haces.

3.- En un sistema é6ptico, {e6mo se puede conseguir que el campo visual esté
siempre totalmente iluminado?, ¢¥ que no lo esté nunca?

Para conseguir que el campo visual esté siempre totalmente iluminado, hay que
evitar el vifieteado y esto se consi gue haciendo que la lucarna de entrada esté situada
sobre el objeto. Para ello, el diafragma de campo debe estar en el objeto, en alguna
de las imdgenes intermedias o en la imagen final. Para que el campo visual nunca
esté totalmente iluminado hay que conseguir que el campo de plena iluminacién sea
nulo. Esto se consigue haciendo que el sistema presente pupila espacial, es decir, que
haya dos o m4s elementos del sistema que puedan actuar como diafragmas de
apertura. En esas condiciones sélo existe un punto del campo (el situado en el eje
6ptico) para el cual pasan todos los rayos a través del sistema 6ptico, cualquier otro
punto presentard una disminucién de luz en la imagen.

4.- La cantidad de luz en la imagen, ;esta condicionada por el DA o por el DC?

La cantidad de luz en la imagen est4 condicionada por el diafragma de apertura
que es el que determina la méxima cantidad de luz que puede llegar a un punto
imagen. El diafragma de campo condiciona la distribucién de Iuz dentro de Ia
imagen.

5.- Tenemos un sistema 6ptico constituido por un diafragma de didgmetro ®/2
situado delante de una lente de dizmetro ®. La separacién entre ambos elemen-
tos es @ y el sistema opera con objetos reales situados delante del diafragma.
¢Cudndo se puede afirmar que la lente es el DA?
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o
-

Segiin se ve en la figura, si el objeto O estd a una distancia “(.1” del diafragma, 1}05
dngulos subtendidos por el diafragma y la lente desde el pie del objeto serdn,

respectivamente oy } cuyos valores son:
D
tgo = % y tgB= A
SR d+@
Para que la lente sea el diafragma de apertura B < o, es decir:

o/ @
% <_é - 2 P L sd<o(d+o)
d+® d 2(d+®) 4d

d<®

Es decir, que la distancia desde el objeto al diafragma d'ebe ser menor que la
distancia entre el diafragma y la lente o, en otras palabras, la distancia del gl‘{Jeto ala
lente debe ser menor que dos veces el didmetro de 1a lente. En esas condiciones, la

lente actuard como diafragma de apertura.
6.- En un sistema formado por una sola lente, ;cual es el DA?, ;y el DC?

En un sistema formado por una sola lente, el diafragma de apertura es lg propia
lente y no existe diafragma de campo ya que no hay ningiin elemento que limite el
campo en la formacién de imédgenes.

Plano DA
objeto

Como se puede ver en el esquema, para el punto objeto del ejc.a, el elemento que
limita la cantidad de luz que pasa a través del sistema es la propia lente ya que no
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existe ningiin otro elemento, luego la lente actia como diafragma de apertura. Para
puntos fuera del eje no hay ningiin elemento que recorte el haz que pasa a través del
diafragma de apertura, luego en este caso no hay diafragma de campo.

7.- {Cuil es la relacién existente entre el campo de iluminacién plena objeto e
imagen?

El aumento lateral del sistema para esa pareja de planos conjugados. En efecto el
aumento lateral es:

. famafio imagen
tamafio objeto

El campo de iluminacién plena objeto no es més que un objeto de tamafio
determinado y el campo de iluminacién plena imagen no es més que una imagen de
tamafio determinado, luego la relacién entre ambos sera:

,__ campo imagen
campo objeto

Esta relaci6n se cumple también para los campos de iluminacién media y limite.
8.- (Por qué en una cdmara fotogrifica, la pelicula no puede ser el DA?

Como hemos dicho en la cuestién mimero 1, el diafragma de apertura no puede
estar situado en el plano imagen de un sistema optico. En el caso de la cdmara
fotografica, la pelicula es donde se forma la imagen del sistema (el objetivo fotogra-
fico), por lo tanto, 1a pelicula no puede ser el diafragma de apertura,

9.- Dado un sistema 6ptico formado por una lente convergente de radio R y
focal £ y un diafragma de radio R/2 situado en F’, razonar para qué posiciones
del objeto (real) L es DA y para qué posiciones D es DA.

En una lente convergente que
trabaja con objetos reales se pue-
den dar dos casos: que la imagen
sea real (cuando el objeto est4
entre el infinito y el foco objeto,

| la imagen est4 entre el foco ima-

B gen y el infinito) o que la imagen

¢ sea virtual (cuando el objeto estd

s entre el foco objeto y 1a lente, 1a
f imagen es virtual).

En el caso de que la imagen

sea virtual, como se puede obser-

var en la figura el diafragma siem-
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pre actda como diafragma de aper-
tura, porque es mas pequefio que la
lente y, ademds estd mds alejado de
la imagen que ella.

En el caso de que la imagen sea
real, los angulos subtendidos por la
lente y el diafragma desde el pie de
la imagen serin:

R
o s 2(s-f)
R
gf=—

S’
El diafragma seré diafragma de apertura cuando o < B, es decir, cuando:

_R_R 2s-f)>s’ = > 26
2s~f7) &

Y para que se cumpla esta condicién, es necesario que el objeto esté situado entre
el foco objeto y una distancia de la lente igual a 2f. -

Resumiendo ambos casos, deducimos que el diafragma sera dlafragma- de apertu-
ra cuando el objeto esté situado a una distancia de la lente entre 0 y 2f (siempre por

delante de ella puesto que el objeto es real).

Capitulo IX

ABERRACIONES MONOCROMATICAS

IX.1.- INTRODUCCION

En los capitulos precedentes hemos estudiado sistemas dpticos con simetria de
revolucién que cumplian condiciones especiales. Los sistemas centrados estudiados
producen una representacién Gptica perfecta para infinitos pares de puntos pero con
restricciones tan fuertes de abertura y de campo (s6lo siempre que sea aplicable la
aproximacion paraxial) que en la préctica no son utilizables, salvo en determinadas
ocasiones.

Lo ideal serfa que, cuando a un sistema calculado por los sencillos métodos de la
Optica paraxial se le aumentaran los campos y aberturas, siguiera comportandose
como sistema perfecto, pero esto no ocurre, sino que la imagen, a medida que se
abren diafragmas, comienza a presentar defectos. Lo que debian ser planos imagen
se convierten en superficies curvas, la semejanza entre el objeto y la imagen no se
conserva, la nitidez de los detalles se pierde apareciendo im4genes borrosas y laluz
blanca del objeto aparece en la imagen, dispersa en sus colores. Todos estos defectos
se agrupan bajo la denominacién de “aberraciones”.

Las aberraciones se pueden clasificar, de acuerdo a la naturaleza de la luz, en
aberraciones monocrométicas y aberraciones cromaticas. En este capitulo nos vamos
a ocupar de las primeras que, a su vez, se clasifican en cinco tipos denominadas
“aberraciones de Seidel”:

— aberracidn esférica, —~- curvatura de campo,
— coma — distorsién.
— astigmatismo,

De las cinco aberraciones monocrométicas, las tres primeras (esférica, coma,
astigmatismo) se refieren a la calidad de la imagen de un punto, es decir, en un
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sistema afectado por cualquiera de ellas, la imagen de un punto no serd un punto,
son por ello denominadas aberraciones de punto. Las otras dos restantes (curvatura
y distorsi6n) se denominan aberraciones de campo puesto que afectan a la posicidn
del punto dentro del campo imagen, es decir, en un sistema con curvatura o distor-
sién, la imagen de un punto es un punto pero su situacién en la imagen no es la
correcta.

Para simplificar en lo posible el estudio de las distintas aberraciones, supondre-
mos que éstas no son simulténeas, lo cual no deja de ser otra aproximacién méas ya
que en un sistema real estardn varias (o todas ellas) presentes. Analizaremos, pues,
cada una de ellas por separado viendo en cada caso su influencia en la imagen final.
El estudio cuantitativo que se realizara en este capitulo obedece a la teoria de tercer
orden que equivale a reemplazar las funciones seno y coseno por los tres primeros
términos de su desarrollo en serie (recordemos que la optica paraxial o teorfa de
primer orden resulta de sustituir Jos senos y cosenos por el primer término de su
desarrollo en serie) por lo que tampoco representa exactamente la situacién real
pero estd mucho més préximo a ella.

Evidentemente, existen otros términos en el desarrollo en serie cuya contribu-
ci6n es més pequefia y que, a medida que se cogen mds términos del desarrollo, los
resultados que se obtiene son mds parecidos a los de un trazado exacto de rayos por
lo que también se puede hablar de aberraciones de quinto orden, de séptimo orden,
etc.

En la actualidad existen programas informéticos muy elaborados que analizan
Jas aberraciones de forma automética. Dicho andlisis se lleva a cabo mediante una
funcién de mérito y con un proceso iterativo que modifica el sistema 6ptico de
partida repetidas veces hasta conseguir que dicho sistema presente unas cantidades
de cada una de las aberraciones que coincidan con las tolerancias introducidas en la
funcién de mérito. La funcién de mérito o dicho de otra forma, las cantidades de
cada una de las aberraciones que se estd dispuesto a tolerar, dependerén del sistema
6ptico en cuestién y del uso que se le vaya a dar. Asi, en Optica Oftélmica, es
mucho més importante reducir el astigmatismo y la curvatura de campo que la
aberracién esférica o el coma. En otro tipo de sistemas como los fotograficos es
muy importante corregir las aberraciones cromdticas sobre todo para el uso de
peliculas en color, etc.

IX.2.- ABERRACION ESFERICA

La aberracion esférica puede definirse como la variaci6n del foco (o més gene-
ralmente de la posicién de la imagen) con la apertura y siempre estd referida a rayos
procedentes del eje éptico. Si nos fijamos en la figura 9.1 vemos que la imagen
paraxial de un punto objeto, O, es un punto O’; sin embargo si consideramos un
rayo incidente de 4ngulo G, el rayo refractado ahora cortara al eje en un punto O”
distinto de O’. Existe pues una cierta distancia entre la imagen obtenida en la zona
paraxial y la imagen obtenida con rayos més abiertos. A esta distancia se le denomi-
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na “aberracion esférica longitudinal (AEL)” y puede calcularse como:
AEL = As'=s¢' —§', (9.1)

Todos los rayos que subtienden el mismo dngulo 6, tendrén la misma aberracién

esférica y pasardn por O” y todos ellos cortardn al plano imagen paraxial en un
circulo de radio p siendo:

p=As'tgo’ 9.2)

que es la denominada ““aberracion esférica transversal (é_]*’l) “,

S.0.

Ficura 9.1. Aberracicn esférica longitudinal y transversal.

. Cuando un sistema tiene aberracion esférica, no existe ningdn plano normal al
eje optico en el cual la imagen de O sea un punto O’ sino que en los diferentes
planos tendremos siempre una mancha de luz circular. En la figura 9.2, se observa
un conjunto de rayos que emergen de la dltima superficie de un sistema ptico que
presenta aberracion esférica. Al situar el plano imagen en distintas posiciones
obtendremos un disco de luz difusa (posicién 1), un disco de luz difusa con un
punto central brillante (posicién 2), una mancha circular con el borde y el centro
brillantes (posicién 3) o un circulo con el borde brillante (posicién 4). En la
posicién 3 es donde la seccién del haz emiergente es minima y se le denomina

s . Iy .
circulo de minima confusién” y, generalmente, es el mejor lugar para observar la
imagen.
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FiGura 9.2. Diferentes aspectos que presenta la imagen de un punto en un sistema con
aberracion esférica segiin la localizacion del plano imagen.

La aberraci6n esférica se suele representar en un sistema cartesiano. En ordena-
das se representa la altura de incidencia (si los rayos incidentes son paralelos al .eje
6ptico) o el dngulo que forman con el eje (si no lo son) y, en absc.isas la aberrgmon
esférica longitudinal. Para hacer este tipo de representacion cartesiana, en ocasiones
basta con coger tres rayos: uno que pase por el borde de la pupila de entrada (rayo
marginal) y otros dos intermedios con el eje, uno de los cuales se suele coger a una
altura h / V2 siendo h_la altura del rayo marginal. El hecho de coger precisamep/te
ese rayo y no ofro es debido a que, cuando el rayo marginal no tiene abe':rracmn
esférica, segtin se demuestra en la teoria de tercer orden, es a esta altura precisamen-
te, donde aparece la aberracién méxima lo que se denomina “aberracién esf(’?rlca
zonal”. En la figura 9.3 se ha representado la aberracién esférica para distintos
sistemas Spticos, en (a) el rayo marginal esté desprovisto de aberracién esférica y la
méxima aberracién se presenta a una altura h_/+/2, en (b) el sistema no esta corregi-
do de aberraci6n esférica y dicha aberraci6n crece con la altura de incidencia, en (c) la
aberraci6n esférica est4 corregida para el rayo marginal y para una altura intermedia
cambiando de signo entre 1a parte superior y la parte inferior del sistema Gptico.

@® Nl © b

S

AEL AEL AEL

FiGura 9.3. Representacién cartesiana de la AEL en distintos sistemas Opticos.
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La consecuencia de que un sistema tenga aberracién esférica es la de difuminar los
puntos y contornos en la imagen, perdiéndose asf nitidez y contraste. Esto que resulta
desastroso para los sistemas de uso cientifico, en ocasiones puede resultar incluso
beneficioso como por ejemplo en el caso de los objetivos fotograficos donde una cierta
cantidad de aberracion esférica da a las fotografias un aspecto suave y apacible.

Una manera de reducir la aberracion esférica de un sistema 6ptico es limitando la
abertura, aunque evidentemente, con ello también se reduce la cantidad de luz que
entra en el sistema. En el caso de que el sistema sea una lente tdnica, para una
apertura y una potencia determinada, la aberracién esférica depende tanto de la
posicion del objeto como de la forma de la lente. Asi, para un objeto en el infinito
una lente plano convexa tiene mucha més cantidad de aberraci6n esférica que una
convexo plana (fig. 9.4), es decir, se consigue reducir notablemente la aberracién
simplemente girando la lente. Cuando el objeto y la imagen tienen el mismo tamafio,
es decir, cuando el objeto estd a una distancia 2f de la lente, la forma que da un
minimo de aberracién esférica es la equiconvexa. Por dltimo, puesto que la aberra-
ci6n esférica puede ser positiva o negativa, se pueden combinar lentes convergentes
y divergentes para corregir 0 minimizar esta aberracién.

i
P1

FiGura 9.4. Aberracion esférica en una lente plano convexa y convexo plana.

Veamos a continuacién los valores que toma la aberracién esférica en unos casos
particulares. En primer lugar analizaremos la aberracion esférica en un dioptrio.

Consideremos la figura 9.5 y sea O un punto axial situado a una distancia s de
una superficie esférica. Los rayos que inciden sobre ¢l eje optico a una determinada
altura h convergen en un punto axial O” més cercano a la superficie que el punto O’

donde convergen los rayos paraxiales. La distancia entre estos dos puntos serd la
aberracion esférica longitudinal.

FiGura 9.5. Distancia imagen en una superficie esférica.
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Segiin la teorfa de tercer orden, la distancia s’, se puede calcular mediante la expre-
sién:

o _n_n-n (k' 1_1“-2(1_&3)\
s'y s T LZf‘n' r s)lr ms [ ©-3)
La parte de la ecuacién (9.3) encerrada entre corchetes indica lo que se aparta la
distancia s’, del valor previsto por la teorfa de primer orden o teoria paraxial. Como
se deduce de esta ecuacién, para un punto objeto cualquiera, esta desviacion es
proporcional a h?, que es la altura de la superficie atravesada por los rayos. Si el

punto objeto estd en el infinito, es decir, si los rayos llegan paralelos al eje dptico, la
ecuacidn (9.3) se transforma en:

n' n-n hn?

\

s, 1 2frn

(9.4)

El hecho de que un dioptrio presente aberracién esférica pone en evidencia que
un sistema constituido por la combinacién de varios de ellos también lo tendrd.
Veamos por ejemplo el caso de una lente, que vamos a considerar delgada para
simplificar los célculos en lo posible. En la figura 9.6 estd representada la aberracion
esférica de una lente delgada que, como en el caso anterior, viene definida por la
diferencia entre la distancia imagen paraxial s’p y la distancia imagen para los rayos
que inciden a una altura h, s’ Si el objeto estd en el infinito la distancia imagen
paraxial es simplemente la distancia focal de la lente, f*.

A .
plano imagen
paraxial
o o o
AET)
v . AEL
Sh <>
pd S
Ty -
< ) >[€ = >

FiGura 9.6. Aberracion esférica de una lente delgada.

En la figura 9.7 se representa graficamente la variacién de la focal con la altura
de incidencia del rayo cuando el objeto estd situado en el infinito (iluminacién plana)
para una lente biconvexa y para una biconcava. En la figura 9.7 a) para valores
pequeiios de h la curva se asemeja a una pardbola, y dado que los rayos marginales
intersectan el eje a la izquierda del foco paraxial la aberracion esférica se denomina-
rd positiva. En la figura 9.7 b) muestra una curva muy similar correspondiente a una
lente bicéncava de dimensiones andlogas. Esta lente presenta aberracién esférica
negativa.
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Como ya hemos dicho anteriormente, la aberracién esférica de una lente depende
tanto de la posicion del objeto como de la forma de 1a lente. Estos dos pardmetros
vienen cuantificados respectivamente por el factor de posicién, p, y el factor de
forma de la lente, q definidos como:

_Sts _Ltn
s'—s L1 ©.5)
. 6 6
——
\\\ ]
\\ 4 T 4 L
\ h (cm) /
\ /
'
5 6 7 8 9 10 11 12 A1 10 9 8 -7 6 -5

£ (em)—> £ (cm) —>

(a) ®

FiGura 9.7. Variacién de la distancia focal de dos lentes delgadas en aire (a) biconvexa y
(b) biconcava con la altura de incidencia.

Un ejemplo de cémo varfa la aberracién esférica de una lente con su forma se puede
ver en la figura 9.8 en la que, para un objeto en el infinito, y una altura maxima de
incidencia de 2.5 cm se ha representado la aberracién esférica en funcién de la altura del
punto de incidencia para lentes de la misma potencia pero distinta forma (distintos
factores de forma q). Como se puede ver en la figura, el valor de aberracién esférica es
minimo para un factor de forma situado entre +0.5 y +1 que corresponde a una lente
biconvexa con la segunda cara mucho més plana que la primera.

)0 000

q=-2.0

q=-2.0 -1.0 -0.5 0 +0.5 +1.0 +2.0
25
2.0 J |
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0.5 |-
0 [ R | L1 ! L | ST
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56 7 8 910

FiGura 9.8. Variacidn de la focal de una lente con la altura de incidencia para distintos
Jactores de forma de la lente.




194 Optica Geométrica

Si ahora representamos en un sistema cartesiano la aberracién esférica longitu-
dinal frente al factor de forma de la lente para una altura de 1 cm obtenemos una
curva como la representada en la figura 9.9 en la que se observa que desde un
factor de forma desde + 0.4 hasta +1 la aberraci6n esférica varfa poco por estar
cerca del minimo pero en ningtin caso se llega a anular. Es decir, eligiendo adecua-
damente la forma de la lente, la aberracién esférica se puede llegar a minimizar
(siempre para un objeto determinado).

1.0 \ |
A Fe e
0.8 \ nm 1517
4 d=2cm
0.6
AEL \\
J
02 \\
\\ =1
-2 -1 0 +1 +2
q >

FIGURA 9.9. Aberracion esférica longitudinal en funcidn del factor de forma de la lente.

La aberracién esférica se produce porque los rayos marginales se desvian con
4ngulos demasiado grandes; por ello, cualquier disminuci6n en la desviacién mejora-
rd la nitidez de la imagen. Si recordamos la condicién de minima desviacién en un
prisma, ésta se producifa cuando las dos caras del prisma desviaban por igual los
rayos incidentes de manera que la desviacion total se repartia por igual entre las dos
caras del prisma. Aquf también la desviacién de los rayos marginales serd minima
cuando las dos caras de la lente los desvien por igual; la reparticién de la desviacion
entre las dos caras de la lente lleva consigo una aberracién esférica minima.

Segtin la teorfa de tercer orden la aberracion esférica de una lente delgada en aire
se puede calcular con la expresion:

2 3

= %ﬁ{%—i—% q* +4(n+1)pg+(3n-+2)(n-1)p* + nnT]} (9.6)

donde p es el factor de posicién, q el factor de forma (definidos ambos en la

ec.(9.5)), n es el indice de refraccién de ia lente, f* su distancia focal, h la altura de
incidencia y donde la cantidad L, viene definida por:

L = RIS 9.7

s s|h svp
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En esta ecuacion, s’, es la distancia imagen para los rayos incidentes a una altura h
ys, la distancia imagen para los rayos paraxiales, por lo que la cantidad L esuna
medida de la aberracién esférica en dioptrias.

Recordando las expresiones para la AEL y AET dadas respectivamente por las
ecuaciones (9.1) y (9.2) y teniendo en cuenta (9.7), podemos escribir:

AEL=¢" s, L,

AET= AELtgo'= AEL'i =s', hL, ©.8)
§h

Despejando de (9.7) la distancia imagen s’ , obtenemos:

s, = s 9.9
"+ L, ©-9)

Por otra parte, con la expresion del factor de posicién, p (ec. (9.5)) y la expresién
de la ley de Gauss para una lente delgada en aire:

1 1 1

s s f

podemos expresar las distancias s y s ‘ en funcién de py f

_ , 2f
= lrp s—l_p (9.10)
de donde se deduce que:
! 1+
p=2-_2TP ©.11)
S 1-p

Andlogamente, con la expresion del factor de forma q dado en la ec. (9.5) y la
expresion de la focal de una lente delgada en aire:

_1_ = (n _ 1) l — i]

f LT,
se pueden deducir ficilmente las expresiones para los radios de curvatura de la
lente:

2 (n-1 2f'(n~1
) N ) 9.12)
q+1 q-1
y, por tanto:
5_9-1
ST (9.13)

Las expresiones dadas en las ecuaciones (9.10) y (9.12) se denominan relaciones
de Coddington.

A partir de la expresion de L, dada en la ec. (9.6), si, para un objeto determinado,
queremos saber la forma de lente que nos dard una aberracién esférica minima,
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tendremos que igualar a cero la primera derivada de L_haciendo variar el factor de
forma de la lente, es decir:

oL h* 1 n+2
=0 = 2¢2F % 1 ap(n+1)|=0
dq = 8f"’ n(n—l)[ Ih-1 plo ))

2
-1
29" 2 apn+1)=0 = g=-200 ) (9.14)
n-1 n+2
La ecuacién (9.14) nos da el factor de forma que debe tener la lente para lograr una
aberacién esférica minima para ese objeto determinado.

Por otra parte, si teniendo una lente de forma prefijada de antemano, queremos
saber dénde debemos colocar el objeto para obtener una aberracién esférica minima,
entonces: .

dL h 1
$=0 = — —|4n+1)g+2(3n+2)fn-1)p|=0
= oo 4+ 2m 2]

An+1)q+20Bn+2)n-1p=0 = p=- 2n +1)g 9.15)
GBn+2)n-1)

La expresi6n (9.15) nos proporciona el factor de posicién del objeto que tendrd
una aberracién esférica minima en la imagen dada por esa lente determinada.

Por 1ltimo, un conjunto de dos o mas lentes puede neutralizar la aberracién
esférica siempre y cuando sus potencias sean de signos contrarios. Esta compensa-
ci6n es posible debido a que la aberraci6n esférica varfa con el cubo de la distancia
focal y, por tanto, cambia de signo al cambiar el signo de . Dado que la aberracion
esférica es una aberracién para puntos del eje cuando se trabaja con grandes apertu-
ras, en el caso de la Optica Oftdlmica, no es una aberracién muy importante dado
que el tamafio pupilar es pequeiio comparado con el tamafio de la lente oftdlmica en
cuesti6n. Evidentemente, esto no es aplicable al caso de las lentes de contacto o de
las lentes intraoculares.

IX.3.- COMA

El coma es otra aberracién de punto, es decir, es una aberracién por la cual la
imagen de un punto no es un punto sino una mancha en forma de cometa, de ahf su
nombre. A diferencia de la aberracién esférica, esta aberracion se define para puntos
fuera de eje (o haces inclinados, en el caso de objeto lejano), necesita de una gran
apertura para producirse y es debida a una falta de constancia en el aumento lateral,
B’, para los distintos rayos que atraviesan la lente, de forma que, segdn la zona de la
lente por donde pase el rayo se obtendrd un aumento u otro. Esto esté originado por
el hecho de que los planos principales pueden ser tratados como planos dnicamente
en la regién paraxial, siendo realmente superficies curvas principales.
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En la figura 9.10 se han dibujado varios rayos oblicuos a partir de un punto
objeto situado fuera del eje para ilustrar, de manera esquemdtica la formacién de la
imagen comdtica de un punto. Se puede observar que cada cono circular de rayos
cuyos puntos terminales (1-2-3-4-1-2-3-4) forman un anillo sobre la lente, tendra
una imagen denominada circulo comdtico. El conjunto de todos ellos forma la
imagen final afectada de coma. Los distintos anillos correspondientes a distintas
zonas de la lente no son del mismo tamafio y sus centros se desplazan sobre una
linea recta. Si el coma es positivo cuanto mayor sea el anillo sobre la lente ¢}
circulo comético correspondiente estard mds alejado del eje, si el coma es negativo
ocurrirfa justo al revés. La envolvente de todas estas circunferencias que aparecen
en la imagen, son dos rectas que forman entre si un dngulo de 60° tal y como se
puede apreciar también en la figura.

Ficura 9.10. Imagen geométrica con coma para un punto.

Cuando el anillo mds externo corresponde a los rayos marginales la distancia de
O a1 enlaimagen se denomina coma tangencial mientras que la longitud de 0 a 3 es
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llamada coma sagital. La mayoria de la energia estd localizada aproximadamente
en la regién triangular comprendida entre 0 y 3.

y\ AQ
y (% j 0

L 60°
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B < > x

Ficura 9.11. Formacién del coma segiin la teoria de tercer orden.

Segin la teorfa de tercer orden, el radio del circulo comético, también llamado
coma sagital, viene dado por la expresion:

jh*

Cs = 5r (Gp+ Wa) 9.16)
donde p y q son los factores de posicién y forma, definidos en (9.5), j y h son las
alturas indicadas explicitamente en la figura 9.11, f* es la distancia focal de la lente
y G y W son dos factores que dependen del indice de refraccion de la lente y que
vienen dados por:

G=3(2n+1) W__3(n+1)

4n " an(n-1) ©.17)

Ademas la altura de la figura comética, coma tangencial, viene dada por:

C, =3C (9.18)

Para estudiar la variacién del coma en funcién del factor de forma de la lente, en
la figura 9.12 se ha representado C, en funci6n de q. Dicha representacién correspon-
de a un haz paralelo que incide con un 4ngulo de 11° con el eje. Al mismo tiempo, en
dicha figura se ha representado la aberracién esférica de las mismas lentes imponien-
do que el haz en este caso sea paralelo al eje 6ptico y que la zona atravesada por este
haz sea la misma en ambos casos. Como se puede observar en esta figura, la recta
obtenida para el coma corta al cero en un punto, es decir que, para este objeto, existe
una lente con una forma determinada que anula el coma. El factor de forma corres-
pondiente a esta lente de coma nulo se puede hallar ficilmente sin mds que hacer:

G

C,=0 = Gp+Wgq=0 = q=——“—,p 9.19)
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FIGURA 9.12. Representacion cartesiana del coma y la aberracion esférica para un objeto en
el infinito en funcion del factor de forma de la lente.

Si observamos la figura 9.12 vemos que las lentes con q = 0.8 anulan el coma y
este valor de q estd muy préximo a q = 0.714, valor que hace minima la aberracién
esférica de la lente. Es decir, que una lente sencilla, pensada para anular el coma,
tendr4 practicamente la aberracidn esférica minimizada.

Para finalizar con el estudio de esta aberracién, hay que decir que la imagen
comdtica tiene la mayoria de la luz concentrada en una parte de la figura (la que
corresponderia a la “cabeza” del cometa) provocando asi un efecto nefasto e into-
lerable en la formacién de imdgenes por lo que dicha aberracién est4 considerada
como la mds nociva de toda debido, principalmente a su estructura asimétrica. Sin
embargo, en Optica oftdlmica no es una aberracién de peso debido, como ocurria
en el caso de la aberracion esférica, al pequefio tamafio pupilar ya que, como
hemos dicho anteriormente, el coma se produce con grandes aperturas.

IX4.- ASTIGMATISMO

Cuando un punto objeto estd situado a una distancia apreciable fuera de eje
Gptico, el cono de rayos incidentes sobre la lente es asimétrico, originando con ello
la tercera aberracién de punto, conocida como astigmatismo. Para facilitar su des-
cripcién, consideremos el plano meridional o “tangencial”, conteniendo tanto al
rayo principal (el que pasa por el centro de la pupila de entrada) y el eje Sptico, y el
plano “‘sagital” definido como el plano que contiene al rayo principal y es perpendi-
cular al tangencial (ver fig. 9.13).

El plano tangencial es el mismo de principio a fin para un sistema dado, por muy
complicado que éste sea, mientras que el plano sagital cambia de pendiente confor-
me el rayo principal es desviado por los distintos elementos. En consecuencia, para

*
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ser precisos, debemos decir que existen varios planos sagitales, uno para cada regién
del sistema Gptico. Sin embargo, todos los rayos oblicuos que parten del objeto y
estdn contenidos en los diferentes planos sagitales se denominan rayos sagitales, y a
los rayos contenidos en el plano tangencial se les denomina rayos tangenciales.

— plano
\ sagita

/

rayo -
tangencial

punto[§

objetc \
J 4 L 1 \
___ rayo L rayo '_ plano
sagital principal tangencial
rayos en el rayos en el
plano tangencial plano sagital

FiGurA 9.13. Plano tangencial y plano sagital en una lente. Marcha de rayos en cada uno
de estos dos planos.

En el caso de un punto objeto axial, el cono de rayos es simétrico respecta a las
superficies esféricas de una lente. Pero para un punto fuera de eje, la configuracién
de un haz oblicuo de rayos seré distinta en los planos tangencial y sagital (fig. 9.13).
Como resultado, las distancias focales en esos planos también serdn diferentes.
Puede demostrarse, siguiendo el principio de Fermat que la diferencia de focales
depende de la potencia de las lentes y de la inclinacién del haz. Esta diferencia
astigmatica, como es frecuentemente llamada, aumenta rapidamente conforme los
rayos se hacen mds oblicuos, es decir, a medida que el punto objeto se aleja del eje,
y es, por supuesto, nula sobre el gje.

Para analizar ¢l problema consideremos la figura 9.14. En ella, un punto objeto
O, estd situado fuera del eje 6ptico de un sistema ante el cual situamos una pupila de
entrada circular de pequefio tamafio para que solamente deje pasar un haz infinitesi-
mal en torno al rayo principal.

Sea X, el elemento de superficie de onda emergente en torno al rayo principal
refractado R’P’. En el caso méds general, esta superficie de onda no serd de revolu-
cién y tendré en el punto Q dos centros de curvatura C, y C, que serdn las dos
imagenes de O, respecto al rayo principal. C, y C, se llaman imégenes astigmaéticas

y a la longitud C:C: se le llama astigmatismo del pincel infinitesimal.
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FiGura 9.14. Imdgenes astigmdticas para un punio objeto O,.

Consideremos ahora la figura 9.15 en el que se han representado un conjunto de
rayos que provienen del punto objeto. Estos rayos se pueden clasificar en dos grupos:
los tangenciales que se cortan en T y los sagitales que se cortan en S. En estos dos
planos se forman dos lineas imagen T y S (dos lineas focales en el caso de que el
objeto esté en el infinito) que son perpendiculares a los planos tangencial y sagital
respectivamente. En estos dos planos, la imagen de un punto objeto es un segmento
de recta, en los demds la imagen es una elipse (alargada o achatada, segiin donde esté
situado el plano) salvo en un plano intermedio entre T y S donde la seccidn del haz
es circular y, por lo tanto, donde la imagen del punto es un circulo. Este circulo se
denomina “circulo de menor confusién”, también llamado circulo de mdxima
nitidez y es el plano que se toma como “mejor imagen” en un sistema astigmatico.

circulo de minima

tangencial  sagital

Ficura 9.15. Estructura de un pincel de luz astigmdtico (Hecht, Zajac, 1977).
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Los lugares geométricos de las imdgenes T y S de un conjunto de puntos obje-
to, son paraboloides cuyas secciones se pueden ver en la figura 9.16. Para un pincel
cualquiera de rayos, la magnitud del astigmatismo viene dada por la distancia en
dioptrias entre estas dos superficies medidas a lo largo del rayo principal. En el gje,
donde coinciden ambas superficies la diferencia astigmatica es nula y fuera de €l
aumenta aproximadamente, como el cuadrado de la altura de la imagen. El astigma-
tismo es positivo cuando T est4 a la izquierda de S y negativo en caso confrario.

Para analizar con un poco més de detalle la formacién de las dos imdgenes
astigméticas, consideremos la figura 9.17 que representa de forma esquemdtica un
frente de ondas refractado en torno al rayo principal R'P’. Sean u y v las dos lineas
de curvatura en el punto Q con centros en C, y C, respectivamente, y siendo u la
contenida en plano tangencial y v la contenida en el plano sagital. Si se corta al
pincel emergente por plano perpendiculares al rayo principal R’P’, las secciones
(siendo ¥’ de contorno circular) son elipses salvo para los planos que pasan por C, y
C, en donde las secciones son dos segmentos de recta. Cuando el objeto estd en el
infinito, a estos dos segmentos se les llama focales de Sturm.

FiGura. 9.16. Situacion de las imdgenes Ty S en una lente delgada.

Ficura 9.17. Formacidn de las dos lineas imagen.
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Para entender mejor la formacién de las dos lineas imagen, consideremos la
linea de curvatura v, de la familia de las v. El rayo que pasa por el punto Q
convergerd en C,y los que pasan por los extremos cortardn al segmento Q,C, en un
punto K, muy préximo a C,. Como el segmento Q,C, esté en el plano tangencial,
también estard en ese plano el segmento K C,. Por lo tanto, la imagen sagital estd
en el plano tangencial y viceversa, la imagen tangencial estd en el plano sagital, lo
que implica que las dos imédgenes son perpendiculares entre sf.

IX.4.2.- Representacion grafica del astigmatismo

Supongamos un objeto cualquiera y tomemos en €l tres puntos O, O, y O,
situados a distintas distancias del eje (fig. 9.18). Si desde estos puntos trazamos los
rayos principales y calculamos para cada punto las imigenes astigmdticas, uniendo
después todas las imdgenes sagitales por una parte y todas las imdgenes tangenciales
por otra, obtenemos dos curvas O’S y O’T que son los lugares geométricos ocupados
por dichas imégenes.

Ficura 9.18. Obtencidn de las imdgenes astigmdticas para distintos puntos objeto.

Haciendo un giro en torno al eje del sistema, al plano objeto O le corresponderia
como imagen tangencial una superficie que tiene como meridiano O’'T y como
imagen sagital, una superficie que tiene como meridiano O’S. La curva O’M, lugar
de los puntos medios en dioptrias entre S y T se llama imagen media, suele tomarse
como mejor imagen y es donde estdn situados los circulos de menor confusion.

La representacidn grafica del astigmatismo suele hacerse en un sistema cartesia-
no tomando en ordenadas o bien la altura de incidencia del rayo principal sobre el
sistema Gptico, o bien los dngulos bajo los cuales se ven los distintos puntos objeto
desde el centro de la pupila de entrada, y en abscisas las distancias de las imdgenes
sagitales y tangenciales respecto a O’ que es la imagen para los rayos paraxiales.

En la figura 9.19. existen distintos ejemplos de representaciones del astigmatis-
mo para distintos sistemas épticos. En (a) vemos un sistema denominado “anastig-
mético™, aunque, en realidad, sélo tiene corregido el astigmatismo para una altura
determinada, la que corresponde al corte entre las curvas S y T. En (b) vemos un
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sistema astigmdtico cldsico donde las curvas S y T se alejan del plano paraxial (F)
a medida que la altura aumenta. En (c) tenemos un sistema corregido de astigmatis-
mo ya que las dos curvas S y T coinciden aunque ambas presentan una curvatura
considerable con respecto al plano paraxial. En (d) la imagen tangencial coincide
con el plano imagen ideal pero, a cambio la sagital no, con lo que el sistema presenta
astigmatismo. Por dltimo, en (e) las dos superficies astigmiticas bisectan al plano
imagen ideal, por lo que, en este Ultimo caso, los cfrculos de menor confusién

estardn muy préximos a dicho plano.
T N S

O|
S S

(b) lll ©) }|1 @ (e) h

F' F' F' F!'

1 1 1 1
'T

FiGura 9.19. Representaciones grdficas del astigmatismo para distintos ¢asos.
IX.4.3.- Calculo del astigmatismo segiin la teoria de tercer orden

Por su importancia en la Optica Oftdlmica, deduciremos aqui las expresiones que
permiten calcular las imagenes sagital y tangencial en una superficie esférica que
separa dos medios de indices n y n’ segtin la teorfa de tercer orden. Empezaremos
con la imagen tangencial considerando para ello los rayos contenidos en el plano
tangencial (fig. 9.20).

Marcha de rayos
tangencial

6ptico

FiGura 9.20. Determinacion de la imagen tangencial en un dioptrio esférico.
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Teniendo en cuenta que, segin el criterio de signos i, i’, son dngulos positivos
y B es negativo, y considerando o y o’ como dngulos positivos de la figura dedu-
cimos que:
i=a-f i+o'=—f
di=do—dp di'= —df —do’

Por otra parte, si consideramos la ley de Snell, derivamos y sustituimos di y di’
por su valor, obtenemos:

nseni=n'seni'
ncosidi =n'cosi'di’
ncosi(do.—dB)=n'cosi'(~ dB —da’) 9.20)

Los rayos muy préximos a los MB y M B, se cortan en el punto T" que es el
punto imagen tangencial de A. Llamando MA =s , MB =’ y proyectando el arco
MM, sobre las normales a AM y MB (ver figura 9.21), se obtiene:

—s,do.=MQ = MM, cosi =-rdfcosi = da:r_xm
St
(9.21)
s, do'=M,P = MM, cosi'=-rdficosi'’ = douzm
St
Sustituyendo las expresiones de la ecuacién (9.21) en la ec. (9.20):
[ rxdBxcosi . - z
ncosi| LXERXCOS B COSL_ 48 |=n'cosi| —dp - rxdBxcosi
S / S't
ncos’i . .. m'cos’i'
r—ncosi=-n'cosi+————r
5 S'l
1 25 2 i " .
n'cos“i’ ncos“i n'cosi-ncosi
- = (9.22)

s, S, r

que es la expresién que nos permite calcular la imagen tangencial dada por una
superficie esférica para un punto situado fuera del eje dptico.
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MA=5,<0
A MB=5,>0

Figura 9.21. Construccién grdfica para el cdlculo de s’ .

Para determinar la posicién de la imagen sagital, consideremos la figura 9.22

donde MA=s y MS’ =5’

Posicion de la
imagen sagital

Ficura 9.22. Determinacién de la imagen sagital.

Puesto que los tridngulos APC y CP’S’ son semejantes, deducimos que:

CP' MP'—r _ s cosi-r
PC PM+tr —s cosi+r

1
S

s',seni' _ ns

s', cosi'~r
— . —s cosi+r
P'S' ¢ seni’
AP —s seni |
§', cosi'—r _—s cosi+r n
= , = Tt E
ns', —-n's; s, 8

n' _n'cosi'-ncosi

1 Al
—s seni  -n's,

(9.23)
r
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La ecuacién (9.23) nos da la posicién de la imagen sagital S’. La similitud de
las expresiones (9.22) y (9.23) con la expresién de la imagen paraxial es notable.
Cuando el punto ohjeto se acerca al eje, los dngulos i e i’ se hacen pequefios y sus
cosenos se aproximan a la unidad con lo que, en ambos casos, nos quedaria la ley de
Gauss del dioptrio esférico.

Para el caso de una lente delgada en aire con una pequefia apertura situada en la
misma lente, las iméAgenes sagital y tangencial vienen dadas (siempre en tercer
orden) por las expresiones:

1 1 .| ncosi' 11 . .
— ——=cos]| — —1||——— para laimagen sagital
s's s cosi L I

(9.24)

1 1 1 |ncost 1 1 . .
—~=——|———1||=~—| para la imagen tangencial
cosi| cosi L

s, s

Las ecuaciones (9.22), (9.23) y (9.24) constituyen las relaciones de Coddington
para el astigmatismo, bien de una sola superficie, bien de una lente delgada en aire.
En ellas, i es el 4ngulo de incidencia del rayo principal en la superficie o en la lente,
i’ es el dngulo de refraccién correspondiente; en (9.22) y (9.23), n y n’ son los
indices de los dos medios separados por la superficie, en (9.24) n es el indice de la
lente con lo que:

nseni=n'seni' para una superficie l

(9.25)
seni=nseni' parauna lente en aire’

Hay que decir que la ecuaci6n (9.24) sélo es estrictamente vélida cuando se conside-
ra que el rayo principal pasa por ¢l centro dptico de la lente.

En cuanto a la calidad de la imagen producida por un sistema afectado de
astigmatismo, si dicho sistema trabaja con una apertura pequefia, esta aberracion es
muy importante pues cada punto objeto se transforma en una linea recta siempre y
cuando la imagen se recoja en cualquiera de los dos planos sagital o tangencial. Sin
embargo, si el plano imagen se toma donde estd situado el circulo de menor confu-
sién, el efecto de dicha aberracién es semejante al producido por la aberracion
esférica. Esto es lo que sucede en el campo de la Optica Oftdlmica donde se trabaja
con aperturas pequefias debido al tamafio pupilat del ojo. En caso de que el sistema
éptico trabaje con grandes aperturas, esta aberracién pierde importancia y otras
como el coma deterioran mucho més la calidad de la imagen final.

IX. 5.- CONDICIONES DE ABBE Y HERSCHEL

Consideremos la figura 9.23 y sea A’ la imagen estigmdtica de A a través de una
superficie. Vamos a ver las condiciones de estigmatismo para un punto B cercano al
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punto A y tal que el segmento AB = y estd situado en un plano ortogonal al eje
optico de la superficie.

~
ONENVAN O,
B
~ X%
~
y - PN o p A
A C y y
B|
I
s \ s'
Ficura 9.23. Relacién de los senos de Abbe.
En el tridngulo AIC se cumple que:
ot __r-s o _ _Tfsene
senc  sen(n—g) sen G (9.26)

Y en el tridngulo ICA’ se cumple que:

r s'-r _rseng’

—_—— = s'—r ;
sens' senég' sen o'

9.27)

Para que B’ sea la imagen estigmética de B, debe cumplirse, segiin los tridngulos
ABCy A’B’C’ que:

e §'—r
r—-s s-r y r—s
y sustituyendo (9.26) y (9.27) en (9.28), se obtiene:
Yy _ rsen %en g’ _sene'senc
y  -Tsen % ong Semesen G (9.29)

Ademds, en el punto I de incidencia en la superficie se cumple:

, , seng'  n
nsene=n'seng’ = ——=—
senge n
con lo que la ecuaci6n (9.29) se convierte en:
y' n Sen 6 u L) i
T=— = = nysenc=n'y'senc 9.30)
y n'send

La ecuacién (9.30) se conoce con el nombre de “Relacién de los senos de
Abbe” y es la condicién que deben cumplir los puntos B y B’ para ser estigmaticos.
A los puntos que cumplen esta condicién se les denomina “aplanaticos”.
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Veamos ahora la condicién que deben cumplir para ser estigméticos los puntos
del eje proximos al punto A siendo A y A’ estigmdticos. Para ello, consideremos la
figura 9.24 que representa a las parejas AA’ y BB’ y sendos rayos incidiendo en el
mismo punto I.

Ficura 9.24. Relacicn de Herschel.

En el tridngulo AIB, se cumple que:
q," =g +dx* —2qdxcoso = q* —2qdxcos G (9.31)

y en el tridngulo IA’B’, se verifica que:
q)’ =q%+dx*~2q'dx'cos(n — ¢') = q*+2q' dx'cos &' 9.32)

Desarrollando las expresiones (9.31) y (9.32) obtenemos:

Y a

q4,=q {1+ 2dx c'osc - q'{1+ dx C(')SO}
q q !

Si A y A’ son dos puntos estigméticos, el camino dptico entre A y A’ es
constante e independiente del rayo por el que se mida:

] 2dxcosG _ dxcoso | |
g, =9/l -———=q|1-

(9.33)

(AA’) = constante

Andlogamente, si B y B’ deben ser estigmdticos, el camino éptico entre B y B’
debe ser constante:

(BB’) = constante

por lo que la diferencia entre ambos debe ser también constante:
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(BB’) - (AA’) = constante siendo (BB’) =nq, +n’q’,
(AA’)=nq+n’q’

Si sustituimos las expresiones de las distancias obtenidas en la ecuacién (9.33):

(BB')-(AA") = nq[l - dxcosc} + n'q'lil + m:l —nq —n'q'= constante
q
(BB") - (AA') =—ndx cos G +n'dx'cos¢'= constante (9.34)

El valor de la constante se puede calcular particularizando la ecuacién (9.34) al
rayo que pasa por el vértice de la superficie y su centro de curvatura:

(A.A')=HKV+D'V_A' (BB|)=HW+n,—V—B~,
(BB')— (AA") = 1BV + n'VB — nAV —n'VA' = n(BV - AV)+ n'(VB' - VA))
(BB')-(AA")=-ndx+n'dx’ (9.35)

Igualando las expresiones (9.34) y (9.35), obtenemos:

—ndxcosc+n'dx'cos ¢'= —ndx + n'dx’

ndx(1-cosc)=n'dx'(1-cosc')

ndx2 senz(%) =n'dx"2sen® %]

2(g, '
sen [/2) WA _m o constante

y puesto que la relacién entre el aumento axial, o, y el aumento lateral, 3, es:

t

n e

a=2p

n

sacando la rafz cuadrada, finalmente se obtiene:

() g %) e
senz(%') n? (sen %) n (9.36)

La ecuaci6n (9.36) es “la relacion de Herschel”.

B,z
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Para que no exista deformacion en la imagen de un objeto, B’ debe ser constan-
te, luego deben cumplirse las ecuaciones (9.30) y (9.36), simultdneamente. Pero,
excepto para dngulos pequefios (zona paraxial), esto es imposible. Es decir, aunque
el punto A del eje tenga una imagen A’ estigmética, es imposible que suceda lo
mismo con puntos préximos a ¢l situados en el eje y en un plano ortogonal al eje.
Esto implica que es imposible obtener simultineamente imégenes estigméticas de
un pequefio volumen. Este problema se pone de manifiesto muy claramente en el
microscopio donde el objeto es muy pequefio pero los dngulos son muy grandes
(grandes aperturas). El formar en este caso una imagen perfecta implica hacerlo
plano a plano, y no en su totalidad.

IX.6.- CURVATURA DE CAMPO

Cuando se trabaja en Optica paraxial, se acepta que una lente o un sistema 6ptico
cualquiera produce una imagen plana de un objeto plano, tal y como se muestra en la
figura 9.25 a) que representa la formacién de la imagen de un objeto OQ por una
lente convergente de centro V. Sin embargo, y en ausencia de otras aberraciones,
puede verse que la distancia g = QV es algo mds grande que la distancia axial OV y,
en consecuencia, la distancia q’ = VQ’ deberd ser algo mds pequefia que la distancia
imagen axial VO’. Cuando la distancia objeto, q, aumenta, la distancia imagen, q’,
disminuye. Si este razonamiento se repite para todos los puntos de objeto OQ, los
puntos imagen conjugados deben estar en una superficie curva y la imagen del objeto
plano OQ es, en realidad, curva tal y como se muestra en la figura 9.25 b).

Q 3
q
T\‘\' o
(0] A\ .
q Q
Q b)
q

FiGura 9.25. Curvatura de imagen en una lente delgada.

Este ejemplo nos servird para introducir una nueva aberracién: la curvatura de
campo. La superficie curva donde se forma la imagen se Ilama superficie de Petzval,
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segitin Joseph Petzval, un profesor de Mateméticas de Viena que, en 1843, demostré
que, en ausencia de otras aberraciones, la curvatura de campo depende solamente
de los radios de curvatura de las superficies de las lentes, de los indices de refraccién
del vidrio (o los vidrios en el caso de un sistema de varias lentes) y del medio en el
que estdn la/s lente/s. La formacién de la superficie de Petzval se puede deducir
facilmente de la figura 9.26 que muestra la refraccién de varios pinceles de luz
estrechos y oblicuos en una superficie esférica, donde el rayo principal de cada
pincel pasa por el centro de curvatura, C, de la superficie. Es obvio que la refraccién
es idéntica para cada pincel y, por lo tanto, la superficie hard focalizar cada uno de
ellos a la misma distancia, es decir, aa’ = bb’ = dd ‘. También puede verse que el
centro C de la superficie es el centro de curvatura de la superficie de Petzval y el
radio de esta superficie serd:

r=aC=bC= dC 9.37)

Teniendo en cuenta la focal, f°, de la superficie, su radio de curvatura, 1, y los
indices n y n’, se obtiene que el radio de la superficie de Petzval es:

I, =a'C=a'V+VC=r-f'

n'r _-nr _

r, =1r—

= =f (9.38)
n-n n-n

p=aC=bC=dC=r-{'
n'>n

Ficura 9.26. Superficie de Petzval en una superficie esférica.
IX.6.1.- Teorema de Petzval

Hemos considerado el caso de un objeto lejano (haces paralelos). En el caso
general, de un objeto situado a una distancia finita, consideremos la situacién descri-
ta en la figura 9.27. Un objeto en forma de esfera centrado en C tendra su imagen en
1a superficie de Petzval, también centrada en C. Si el radio de curvatura del objeto y
de la imagen se representan por p y p’ respectivamente, entonces:
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p=0C=0V+VC=r~s }

p'=0'C=0'V+VC=r—5' (9.39)
Aplicando ahora la ley de Gauss a la superficie:

nn_nn

s s r
T (9.40)

r-p' r—p r

y operando en esta ecuacidn, se llega a la siguiente expresion:

1 1 _n-n (9.41)

superficie \
\
! |
A O VS 0. _.._.. Q). s
. optico
- " }
e ) :
® /
| p /
P /
s /
/
Sl

Ficura 9.27. Teorema de Petzval.

Si en la expresion (9.41) consideramos el objeto en el infinito, entonces p =eo y
se obtiene la misma expresién para I, que obteniamos en la ecuacidn (9.38):
— ' 1 — 1
1 n-n - 1 p —n-n

n‘_p'= nn'r E:—Ip_: P (042)

Si en vez de una superficie, tenemos k superficies, la curvatura de la superficie de
Petzval serd la suma de las contribuciones de cada superficie con lo que:

1 1  ¢n-n,

t \l = _’__ '4
Py mpp T 0L n (043)

Esta expresion nos relaciona el radio de curvatura de la imagen con el radio de
curvatura del objeto. Si se trata de un objeto lejano, entonces p, = oo y la curvatura de
la superficie de Petzval es:
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1 , n—n'
—=n —
o DN (9.44)
En esta expresion, la cantidad que aparece dentro del sumatorio se denomina
suma de Petzval y éste es el factor que debe anularse si se quiere corregir la
curvatura de campo. En el caso particular de una lente delgada en aire, la superficie
de Petzval tendra una curvatura:

1 1-n n-1 n—-1[{1 1 1
e} [ U
p ny nn r g o nf’
p
r,=-nf' = R,=-— (9.45)
n

En ausencia de otras aberraciones, la curvatura de campo se define como la
distancia entre la superficie de Petzval y el plano imagen paraxial. Para corregir esta
aberraci6n se necesita una superficie de Petzval lo més plana posible por lo que 1,
debe ser grande. Segiin la expresion (9.45), en una lente esto se consigue, para una
potencia dada, utilizando un indice de refraccién alto. Si se utilizan dos lentes, la
curvatura de la superficie de Petzval sera:

1 1
+
_nlf'l _nzfz

RP :RP1 +RP1 =

y la curvatura de imagen estard corregida si R =0, es decir, si:

"
—n,f'y-n,f" _

0 = nf +n,f,=0
n,f,n,f, iyt n,t, (9.46)

Por iltimo, la sagita de la superficie de Petzval en un punto dado situado a una
distancia h’ del eje (figura 9.28) ser:

p.z - h'2+(p'—x)2 = h‘2+p'2+x2 ~2xp'

y despreciando el término en x*

hy2 h|2 —nt
h=2xp' = x=2—pl = XZTn'k;%nI; 9.47)
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sup. de
Petzval

Figura 9.28. Sagita de la superficie de Petzval en un punto dado.

El resultado de la curvatura de imagen es que la imagen estd desenfocada. Por
ello, esta aberraci6n es intolerable en objetivos fotogréficos puesto que, en ese caso,
Ja imagen debe situarse en el plano de la pelicula y la curvatura de imagen no
permite enfocar nitidamente la imagen. Sin embargo, en instrumentos visuales, si la
imagen presenta una concavidad hacia el observador no perjudica tanto ya que,
nuestro sentido de la vista, sin acomodar, es decir, enfocando al infinito, nos da la
sensacién de campos curvos. Por el contrario, si la imagen es convexa, puede
resultar muy perjudicial.

La curvatura de imagen de una lente tnica puede corregirse con un diafragma, si
éste limita los rayos que provienen de las distintas partes del objeto de tal manera
que las trayectorias de los distintos rayos principales de los diferentes puntos, pasen
por distintas zonas de la lente.

Si el sistema presenta astigmatismo, se pueden definir las curvaturas sagital y
tangencial y también la curvatura de los puntos medios (circulos de menor confu-
sién). En este caso, el orden de las distintas superficies es el siguiente:

TMSP obien PSMT

En esta situacion se encuentra que la distancia en dioptrias desde la imagen sagital S
a la superficie de Petzval P es la mitad de la distancia entre la imagen sagital y la
imagen tangencial, es decir PT:PS = 3:1.

Mateméticamente, a cada sistema 6ptico le corresponde una superficie de Petzval
y, si se mantienen fijos los indices de refraccién y las potencias de las lentes, la
forma de esta superficie no puede modificarse mediante cambios en el factor de
forma de las lentes o el espaciamiento entre ellas. Tales alteraciones modifican, sin
embargo, la forma de las superficies tangencial y sagital pero siempre de tal forma
que la relacién PT:PS = 3:1. En la figura 9.29 se pueden ver la situacién de las
distintas superficies (sagital, tangencial y Petzval) para distintas formas de lentes.
Como se puede ver, la superficie de Petzval permanece constante en los distintos
casos, mientras que las superficies tangencial y sagital s{ que se modifican de un
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caso a otro manteniendo siempre la relacién en dioptrias mencionada anteriormen-
te. Se puede ver que algunos de estos casos, presentan un astigmatismo considera-
ble (casos 1, 2, 3 y 7) mientras que en los otros dicho astigmatismo se ha reducido
notablemente con lo que las tres superficies estdn mucho m4s cercanas entre si y en
€s0s casos, la lente tendrd menor astigmatismo y menor curvatura de campo.

1P, =250D

s P TSP

=

2)P,=0D 3)P,=-3.00D
TSP PS
4)P,=-8.00D 5)P,=-12.00D
TSP
TS p

%

6) P, =-16.00 D 7)P,=-20.00D

FiGura 9.29. Relacidn entre la imagen sagital, la imagen tangencial y la superficie de
Petzval para distintas formas de lentes.

IX.7.- DISTORSION

La aberracién monocromética que resta, la distorsién, concierne a la incapacidad
de una lente o un sistema 6ptico para reproducir en forma correcta, una imagen que
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sea copia del objeto. En este caso, los puntos imagen estdn en el plano imagen
correcto que serd plano si todas las aberraciones anteriores estdn ausentes pero,
debido a la distorsién, dichos puntos ocupardn posiciones que estardn o bien mds
alejadas o bien m4s cercanas al eje que las que ocuparian si la imagen fuera perfecta.
Es decir, que la distorsién es debida a una falta de constancia en el aumento lateral,
B, con lo que la relacién entre el tamafio de la imagen y el tamafio del objeto varfa
con el punto objeto considerado.

Consideremos la figura 9.30 en donde tomamos como objeto un segmento de
recta caracterizado por tres puntos cualesquiera, P, Q, y R. Si el sistema estuviera
libre de distorsion (y del resto de aberraciones, por supuesto) la imagen de dicho
segmento serfa la recta P’Q’R’ de tal manera que la relacién entre ambos seria:

OP_0Q_OR_4 L (9.48)
OP  0Q OR

Pero si suponemos que el aumento crece con la distancia del punto objeto al eje, el
aumento que sufre el segmento OR serd més grande que el que sufre el segmento
OP. Dado que R estd més alejado del eje que P, y se obtendria una imagen como la
P’ Q’ R’ Si, por el contrario, el aumento disminuye con la distancia al eje del punto
objeto considerado, la imagen del segmento PQR seria P’,Q",R’,. Todo ello hace
que, en un sistema con distorsion, las lineas rectas del objeto que no pasen por el eje
se conviertan en lineas curvas en la imagen con la concavidad o convexidad hacia el
eje, segun el tipo de distorsién que presente.

/ plano plano =
7 | objeto 1magen/,1,) ) )

p 9

) o
/ / S0 ///

FiGura 9.30. Distorsién en un sistema dptico.

Si el aumento crece con la distancia al eje del punto objeto considerado, la
distorsion se llama negativa o “en cors€”. Si el aumento disminuye con la distancia
al eje del punto objeto considerado, la distorsién se denomina positiva o “en barril”
(fig 9.31).
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imagen con

objeto imagen con distorsién o hee .
distorsidn en corsé

en barril
Figura 9.31. Distintos tipos de distorsion: en barril y en corsé.

Un sistema que no tiene distorsién se denomina sistema “ortoscépico”. El caso
més sencillo lo constituye un simple diafragma utilizado para la formacién de
imdgenes como puede verse en la figura 9.32.

P,

Py

Figura 9.32. Una cdmara de agujero no presenta distorsion.

Una lente delgada estd desprovista de distorsién, pero la introduccién de un
diafragma delante o detrds de ella, introduce invariablemente distorsién a menos que
el diafragma esté pegado a la lente. Si situamos un diafragma entre un objeto y una
lente delgada convergente, como muestra la figura 9.33, los pinceles de luz que
provienen de las partes mds alejadas del objeto realizardn un trayecto més largo
hasta la lente que el que realizarian en ausencia del diafragma (representado por la
linea punteada). En este caso, la imagen ideal O’P’ ser4 reemplazada por una imagen
O’P” afectada de distorsién positiva. Las porciones del objeto mas alejadas del eje
aparecerdn comprimidas hacia adentro y se obtiene una distorsién en barril.

diafragma
L~ ~ -~ - o'
\ ~~_ p
~~
v
v |
objeto imagen en barril

Ficura 9.33. Formacién de una imagen con distorsion en barril en una lente convergente.
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Si el diafragma se introduce entre la lente y la imagen (fig. 9.34), los pinceles
de luz que provienen de las partes del objeto mas alejadas del eje efectuardn un
trayecto més corto hasta la lente que el que realizarian en ausencia del diafragma
(linea punteada). En este caso, la imagen ideal O’P’ serd reemplazada por otra O’P”
afectada de distorsién negativa o en cors€ y la imagen de la cuadricula aparecerd
estirada por los bordes tal y como se ve en la figura. En ambos casos, la distancia
P’P” es una medida de la distorsién.

diafragma

objeto imagen en corsé

Ficura 9.34. Formacion de una imagen con distorsion en corsé en una lente convergente.

Debido al efecto de la colocacién de un diafragma que acabamos de ver, situar uno
entre dos elementos Gpticos idénticos es una manera muy usual de eliminar la
distorsién.

Finalmente consideraremos ahora la figura 9.35. Para que no haya distorsion,
debe verificarse que:

0Q _OP _ 1euqOF _tgu,OF

0oQ oOp tgu,OF tguPO_E_
tgu'
—— = constante (9.50)
tgu

Esta es la condicién de las tangentes, dada por Airy en 1827. Una lente o un
sistema dptico que verifica la condicién de las tangentes estd libre de distorsidn, es
decir, es un sistema ortoscopico como ya hemos mencionado anteriormente.
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Q diafragma A

Figura 9.35. Sisterna ortoscépico o libre de distorsion,

Para te‘rmjnar con este estudio, diremos que en lentes oftdlmicas, la distorsién es
prob.lemétlca en lentes de alta potencia. En los rangos mds usuales de potencias
medias o bajas, otras aberraciones como el astigmatismo por incidencia oblicua o la
curvatura de campo tienen mucha més importancia y, por lo tanto, su correccién
debe ser considerada en primer lugar, antes que la distorsién. Ademés las formas de
las lentes de correccién no pueden satisfacer la condicién de las tangentes y sélo es
posible encontrar un minimo de distorsién con una forma determinada.
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CUESTIONES

1.- ;Existe algiin sistema 6ptico que cumpla simultineamente las condiciones de
Abbe y Herschel?

Como ya hemos visto, las condiciones de Abbe y Herschel no se pueden cumplir
simultdneamente, salvo en la zona paraxial donde los senos de los 4ngulos se pueden
aproximar a los dngulos y, entonces, ambas condiciones se reducen al invariante de
Lagrange — Helmholtz. Sin embargo, un espejo plano es un sistema estigmadtico en
todo el espacio, por lo tanto, en este sistema particular, s{ que se pueden cumplir
ambas condiciones al mismo tiempo.

2.- La imagen formada por un espejo plano, jes aplanatica?, ;y ortoscopica?
g p & oY

Como ya hemos mencionado en la cuestién anterior, la imagen dada por un
espejo plano es estgmatica, eso significa que es aplandtica (cumple la relacién de los
senos de Abbe) y ortoscopica (no tiene distorsién).

3.- El invariante de Lagrange - Helmholtz, jasegura el complimiento de la
condicién de los senos de Abbe?, ;qué relacién hay entre ellos?

El invariante de Lagrange — Helmholtz es una relacién de invariancia para la
zona paraxial, sin embargo la relacién de los senos de Abbe es vélida para todo el
espacio. Ambas se confunden cuando estamos trabajando en Optica paraxial.

Relacion de los senos de Abbe = DA n'_serﬁ_' =B
y n'seng

Invariante de Lagrange - Helmholtz = nyoc=n'y'c'

En zona paraxial senc =~ O y, entonces la relacién de los senos de Abbe se
convierte en el invariante de Lagrange — Helmholtz.

4.- Enumerar las aberraciones monocromaticas, clasificarlas segin sean de
punto o de campo y explicar razonadamente las diferencias entre los dos tipos.

Las aberraciones monocromaticas son 5: Aberracién esférica, Coma, Astigmatis-
mo, Curvatura de campo y Distorsién. Se pueden clasificar en aberraciones de punto
y aberraciones de campo:

Aberraciones de punto Aberraciones de campo
Aberracién esférica Curvatura de campo
Coma Distorsion
Astigmatismo
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Las aberraciones de punto son aquellas que afectan a la calidad de la imagen de
un punto, es decir, en aquellos sistemas Opticos que presenten alguna de estas
aberraciones, la imagen de un punto no es un punto sino que es una mancha de luz
con una determinada forma segiin el tipo de aberracién que presente. Las aberracio-
nes de campo son aquellas que afectan al campo imagen en su conjunto yala
posicién de los distintos puntos imagen dentro de 1. En un sistema que esté afectado
por alguna de las aberraciones de campo, la imagen de un punto sf es un punto pero
su situacion dentro del campo imagen no corresponde a la que deberia tener si el
sistema fuera estigmdtico. Esto provoca imégenes distorsionadas y/o desenfocadas
en parte o en su totalidad.

5.- Indicar las aberraciones de campo que modifican el aumento lateral de un
sistema dptico.

De las dos aberraciones de campo (curvatura de campo y distorsién), la que
modifica el aumento lateral del sistema 6ptico es la distorsién, en la cual el aumento
depende de la distancia del punto objeto al eje 6ptico del sistema. Si el aumento
lateral crece con la distancia del objeto al eje, se produce una distorsién en corsé y si
el aumento disminuye con la distancia al eje, se produce una distorsién en barril. Un
sistema libre de distorsién es aquel en el que el aumento se mantiene constante para
todas las distancias punto objeto — eje Gptico y se denomina sistema ortoscGpico.

6.- En una lente delgada en aire, jen qué consiste la curvatura de campo?,
&

;como se traduce este efecto en la imagen?, ;dénde est la superficie de Petzval

¥ qué radio tiene?, ;c6mo se puede disminuir esta aberracién?

La curvatura de campo o curvatura de imagen consiste en que la imagen de un
objeto plano formada por un sistema 6ptico (en este caso, una lente delgada) estd
situada en una superficie curva denominada superficie de Petzval. La superficie de
Petzval y el plano imagen paraxial coinciden en los alrededores del eje Gptico puesto
que, para puntos del eje, no existe curvatura de campo. Este efecto se traduce en que
la imagen aparece desenfocada si queremos visualizarla en una pantalla plana; el
centro de la imagen estard enfocado y nitido mientras que los bordes aparecerdn
desenfocados. En una lente delgada en aire y suponiendo el objeto en el infinito, la
superficie de Petzval tiene el vértice en el plano focal imagen y su radio es r,=-nf"
es decir, que la superficie de Petzval tiene una curvatura de distinto signo a la
potencia de la lente. Asf, si la lente es convergente, f * >0y 1, <0, la superficie de
Petzval serd concava, y si la lente es divergente f * <0y 1, <0, la superficie de
Petzval serd convexa. Para disminuir esta aberracién habra que conseguir una super-
ficie de Petzval lo mds plana posible y esto se puede conseguir fabricando 1a lente
con un indice de refraccién elevado. También resulta evidente que las lentes con
potencias bajas (focales altas) tendrdn menos curvatura de imagen que las lentes mds
potentes.
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7.- ¢ Qué factor de forma debe tener una lente delgada para que su focal in.lageg
sea la misma tanto en el aire como cuando tiene delante un medio de indice n?

La focal de una lente delgada de indice n,_en aire es:
1 11 }
P=—=ln -1} ———
S (n, {r] r, )
y si tiene delante un medio de indice n, la focal sera:

p o 1 _(o,-n) (-n)
o I, 1,

n

Si ambas focales deben ser iguales:

n I
es decir que la primera cara de la lente debe ser plana. Con esta condicién, el factor
de forma de la lente debe ser:

T2/ 41
r, +1 e foe q=—1
q: _— =
rz‘—r] r;_ _1
L

que es el factor de forma buscado.




Capitulo X

ABERRACIONES CROMATICAS

X.1.- INTRODUCCION

En el capitulo anterior, las cinco aberraciones de Seidel han sido consideradas en
términos de luz monocromética. Existen ademds aberraciones cromadticas que surgen
de manera especifica por la utilizacién de luz blanca que aparecerdn debido a la
dependencia existente entre el indice de refraccion y la longitud de onda. Puesto que
el indice de refraccién varfa con el color, una simple lente no formar4 una dnica
imagen de un objeto, sino una por cada uno de los colores presente en la fuente de
luz empleada.

En el capitulo II vimos que la dependencia del indice con la longitud de onda, en
la zona del espectro visible, es una funcién decreciente. Dado que la potencia de una
lente delgada es directamente proporcional al indice, se deduce que la distancia focal
crecerd con la longitud de onda. En la figura 10.1(a) estd representada esquematica-
mente la distribucién de los puntos focales a lo largo del eje éptico para distintas
longitudes de onda, supuesto un haz plano incidente en una lente convergente.
Puesto que no es posible trabajar con la totalidad de longitudes de onda del espectro
visible, ya vimos también en el capitulo II, que todo este rango de longitudes de onda
quedaba representado por las lineas C (rojo), F (azul) y d (amarillo). En la figura
10.1(b) estan representados los focos para estas tres longitudes de onda representati-
vas del espectro visible.

Como resultado de esta descomposicién de la luz policromdtica en las distintas
Jongitudes de onda, el resultado que se observa en la imagen es una mancha de luz
coloreada. Asi, en el caso de la figura 10.1, si nos situamos més cerca de la lente la
periferia de la imagen borrosa tendrd un halo rojizo, si nos alejamos de la lente, en
F’_, el centro serd azul y el borde rojo, al contrario de lo que ocurre si nos situamos
en F.
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=z

violeta

VAzVeAmNR

Ficura 10.1. Distribucién de los puntos focales a lo largo del eje dptico: (a) con luz blanca,
(b) con las lineas F, d y C.

X.2.- ABERRACION CROMATICA LONGITUDINAL Y DE AUMENTO

Si la potencia de una lente varfa con la longitud de onda, también lo hara la
posicién de la imagen de un objeto situado a distancia cualquiera. Esta variacién de
la posicién de la imagen con la longitud de onda se denomina aberracién cromaitica
de posicién o longitudinal. Si $'e 87, ¥ 8’ son las distancias medidas respecto de la
tltima superficie del sistema para cada una de las tres longitudes de onda con las que
estamos trabajando, la aberracién cromatica longitudinal se define como:

ACL=S’F" S,C (101)

Por otra parte, si la posicién de la imagen es distinta para cada longitud de onda,
en general el tamafio de la imagen también lo serd. Esta diferencia de tamaiios entre
las imégenes de diferentes longitudes de onda se denomina aberracién cromética
transversal o de aumento. Si denominamos por Y’ ¥e ¥ alos tamafios de las
Imégenes, la aberracién cromética de aumento se define como:

ACT = y’F _ ysc (102)

En la figura 10.2 estdn esquematizados los dos tipos de aberracién cromdtica. El
cromatismo de posicién y de aumento pueden presentarse simultineamente o por
separado. En la figura 10.2(a) existe cromatismo de aumento pero no de posicién, en
10.2(b) existe cromatismo de posicién pero no de aumento.
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Figura 10.2. Representacion de la aberracién cromdtica: (a) de aumento, (b) de pos
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ci6n es muy necesario en los objetivos de microscopio de grandes aumentos y

objetivos para fotografia en color.

X.3.- ABERRACION CROMATICA DE UNA LENTE DELGADA

Como ya sabemos, la potencia de una lente delgada en aire viene dada por la

expresion: 1 1) _ (10.3)
209 = (411 - =08) 1%

1 2/

1 1
siendoX:l———
L I,

La variacién de potencia con el indice de refraccidn serd pues:

AP =P, —P. =(n; )X —(nc —1)X = (n; —n¢)X
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y si multiplicamos y dividimos por (n, - 1), obtenemos:

(ny ~n P
AP:#I‘?)(nd—l)x = AP=; (10.4)

Asi pues, en funcién del nimero de Abbe y de la potencia de una lente, es posible
calcular la variacién de la potencia con la longitud de onda. Si lo que queremos es
conocer la aberracién cromética longitudinal, deduciremos la posicién imagen, §’, a
partir de la ecuacién de Gauss:

1 1
-——+—=P = ¥

R
s s _P+%

La aberracién cromética longitudinal o axial vendrd dada por:

1 1 P.-P
ACL =g ~s'c=——7— = — .

' PF+yS PC+% iPF+%iPC+yS) (109
donde, en el numerador aparece la variacién de potencia cambiada de signo, y en el
denominador, aparecen términos que dependen de las potencias para las longitudes
de onda extremas. Ahora bien, como en general la variacién de potencia va a ser
pequeﬁa, podemos considerar que P, y P, se pueden escribir en términos de la
potencia para la linea d, P, de la siguiente manera:

P.=P+3 P, =P-&P (10.7)

(10.5)

y sustituyendo en la ecuacién (10.6):

ACL =

Pe — P
[p+or+ 1/Jp-sp+ 1/

ACL= 7 (10.8)

AP
(P + %) ~(8P)?

Despreciando el término (8P)* que, en general, serd muy pequefio y teniendo en
cuenta las ecuaciones (10.4) y (10.5), se obtiene:

— AP P
ACL = —s' 2 (10.9)

—— = S
/pove
| (p+ A )
Cuando se trate de un objeto en el infinito, entonces s’ = f * y la ecuacién (10.9)

quedaria:

f' 1

ACL=—"%=—-—
” ~ (10.10)

Por otra parte, la aberracién cromadtica de aumento serfa:

. S s'
ACT:yF—ycz—S—F-y—?Cy=%ACL (10.11)
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En la figura 10.3 se puede ver representada la aberracion cromética longitudinal
de una lente delgada. Al plano donde la secci6n es minima se le llama circulo de
menor confusién.
circulo de

menor
confusi6n

Figura 10.3. Aberracién cromdtica de una lente delgada.

X 4.- DOBLETES ACROMATICOS DELGADOS. DOBLETE PEGADO

Dado que las aberraciones crométicas est4n basadas en la dependencia del indice
de refraccién con la longitud de onda, las combinaciones de lentes con diferentes
tipos de vidrio son uno de los mejores métodos para su correccion. Esta combinacién
puede ser de contacto o separada.

Si las dos lentes que se combinan para corregir la aberracién cromética estdn en
contacto, entonces la potencia total serd la suma de las potencias de cada una de las
lentes. En concreto si combinamos dos lentes (doblete):

P=P +P, (10.12)
La variacién de potencia del doblete serd ]a suma de las variaciones de potencia
de cada una de las lentes que lo forman:
AP = AP, + AP,
y si tenemos en cuenta la ecuacién (10.4), entonces:

P P
il et 3
ViV,

AP = (10.13)

Para llegar a este resultado estamos suponiendo que las dos lentes que forman el
doblete son delgadas y estdn en contacto. Si queremos que no exista variacion de
potencia con la longitud de onda:

Pl P2
4220
v (10.14)

que es la condicion de acromatismo de un doblete pegado. De esta ecuacién y de la
ecuacién (10.12) se pueden deducir las potencias que deben tener cada una de las
lentes para conseguir el doblete acromético buscado:
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p ="
Vi~V,
10.15
by, (10.15)
PZ:_.—ﬁ
Vi—V,

Dado que los nimeros de Abbe son siempre positivos, de la ecuacién (10.15) se
deduce que las potencias de las dos lentes deben tener signos contrarios. Suponga-
mos que la potencia total del doblete es positiva, P > 0. Podemos distinguir dos casos:

* que la primera lente sea de vidrio flint y la segunda de vidrio crown, en cuyo

caso v, <V, y de laec. (10.15) deducimos que P, <0y P, > 0,
* que la primera lente sea de vidrio crown y la segunda de vidrio flint, en cuyo
caso v, >V, y de la ec. (10.15) deducimos que P, >0y P, < 0.

En ambos casos la lente positiva es crown y la negativa flint. En la figura 10.4 se
puede ver el esquema de un doblete acromadtico pegado con el trazado de rayos corres-
pondiente y en la figura 10.5 se muestran algunos de los dobletes més utilizados, siendo
de entre todos ellos el més usado el de Fraunhofer. La utilizacién de dobletes con la
primera lente tipo Crown es mas usual debido a la mayor resistencia de estos al uso.

Ficura 10.4. Doblete acromdtico pegado.

' crown
Fraunhofer

cementado

gaussiano contacto de borde contacto de centro

contacto de borde contacto de centro

Figura 10.5. Algunos tipos de dobletes acromdticos.
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Cuando se utilizan dobletes para corregir la aberracién cromatica, hay que tener
cuidado pues en ocasiones presentan aberraciones monocrométicas importantes. El
doblete de Fraunhofer cementado por su forma convexo plana puede ser, por otra
parte, adecuado para corregir la aberracion esférica y el coma.

X.5.- DOBLETE ACROMATICO SEPARADO

Supongamos ahora que tenemos dos lentes delgadas separadas por una distancia
“e”; la potencia serd ahora:

P=P +P,—ePP, (10.16)
La variacién de potencia debido al indice de refraccion ser:
AP = AP, + AP, — ¢(P AP, +P,AP,) (10.17)

Recordando ahora el valor de AP para cada lente (ec. 10.4) e imponiendo la
condicién AP = 0 obtendremos la condicién de acromatismo para el doblete separado:

0:&+’Ij—2—eP1P2[—]_+L (1018)
vV, Vv, Vi V2

Con esta ecuacién y la ec. (10.16) podemos obtener el valor de cada una de las
potencias de las lentes conociendo el valor de “e”. Si las dos lentes son del mismo
vidrio, las dispersiones son iguales y entonces:
0=P P 2
vV v v
_P+P, '+,
¢ 2PP, 2
La ecuacién (10.18) que expresa el acromatismo para un doblete separado, ase-
gura que la potencia total no varfa al cambiar la longitud de onda. Dado que l'a
posicién de los planos principales depende de las focales de cada lente, cada posi-
ci6n imagen para cada longitud de onda se mediré desde sitios distintos y, por tanto
no queda corregida la aberracién cromética longitudinal. Sin embargo, puesto que el
aumento lateral viene dado por la expresion:

0=P +P,-2ePP, = (10.19)

| - a'
p=1-3
si las distancias a’ de las longitudes de onda C y F son iguales y la potencia también,
las imdgenes obtenidas serdn ambas del mismo tamafio y, por tanto, se habr4 corre-
gido la aberracién cromdtica de aumento (fig. 10.5). Para corregir la aberracién
cromdtica de posicién (fig. 10.6) las potencias para las longitudes de onda Cy F no
pueden ser iguales.
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Figura 10.7. Doblete separado con correccidn de AC de posicion.

Existe la posibilidad de que una (o las dos) de las lentes del doblete separado sea,
a su vez, un doblete pegado. En este caso, al calcular los pardmetros del doblete

separado, se usan como fndice n y nimero de Abbe v del doblete pegado los valores
equivalentes:

__P+P v= P +P,
P/ P P/ P
ST R, 0

donde P, n y v, son los pardmetros de la primera lente del doblete pegado, P,, n,
Yy V, son los pardmetros de la segunda lente del doblete pegado. Con esta opera-

cion, se pueden conseguir valores equivalentes de n y v que no corresponden a
ningdn vidrio real existente.

n

X.6.- ABERRACIONES EN VISION

Evidentemente todas las aberraciones estudiadas hasta ahora, tanto las crométi-
cas como las monocrométicas, no tienen la misma importancia para los procesos de
vision o en el disefio de las lentes compensadoras.
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En lo que se refiere a las aberraciones monocromdticas, tanto la aberracién
esférica, como el coma, el astigmatismo, la curvatura de campo y la distorsién
influyen como ya hemos visto en la calidad de la imagen final. Todas, excepto la
aberracién esférica, son aberraciones fuera de eje vy, si bien la colocacién adecuada
de diafragmas puede eliminar la presencia de alguna de ellas, esto no es siempre
viable cuando el sistema implicado es el 0jo. A continuacién vamos a ver la influen-
cia en el proceso de la visién de cada una de las aberraciones y como paliar sus
posibles efectos.

« Aberracién esférica. Como hemos visto, la aberracién esférica es el mayor
problema en sistemas 6épticos de gran apertura. Debido al pequefio didmetro
de 1a pupila, el haz de luz incidente en el ojo estd bastante limitado de modo
que el ojo se puede considerar como un sistema optico de pequefia apertura.
Asi pues, la aberracién esférica es relativamente poco importante en el ojo,
aunque puede hacerse mds importante cuando la pupila estd dilatada. La
agudeza visual o el poder resolutivo del ojo quedan afectados por esta aberra-
cién cuando la pupila es mayor de 2,5 mm de didmetro.

En la reduccién de los efectos de la aberracion esférica en el ojo intervienen
otros factores. Las zonas periféricas de la cornea se alejan de la forma esférica
haciéndose mds planas de modo que refractan menos que la porcion central. La
parte central del cristalino refracta mas que sus zonas exteriores debido a un
pequefio aumento del indice de refraccién en su centro. También, la luz inciden-
te en la c6rnea periférica contribuye menos a la sensacién luminosa de la imagen
retiniana, dando asi mayor peso a la accién de la cornea central.

El cambio de curvatura puede aplicarse a una lente oftdlmica para reducir su
aberracidn esférica igualando la cantidad de refraccion dada por ambas super-
ficies de la lente. En general, la aberracién esférica s6lo es importante en
lentes oftdlmicas para potencias de +10 D o mds. En tal caso las superficies
asféricas, pueden usarse para reducir la aberracién. Por dltimo, hay que tener
en cuenta que esta afirmacién no es cierta para las lentes de contacto o las
lentes intraoculares.

» Astigmatismo. El astigmatismo oblicuo en el ojo, debido a rayos que entran

fuera de eje es relativamente poco importante por varias razones. Su efecto es
reducido por el aplanamiento y el bajo poder resolutivo de la retina periférica.
La curvatura de la retina, ademads, coloca el circulo de minima confusion
donde la calidad de la imagen es 6ptima. Por supuesto el ojo puede sufrir
también de astigmatismo refractivo debido a pérdidas de esfericidad de la
cérnea y, en menor grado, del cristalino. Cuando ambos tipos de astigmatis-
mo estdn presentes, la compensacién se lleva a cabo usando cambios de
curvatura en la lente oftdlmica con una superficie térica.
En cambio, la refraccién de los rayos oblicuos a través de una lente oftdlmica
conducen a la mds importante de todas las aberraciones. El astigmatismo
oblicuo es normalmente el de mayor interés en el disefio de lentes oftdlmicas
y usualmente se controla modificando la forma de la lente o con el uso de
superficies asféricas.
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Coma. Como la aberracién esférica, el coma es una aberracién dependiente
de la apertura y se beneficia del esfuerzo para reducir el astigmatismo obli-
cuo. No es importante en el ojo por las mismas razones presentadas en
nuestra discusién sobre el astigmatismo. Asimismo, en las lentes oftilmicas,
tampoco es de gran importancia debido a que los radios de curvatura utiliza-
dos son mucho mayores que el didmetro pupilar.

Curvatura de campo. Esta aberracién se reduce en el esfuerzo de corregir el
astigmatismo oblicuo usando una lente con forma de menisco. No es una
aberracién importante del ojo. La curvatura de la superficie retiniana ayuda a
corregir 1a curvatura en la imagen. Como deciamos anteriormente, la reducida
resolucién disponible en la retina periférica ayuda a superar el efecto de
empeoramiento en la calidad de la imagen. Algunas curvaturas de campo
pueden simplemente compensarse por la acomodacién en el ojo hipermetré-
pico.

La curvatura de campo puede ser importante en la visidn periférica a través de
una lente oftdlmica, debido a que los rayos forman grandes dngulos con el eje
optico. Generalmente estd asociada al astigmatismo por incidencia oblicua y
junto con €, es de gran importancia en el disefio de lentes oftdlmicas, mejo-
rando ambas aberraciones al modificar la forma de la lente aunque las solu-
ciones para anular cada una de ellas no son exactamente las mismas.
Distorsién, Hay poca distorsién en el ojo en si. Esta aberracién no es impor-
tante por las mismas razones dadas antes para e] astigmatismo ocular. Sin
embargo, la distorsién puede aparecer cuando se observa a través de la
periferia de lentes esféricas de alta potencia. Las lentes positivas muestran
cierta distorsién en corsé mientras que las negativas exhiben distorsién en
barril. Cuando esta aberracién existe, puede ser disminuida con cambios
drésticos en la curvatura de la lente. Tales lentes son dificiles de hacer y poco
estéticas, por lo que la distorsién es normalmente ignorada en el disefio de
lentes oftdlmicas con superficies esféricas. Para mejorar las prestaciones de
las lentes en lo que respecta a esta aberracién, se utilizan las superficies
asféricas.

Aberracién cromética. Como hemos visto en este iltimo capitulo, la aberra-
¢ién cromdtica resulta cuando la luz incidente es policrémica, lo cual es casi
siempre el caso. En el 0jo, la separacidn entre el azul y el rojo del espectro en
el eje dptico es de aproximadamente entre 1,5 y 2 D cuando el amarillo-verde
o la parte mas sensible del espectro estd enfocada en retina. Normalmente
considerada una desventaja, la aberracién cromdtica en el ojo puede tener
también un uso practico. Debido a que la luz azul estd enfocada mas cerca de
la cérnea que la luz roja, su presencia puede ayudar a obtener una evaluacién
cualitativa de la presencia de miopfa o hipermetropia. Si un filtro delante del
0jo, tal como un vidrio de cobalto, admite sélo luz azul y roja dentro del ojo,
un hipermétrope verd un centro azul en un campo rojo, mientras un miope
verd un centro rojo en un campo azul. Ademads, la aberracién cromética del
0jo permite minimizar el esfuerzo en la acomodaci6n ya que, generalmente,
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el ojo focaliza en la retina las radiaciones rojas para los objetos lejanos y las
azules para los objetos préximos.

La dispersiéon cromética no tiene mayor consideracién en lentes de baja
potencia, pero en lentes de alta potencia puede conducir a la observacion de
bordes laterales coloreados en la imagen cuando la vision se realiza en las
partes externas (periféricas) de la lente. Esta condici6n existe cuando se usan
vidrios de alto indice, como flint, en ciertos tipos de bifocales.

Bl grado de dispersion cromatica estd determinado por el material de la lente
y no le afectan los cambios de curvatura de la lente. Puede compensarse
mediante el uso de un doblete, pero el espesor final y el peso de la lente lo
hace poco préctico en las lentes oftdlmicas.
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CUESTIONES

1.- Calcular la relacién entre los niimeros de Abbe de las lentes que forman un
doblete acromatico pegado teniendo en cuenta que la potencia de una de ellas es
de 5 D y la potencia total del doblete es de 2 D.

Puesto que la potencia total del doblete es de 2 D y la potencia de una de las
lentes que lo componen es de 5 D, la potencia de la otra lente sera:

P=P+P, = 2=5+P, = P,=-3D

Por otra parte, aplicando la condicién de acromatismo en un doblete pegado se
obtiene que la relacidn entre los niimeros de Abbe de las dos lentes del doblete debe

ser:
L O S P O O
vV, Vv, v, Vv, v, 3

2.- Una lamina plano paralela en aproximacion paraxial, ;qué aberraciones
presenta?

En zona paraxial, la ldmina plano paralela es un sistema estigmatico (como ya
hemos visto en el capitulo 5) ya que produce un desplazamiento axial que es
independiente del 4ngulo de incidencia. Pero este hecho es cierto cuando la ldmina
opera con luz monocromaética, si se emplea luz policromética existird una dispersién
cromdtica debido a la refraccién en las dos caras de la lente. Esto se pone de
manifiesto en la expresién para el desplazamiento axial L=d(l-1/n) que, como
vemos depende del indice de refraccion y, por tanto, de la longitud de onda. Esto
significa que las imdgenes correspondientes a las distintas longitudes de onda estardn
separadas entre si y habra una cierta aberracién cromadtica de posicién. Ahora bien
como la ldmina (sumergida) no produce desviacidn, sino tinicamente un desplaza-
miento de los rayos de luz, es cierto que las distintas longitudes de onda saldran
separadas entre si pero todas ellas paralelas a la direcci6n inicial del rayo.

3.- Una lamina plano paralela de vidrio crown 523:587 produce, en condiciones
paraxiales, un desplazamiento axial de 5 mm. Sabiendo que el producto de los
indices n_n; = 2.33, calcular la aberracién cromdtica longitudinal producida
por la lamina. Calcular asimismo los indices n, y n, del vidrio.

Sabiendo el desplazamiento producido y el indice de refraccién para la linea d,
podemos conocer el espesor de la ldmina:

L=d 1—l = 5=d1—L = d=14.56mm
n 1.523

La aberracién cromadtica longitudinal producida por la ldmina sera:
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g .‘ _
ACL=L,-L, =d(l——1— J—d[l—i J:d(i—ijzd’“ e
Ng L Do g DeNe

& s

Y teniendo en cuenta la expresién del nimero de Abbe:

-1 1.523-
v=14 = se7=102 L —0.0089
g —Nc Ny —N¢
sustituyendo ahora en la expresion para calcular la ACL:

ACL =14.56 L = 0.06mm
2.33

Por otra parte, para calcular los indices para las lineas C y F:

n, —n. =0.0089 ng =1.531
=
ngn. =233 n. =1.522
4.- En un doblete separado, la condicién AP = 0 implica corregir el cromatismo
de posicion, (cierto o falso?, ;por qué?

Es falso. La condicién AP = 0 que expresa el acromatismo para un doblete
separado, asegura que la potencia total no varia al cambiar la longitud de onda. Dado
que la posicién de los planos principales depende de las focales de cada lente, cada
posicidn imagen para cada longitud de onda se medird desde sitios distintos y, por
tanto no queda corregida la aberracién cromatica longitudinal. Sin embargo,
puesto que el aumento lateral viene dado por la expresion:

U a"

p=1- T

si las distancias a’ de las longitudes de onda C y F son iguales y la potencia también,

las imdgenes obtenidas serdn ambas del mismo tamaiio y, por tanto, se habra corre-
gido la aberracién cromética de aumento.

5.- Para conseguir un doblete acromatico pegado de 5 D se combinan dos lentes
cuyos niimeros de Abbe son 64 y 32. Calcular las potencias de las dos lentes.

Utilizando las expresiones de la ecuacién (10.16) que nos permiten calcular las
potencias de las dos lentes del doblete y sustituyendo los datos:

Pv,

P = 5% 64
LoV Fi=ga_3n 1P
S| o SR g
i 64-32
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6.- Demostrar que en una lente delgada con objeto en el infinito ¥ que trabaja
con luz blanca, el circulo focal minimo est4 situado a una distancia L de la lente

tal que:
1_P+p,
L 2
r
% Pl B
I f'r
L
e
De la figura se deduce que:
ol P
f,F L_f,F r=p f,F _ f’C
th=%= ’p L-f, f'.-L
f'e f.-L
—f’ o—L £+
Loty Led L+ )=2f fy = 1+ =lrte
% £ L 2% £
1_Fe+Pe
L 2

7.- Una lente delgada de 5 D fabricada con un material 580:410 trabaja con un
haz paralelo de luz blanca. El circulo focal minimo est4 situado a 199 mm de la
lente. Calcular el tamafio de dicho circulo si la lente tiene 5 cm de didmetro.

De la cuestién anterior sabemos que el circulo focal minimo se forma a una
distancia L de 1a lente tal que:

P
L. FPe*Pe o pyp =2
L~ 2 L

Por otra parte, también sabemos que la diferencia de potencias para las longitu-
des de onda C y F se puede obtener por la expresi6n:

239
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Sumando ambas ecuaciones y sustituyendo los valores numéricos:

2 P 1{ 2 5 j_ . 6
=+ === 4+ = |=508D = f';=19.66cm
W=yt T 2(0.199 41 F
También de la cuestién anterior, la relacién entre el tama.ﬁo de la lente, r, y el
tamafio del circulo focal minimo, p, viene dado por la expresion:
! r(L -1
r= p j = el p — _( ; F_)
L-f% f's

_25(199-19.66) _, 0=031mm
19.66
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