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Problema de la mochila: planteamiento

Datos: 1 objetos, cada uno con un peso p; > 0y un valor v; > 0.
Los objetos son fraccionables.
La mochila soporta un peso total maximo M > 0.

Objetivo:  Maximizar Y} ; x;v; con la restriccién Y | x;p; < M,
X; es la fraccién del objeto i metida en la mochila, 0 < x; < 1.

Suponemos }!' ; p; > M.

La solucién éptima deberd llenar la mochila por completo: }I' ; x;p; = M.
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Problema de la mochila: estrategia

Si un objeto es bueno, cuanto mas cantidad metamos en la mochila mejor.

fun mochila-v1(P[l..n], V[1..n] de real ™, M : real™) dev sol[1..n] de real
sol[1..n] := [0]
peso = 0
mientras peso < M hacer
i := el mejor objeto restante
si peso + P[i] < M entonces
sol[i] :==1
peso := peso + P[i]
si no
sol[i] := (M — peso)/P[i]
peso == M
fsi
fmientras
ffun
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Problema de la mochila: selecciéon de objetos
i Cual es el mejor objeto restante?

@ Objeto mds valioso: incrementar el valor total lo mas répido posible.
® Objeto mas ligero: agotar el peso lentamente para que quepan mas objetos.

M=100,n=5 1| 2 314|5

pi |10 | 20 | 30 | 40 | 50
v; | 20| 30 | 66 | 40 | 60
21201522112

pi
Seleccionar X; valor
max v; 001105 1 146
min p; 1111 1 0 156
max % 1111 0 0,8 | 164

@ Objetos muy valiosos pero muy pesados.
® Objetos muy ligeros pero poco valiosos.

Solucién: maximizar la relacién valor por unidad de peso.
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Problema de la mochila: Demostracién de optimalidad

Objetos ordenados en forma decreciente respecto a su valor por unidad de
peso:

9592, 9

P1 P2 Pn

y sea X = (xq,Xp,...,xn) la solucién construida por el algoritmo voraz.

Si todos los x; son 1, la solucién es éptima.

En caso contrario, sea j el menor indice tal que x; < 1.
El algoritmo asegura que x; = 1sii <jyx; =0sii>j.

Sea V(X) = L' ; x;v; el valor total de la solucién X.

Comparamos la solucién X con una solucién Y cualquiera:

V(X)-V(Y) = i (xi —yi)vi = i (% — yi)pi=.

i=1 i=1 Pi

i <j setiene x; = 1y, por tanto, x; —y; > 0. Ademds v:', >4,

P
. . . , . ;i
i > ] setiene x; = 0y, por tanto, x; —y; < 0. Ademads ;’7‘ < ,7’
1 7

. . - Vi Uj

i =7 es obvio que ;t = L.

J e T
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Vi:1 <i< n, se tiene que

0; Yj
sy —y )L
(x; ./1)p > (x 1)}7]
y por tanto,
n v] v: n
VX)=V(Y) =Y (i—yipi= = = Y (xi — yi)pi.
i=1 Fi  Piiza

Ahora bien, % > 0 (todos los valores y pesos son positivos).

Por otra parte,

n n
Y oxpi=M A Y ypi <M
i=1 i=1

Por lo que finalmente

n v] n n
Yo (i —yipi = (Y xipi = Y vipi) >
i bi iza i=1
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Problema de la mochila: Algoritmo voraz
fun mochila-v2(P[1l..n],V[1..n] de real*,M : real™) dev (sol[1..n] de real, valor : real)
var D[1..n] de real™,I[1..n] de 1..n  { para ordenar los indices }

para i = 1 hasta n hacer
DJi] := P[i]/ V]i]

fpara

I := ordenar-indices(D)

peso :=0; i:=1; wvalor :== 0

mientras i < n Ac peso+ P[I[i]] < M hacer
{ podemos coger el objeto I[i] entero }
sol[I[i]] := 1; peso := peso + P[I[i]]
valor := valor + V[I[i]]
i=1i+1

fmientras

si i < n entonces { partir el objeto I[i] }
sol[I[i]] := (M — peso)/P[1]i]]
valor := valor + V[I[i]] * sol[I[i]]
para j =i+ 1 hasta n hacer

sol[I[j]] == 0

fpara

fsi

ffun

Coste: ordenacién de indices: @(nlogn); inicializacién + bucle voraz: ®(n).
Total: ©(nlogn).
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Caracteristicas generales

Conjunto de candidatos para construir la solucién.
A medida que avanza el algoritmo se van formando dos conjuntos:

e candidatos seleccionados: formardn parte de la solucién,
e candidatos rechazados definitivamente.

Funcién de seleccion indica cudl es el candidato mas prometedor de entre los
atin no considerados.

Test de factibilidad comprueba si un candidato es compatible con la solucién
parcial construida hasta el momento.

Test de solucién determina si una solucién parcial forma una solucién
completa.

Funcién objetivo asocia un valor a cada solucién (problemas de optimizacién).

Yolanda Ortega Mallén DIAL 20-21 10 / 51



Funcionamiento general

e Optimizacién local. Seleccionar en cada etapa el mejor segiin cierto
criterio, sin tener en cuenta elecciones previas/futuras.

e Afiadir a los seleccionados el candidato devuelto por la funcién de
seleccién si se sigue cumpliendo el test de factibilidad. Si no, rechazarlo.

e Cada candidato se trata una sola vez. Las decisiones tomadas nunca se
reconsideran.

e Los algoritmos son sencillos y eficientes.

e Importante: demostracién de correccion.

e Método de reduccion de diferencias: comparar una solucién éptima con la
solucién obtenida por el algoritmo voraz. Si no son iguales, transformar la
solucién éptima de forma que contintde siendo éptima, pero mds parecida
a la del algoritmo voraz.
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Esquema de algoritmo voraz

fun voraz(datos : conjunto) dev S : conjunto
var candidatos : conjunto
S:= @ {en S seva construyendo la solucién }
candidatos := datos
mientras candidatos # @ A —es-solucién?(S) hacer
x := seleccionar (candidatos)
candidatos := candidatos — {x}
si es-factible?(SU {x}) entonces S := SU {x} fsi
fmientras
ffun

Yolanda Ortega Mallén (UCM) DIAL 20-21 12 / 51



Aplicaciones en méviles

Tenemos n aplicaciones A1, A,, ..., A, que queremos instalar en nuestro mévil.
1,412

La aplicacién A; ocupa m; MB y nuestro mévil tiene M MB disponibles. Se
1 1

quiere maximizar el ndmero de aplicaciones almacenadas en el mévil.

n
Supondremos que M < Y1 | m;.
Considerar las aplicaciones ordenadas de menor a mayor tamafo:

e si la aplicacién cabe todavia en la memoria, instalarlo y pasar a la
siguiente;
e si la aplicacién no cabe, descartarla y terminar.

{m[l] <m2] <...<mn] A YL ,mli] >M}
fun aplicaciones—en-mévil(m[l..n] de real™, M : real) dev X[1..n] de {0,1}
X :=1[0]; acumula :=0; i:=1
mientras acumula + m[i] < M hacer
X[i] =1
acumula := acumula + m{i]
i=1i+1
fmientras
ffun
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Aplicaciones en mdviles: correccién

La estrategia conduce siempre a una solucién éptima.
Solucién cualquiera Z = (z1,22,...,2n):

z; = 0 la aplicacién A; no se instala,
z; =1 A; forma parte de la solucién.

. N . e
Nimero de aplicaciones instaladas: )\, z;.
Comparamos la solucién de la estrategia voraz, X, con una solucién éptima Y.

La estrategia voraz escoge solo las k primeras aplicaciones:
Vi:l<i<k:x;=1yVi:k<i<n:x;=0.

Empezando a comparar (de izquierda a derecha) con Y, sea j > 1 la primera
posicién donde x; # y;:

11 ... 1 ... 1 0 ... 0
X1 X2 ... Xj oo X Xgg1  o--- Xn
= = ... #

YioY2 o Yo Yk Ykl oo Yn

Siy; #xj =1, tenemos y; =0, y Z]i:ly,» =j—1 <j:Z]-:1x,-.
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Como Y es éptima, Y /' 1 y; > )/L; x; = k. Existe | > k > j tal que y; = 1.

T 1 ... 1 ... 1 o ... 0 ... 0
X X2 e X X X1 oo Xp ... Xp
= = ... ;é #

i Y2 - Yoo Yo Ykt o --- Y1oo-ee Yn

Como las aplicaciones estan ordenadas por tamafio, m; < my;y si A; cabe en el
movil, podemos poner en su lugar A; sin sobrepasar la capacidad total.

Con el cambio obtenemos Y’ con yi =1 =1j, y; =0y para el resto y; = y;.
Esta nueva solucién es mas parecida a X, y tiene el mismo niimero de
aplicaciones que Y (sigue siendo Sptima).

Repitiendo el proceso, vamos igualando las aplicaciones en la solucién éptima a
las de la solucién voraz X, hasta alcanzar la posicién k.
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Atencién a pacientes: tiempo medio minimo

En un centro de salud n pacientes llegan simultdéneamente a la consulta de un
médico; cada paciente va a necesitar un tiempo de atencién ;.

Se desea minimizar el tiempo medio de estancia de cada paciente en el centro
de salud, esto es, el tiempo transcurrido desde que ha llegado a la consulta y
termina de ser atendido.

El problema consiste en minimizar

donde T; es el tiempo en el centro de salud del paciente i.

Como n esta fijo, esto es equivalente a minimizar el tiempo total

T; = tiempo de atencién (t;) + tiempos de los pacientes atendidos antes

Yolanda Ortega Mallén (UCM) DIAL 20-21 16 / 51



Ejemplo: n =3, t1 =5, 1, =10, t3 =3
Orden de atencién: 1, 2, 3

T =5+ (5+10) + (5+10+3) = 38

Orden de atencién: 1, 3, 2

T=54+(5+3)+(5+3+10) =31

Orden de atencién: 3, 1, 2

T=3+(3+5)+(3+5+10) =29

Planificacién éptima: atender a los pacientes por orden creciente de tiempo de
atencién.
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Sea I =1iq,ip,...,1; una permutacién cualquiera de los enteros de 1 a n.

T(I) = tip+(t +t,)+ (t +t, Ht) + o+ (b, + o+ 8,
= nt; + (1’[ — 1)[’1'2 + -4 2[’1'”71 +t,
n
= Z(Tl*k‘l’l)tik.
k=1

solucién algoritmo X | | a | |

solucién éptima Y | | b | | a | |

] k

Las soluciones son iguales hasta la posicién j. Como el algoritmo atiende a los
pacientes en orden creciente de tiempo de atencién, f; < f;.

Existe una posicién k > j donde la solucién éptima Y atiende al paciente a.

Modificamos la solucién Y intercambiando los pacientes de las posiciones j y k:

v [ fe]l  Jo] ]
j k

Y’ sigue siendo solucién (permutacién de los pacientes), jsigue siendo éptima?
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T(Y)=( i (”—l-l-l)ty,)+(n—j+1)tb+(n—k+1)ta
1=1
I#ik

T(Y) = ( i (n—l—i—l)ty,) +(n—j+ D+ (n—k+1)t
=1
Ik

TY)-TY') = m—j+Dt+n—k+Dts— n—j+Dt;— (n—k+ 1),
—jty + kty, — ktg + jta

= ty(k—j) = talk—})

= (=)t —ta)

>0

Y’ es también Sptima.
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Pokémon Go

jZeraora, Charmander, Bulbasaur, Pikachu y otros Pokémon se han escondido
por nuestra Facultad! Ahora es tu oportunidad de descubrirlos y capturarlos.
Cada Pokémon tiene un valor (positivo) asociado y estard disponible para ser
capturado solo durante unos cuantos dias, pasado este periodo, el Pokémon
desaparecerd para siempre.

Teniendo en cuenta que capturar un Pokémon exige un dia completo de
blsqueda, tienes que decidir cudles Pokémon capturar y cudndo hacerlo para
maximizar el valor total.
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Pokémon Go: Estrategia voraz

Cada Pokémon lleva asociado un valor v; > 0 que solo podra contabilizarse si el
Pokémon es capturado sin superar el plazo correspondiente p;.

Una secuencia de captura (i1,i,...,i) de un conjunto de Pokémon es
admisible si el plazo correspondiente a cada Pokémon es posterior al momento
de su captura:

Vi:1<j<k:pi=]j.

Un conjunto de Pokémon es factible si existe alguna secuencia de captura
admisible.

Estrategia voraz: cada dia se escoge el Pokémon con mayor valor de forma que
el subconjunto formado siga siendo factible.
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Pokémon Go: correccién

Sean X la solucién del algoritmo voraz e Y una solucién dptima.
Sean Sy y Sy secuencias admisibles de los Pokémon de los subconjuntos X e Y.

Primero transformamos Sy e Sy de tal forma que los Pokémon comunes se

capturen en los mismos dias. P
ss_ [« [ [ |
Sy | [«] |

d

Comparamos ahora las secuencias S% y S,

Sk | [«] |
= #

st | [A] |
k

Si no se captura ningtin pokémon el dia k en S% (S!,) se considera v, =0
(Uﬁ = 0).

Uy > vg imposible, mejorariamos Y.
vy < vg imposible, el algoritmo habria considerado  antes que «.
Uy = vg se puede cambiar  por w en Y.
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Pokémon Go: comprobacion de la factibilidad

Para determinar si un conjunto de Pokémon es factible, basta con encontrar
una secuencia de captura admisible.

Lema 1

Un conjunto P de Pokémon es factible si y solo si la secuencia de los Pokémon
de P ordenados de forma creciente seguin plazo es admisible.

Demostracion:

(«<=) Trivial.

(=) Por contrarreciproco.

Sea P={Py,..., Py} conp; <pr <...<py,

tal que la secuencia P1, Py, ..., P no es admisible,

es decir, existe algin Pokémon P, r € {1,...,k}, tal que p, <.

Pero entonces se cumple que p; <pp < ... <p,_ 1 <pr <r—1,
es decir, hay r Pokémon cuyos plazos son menores o iguales que r — 1, y por
tanto es imposible capturar todos los Pokémon dentro de su plazo.

El conjunto P no es factible.
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-

{Vl]>V[2]>...>V[n] }
fun Pokémon-v1(P[l..n],V[1l..n] de nat*) dev ( Pokémon[l..n] de 1.1,k : 1.n)
{ Pokémonli] es el Pokémon capturado en el dia i, paraientre 1y k }
{ k es el nimero total de Pokémon capturados }
var aux[l.n] de1.n  { secuencia auxiliar, ordenada por plazos }

k:=1; aux[1] :=1 { el primer Pokémon siempre se captura }

para i = 2 hasta n hacer

{ buscar hueco }

d:=k

mientras d > 0 A; (Plaux[d]] > P[i] A Plaux[d]] > d) hacer
d:=d-1

fmientras

{d =0V Plaux[d]] < méax(P[i],d) }
si P[i] > d entonces { puede hacerse }
{ desplazar un dia los Pokémon posteriores }
para j =k hasta d+1 paso — 1 hacer aux[j + 1] := aux[j] fpara
aux[d+1] :==i; k:=k+1
fsi
fpara
Pokémon[1..k] := aux[1..k]
ffun

Coste: @(n?)
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Comprobacién de la factibilidad, segunda posibilidad

Lema 2

Un conjunto P de Pokémon es factible si y solo si la secuencia de los Pokémon
de P donde estos se capturan lo mas tarde posible, es admisible.

Demostracion:
lo mas tarde posible = el dia libre mas tardio y que no se pase de plazo:

d(i) =méx{d |1 <d <min{n,p;} AN (Vji:1<j<i:d#d(j))}.

(«=) Trivial.

(=) Por contrarreciproco.

Supongamos que existe algtin Pokémon en P tal que todos los dias antes de
que expire su plazo p estdn ocupados.

Para I = min{n,p} sea r > I el primer dia libre; entonces en P hay al menos r
Pokémon con plazo menor que 7, y por tanto es imposible capturar todos los
Pokémon de P dentro de su plazo.

El conjunto P no es factible.
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Implementacion del test de factibilidad

Definimos una relacién de equivalencia sobre los dias de captura.
libre(i) = méax{d < i | d libre }, es decir, el primer predecesor libre de i.

iy j estardn en la misma clase si y solo si libre(i) = libre(j).

libre(i)=libre(j)

| N

i j

Para que libre(i) esté definido incluso si todos los dias estdn ocupados, se
considera también el dia 0, que permanecera siempre libre.

Cada Pokémon P; deberfa capturarse en el dia libre(p;), porque representa el
ultimo dia libre que respeta su plazo.
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Implementacion del test de factibilidad

libre(i) cambia a medida que se va planificando la captura de los Pokémon.

Inicio No se ha planificado ninguna captura y cada dia estd en una clase de
equivalencia diferente:

Vi:1<i<mn:libre(i) =i
Captura de P; en libre(p;) # 0 Hay que fusionar la clase de equivalencia a la
que pertenece libre(p;) con la correspondiente al dia anterior.

Utilizar una estructura de particién en conjuntos disjuntos.
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{vil]>V]2]>...>V[n] }
fun Pokémon-v2(P[1..n],V[1..n] de nat™) dev (Pokémon[l..n] de 1.,k :1.n)
var L[0..n],aux[1..n] de 0..n, particion : particién[0..n]

I := P[1]

para i = 2 hasta n hacer

I := max(l,P[i])

fpara

I := min(n,l)

particion := crear-particién(l+1) { {0}, {1}, ..., {I} }

aux[1..l] := [0]

para i = 0 hasta [ hacer
L[i] :==i

fpara

para i =1 hasta n hacer  { recorrer Pokémon de mayor a menor valor }
1 := buscar(min(n, P[i]), particion)

m = L[cy]
si m # 0 entonces
aux[m] = i
¢y = buscar(m — 1, particién)
unir(cq, ¢p, particion) ; Llcq] := L[co]
fsi
fpara
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{ comprimir solucién }

k=0

para i = 1 hasta [ hacer
si aux[i] > 0 entonces

k:=k+1; aux[k] := aux]i]

fsi

fpara

Pokémon[1..k| := aux[1..k]

ffun

Coste: @(nlogn)
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Arboles de recubrimiento de coste minimo

Los residentes de Barro City son demasiado tacafios para pavimentar las calles
de la ciudad; después de todo, a nadie le gusta pagar impuestos. Sin embargo,
tras varios meses de lluvias intensas empiezan a estar cansados de enfangarse
los pies cada vez que salen a la calle.

Debido a su gran tacaneria, en vez de pavimentar todas las calles de la ciudad,
quieren pavimentar solamente suficientes calles para poder ir de una
interseccion a otra en la ciudad siguiendo una ruta pavimentada, y sobre todo
quieren gastarse tan poco dinero como sea posible en la realizacién de esta
pavimentacién.

A los residentes de Barro City no les importa caminar mucho con tal de ahorrar
dinero.
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Arboles de recubrimiento de coste minimo
G = (N, A) grafo conexo, no dirigido y valorado.

e Hallar T C A tal que G’ = (N, T) siga siendo conexo y la suma de las
aristas de T sea lo menor posible.

e Un grafo conexo con n vértices debe tener al menos n — 1 aristas.

e Un grafo con n vértices y mds de n — 1 aristas contiene al menos un ciclo.

T debe tener |[N| — 1 aristas y formar un arbol. J

G’ se denomina drbol de recubrimiento de coste minimo (ARM).
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ARM: Algoritmos voraces

Mirar todas las posibilidades requiere un tiempo exponencial en el caso peor.

Algoritmo voraz:

AR := @ ; candidatas .= A
mientras queden vértices sin conectar hacer

a := seleccionar (candidatas) ;

candidatas := candidatas — {a}

si sin-ciclos?(ARU {a}) entonces AR := ARU {a} fsi
fmientras

Dos estrategias:

Algoritmo de Kruskal Seleccionar en cada etapa la arista mds corta.

Algoritmo de Prim A partir de un vértice cualquiera, construir un arbol
seleccionando en cada etapa la arista mds corta que extienda el arbol.
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ARM: Propiedad

e Un conjunto de aristas es prometedor si puede extenderse hasta un ARM.
e Una arista sale de un conjunto de vértices si tiene exactamente un extremo

en el conjunto.

Lema

G = (N, A) grafo conexo, no dirigido y valorado.

® subconjunto B C N,

e T C A conjunto prometedor tal que ninguna arista de T sale de B,
® g la arista mas corta que sale de B.

Entonces T U {a} es prometedor.

Demostracion: Sea &/ un ARM de G tal que T C U.
Siae U, TU{a} es prometedor. Si no, afiadiendo @ a U creamos un ciclo.

a

@

B

N\B

Yolanda Ortega Mallén (UCM)

Eliminando 4’ el ciclo desaparece:

V=UU{a} —{a'} es un arbol que cubre a G.

La longitud de V no sobrepasa la de U
= )V también es ARM,y T C V
= TU{a} es prometedor.
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ARM: Algoritmo de Kruskal

Inicio T vacio y cada vértice pertenece a una componente conexa
distinta.

Propiedad Las aristas de T pertenecientes a cada componente conexa forman
un ARM para dicha componente.

Seleccién Para hacer crecer T, se examinan las aristas por orden creciente de
longitudes.

Factibilidad Si la arista seleccionada une dos vértices de la misma componente
se rechaza, y si une dos vértices de componentes distintas, se
anade a T.

Final Solo hay una componente conexa = T es un ARM para G.
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Algoritmo de Kruskal: Ejemplo

Paso | Arista Componentes conexas
Inic. - {1} {2} {3} {4} {5} {6} {7}
1 {1.2} {3} {4} {5} {6} {7}

(1L,2)

(2,3) {1.2.3} {4} {5} {6} {7}
(45) {1.2.3} {45} {6} {7}
(6,7) {1,2,3} {4,5} {6,7}
(L4)
(25)
(4,7)

{1,2,3,4,5} {6,7}

rechazada

{1.2,3,45,6,7}
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Algoritmo de Kruskal: Correccién

Proposiciéon 1
Dado un grafo G = (N, A), el algoritmo de Kruskal obtiene un ARM de G. J

Demostracion: T siempre es prometedor.

Induccién sobre el niimero de aristas de T

Base: T = @ es prometedor, porque G es conexo.
Hipétesis de induccién: T es prometedor antes de afiadir la arista a = (u,v).

Paso inductivo: Sea B el conjunto de vértices de la componente conexa que
contiene a u:

e BCN,
® T es prometedor y ninguna arista de T sale de B,
® 7 es una de las aristas mds cortas que sale de B.

Por el lema anterior, TU {a} es prometedor.

Yolanda Ortega Mallén (UCM) DIAL 20-21 36 /51



-
Algoritmo de Kruskal: Implementacién

{ G es conexo }
fun Kruskal(G : grafo-val[n]) dev ARM : conjuntofarista-val]
var P : particién[1..n], A[1..n?] de arista-val,a : arista-val

ARM := cjto-vacio(); num-aristas := 0

P := crear-particién(n)
(A, m) := obtener-vector-aristas(G) { aristas en A[l..m] }
ordenar(A,m)  { por costes crecientes }
i:=1
mientras niim-aristas < n — 1 hacer
a:= Ali]; i:=i+1 { seleccionar arista siguiente }

¢ := buscar(a.origen, P) ; d := buscar(a.destino, P)
si ¢ # d entonces
unir(c,d, P)
afiadir(a, ARM) ; niim-aristas := niim-aristas + 1
fsi
fmientras
ffun

Coste: en @(mlogn) para grafos implementados mediante listas de adyacentes;
en @(n? + mlogn) para grafos con matriz de valores.
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ARM: Algoritmo de Prim

o EI ARM va creciendo empezando por una raiz arbitraria.
e En cada etapa se afiade una nueva rama al arbol.

o El algoritmo termina cuando el arbol llega a todos los vértices.

Inicio B contiene un unico vértice y T esta vacio.

Seleccién Seleccionar la arista mds corta (u,v) que sale de B (u € By v € B).
Afadirva By (u,v) aT.

Propiedad T es un ARM para los vértices de B.
Final B=N = T es un ARM para G.
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Algoritmo de Prim: Ejemplo

Paso | (u,v) B
Inic. - {1}
(1.2}
{123}
{1.2.3,4}
{1,2,3,4,5}
{1,2,3.4,5,7}
{1,2,3,4,5,6,7}

[0 IS B I~ N OV R ) S
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Algoritmo de Prim: Correccién

Proposicion 2
Dado un grafo G = (N, A), el algoritmo de Prim obtiene un ARM de G. J

Demostracion: T siempre es prometedor.

Induccidn sobre el nimero de aristas de T

Base: T = @ es prometedor, porque G es conexo.
Hipétesis de induccién: T es prometedor antes de afiadir la arista a = (u,v).

Paso inductivo:

e BCN,
e T es prometedor,
® 7 es una de las aristas mds cortas que sale de B.

Por el lema anterior, TU {a} es prometedor.
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Algoritmo de Prim: Implementacién

Representacién del grafo mediante su matriz de costes:

Ca coste Si<i/j>€A
G[z,]]—{+oo si (i,j) €A

e Para los vértices i ¢ B
conexiénli] vértice de B mas préximo a i,
dist-minli] distancia de i a este vértice.

e Para los vértices i € B, dist-min[i] = —1.

Vértice inicial: 1
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Algoritmo de Prim: Implementacién

fun Prim(G : grafo-val[n]) dev ARM : conjuntolarista]
var dist-min([2..n] de reale, conexion|2..n] de 1..n, a : arista
ARM := cjto-vacio()
para i = 2 hasta n hacer
dist-min[i] := G[1,i] ; conexion[i] := 1
fpara
para i =1 hasta n — 1 hacer
{ encontrar el minimo en dist-min }
minimo = oo
para j = 2 hasta n hacer
si 0 < dist-min[j] A dist-min[j] < minimo entonces
minimo := dist-min[j] ; elegido := j

fsi
fpara
a.origen := elegido ; a.destino := conexionlelegido] ; afiadir(a, ARM)
dist-min|elegido] := —1

para j =2 hasta n hacer { actualizar los vectores }
si Glelegido,j] < dist-min[j] entonces
dist-minlj] := Glelegido, j]
conexionlj] := elegido
fsi
fpara
fpara Coste: @(n?) en tiempo, y ®(n) en espacio
ffun
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ARM: Comparacién

Grafo denso m € O(n?)
Kruskal O(n?logn)
Prim O(n?)
Grafo disperso m € O(n)

Kruskal O(nlogn)
Prim O(n?)

Utilizando monticulos se puede obtener un coste para Prim en ©(mlogn) en
tiempo, y ®(n) en espacio:

Grafo denso O(n?logn)
Grafo disperso O(nlogn)
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Caminos minimos

El fantasma de la zarzuela vive oculto en las salas mds recénditas del viejo
Teatro de la Zarzuela de Barro City. El fantasma conoce la existencia de una
red de tineles que recorren el subsuelo de la ciudad, y lo utiliza para
desplazarse en sus correrias nocturnas. Por los tiineles transcurre una corriente
subterranea, de forma que hay que desplazarse por ellos mediante una barca
que es arrastrada en el sentido de la corriente. La red tiene una entrada secreta
desde el teatro y diversas salidas en puntos estratégicos de la ciudad.

El fantasma desea conocer el camino mas corto para desplazarse por la red
subterranea desde el teatro a los otros puntos estratégicos.

Grafo G = (N, A) dirigido y valorado,
N ={1,2,...,n}, aristas de longitud positiva:

caminos minimos desde el origen hasta cada uno de todos los demas vértices.
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Caminos minimos: Ejemplo
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Caminos minimos: Algoritmo de Dijkstra

Vértices N se particiona en dos conjuntos:

e S = vértices seleccionados; la distancia minima desde el origen ya
es conocida;
e C = los candidatos restantes.

Inicio S solo contiene el origen.

Final S =N.
Seleccién En cada etapa, seleccionar un vértice de C cuya distancia al origen
sea minima.

Propiedad El vector D contiene la longitud del camino interno mas corto desde
el origen a cualquier otro vértice.
Camino interno: desde el origen a cualquier otro vértice cuyos vértices
intermedios pertenecen a S.
Para los vértices en S, D contiene la distancia minima desde el origen.

Obtener caminos (no solo la longitud) Utilizar un vector P con el predecesor de
cada vértice en el camino interno minimo.
Recorrer los predecesores hacia atrds hasta alcanzar el origen.
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Caminos minimos: Algoritmo de Dijkstra

. .. [ coste sii—jEA

Matriz de costes G[i,j] = { teo  siiojgA

fun Dijkstra(G[l.n,1.n]) dev (D[2.n],P[2.n]) {O(n?) }
C:=1{23,...,n}
para i = 2 hasta n hacer

D[i] := G[1,1]
Pli] =1
fpara

repetir n — 2 veces
v := vértice en C tal que D[v] sea minimo
C:=C—{v}
para cada w € C hacer
si D[v] + G[v,w] < D[w] entonces
D[w] := D[v] + G[v, w]
Plw] := v
fsi
fpara
frepetir
ffun

Versién més eficiente (O(mlogn), n vértices y m aristas) con monticulos.
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Algoritmo de Dijkstra: Ejemplo

Paso | © C D P

inic. | — | {2,3,4,5} | [50,30,100,10] | [1,1,1,1]
1 51 {2,3,4} [50,30,20,10] | [1,1,5,1]
2 4 {2,3} [40,30,20,10] | [4,1,5,1]
3 3 {2} [35,30,20,10] | [3,1,5,1]
4 2 {} [35,30,20,10] | [3,1,5,1]
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Algoritmo de Dijkstra: Correccién
Proposicién 3

El algoritmo de Dijkstra obtiene los caminos mas cortos desde el origen (v7)
hasta los demas vértices.

Demostracién: Por induccién sobre el nimero de pasos del algoritmo.

(a) vi(#v1) € S = DJi] = longitud del camino m3s corto desde v a v;.
(b) v; € S = DIJi] = longitud del camino interno m3s corto desde vy a ;.

Base: S={v;} = (a) se cumple trivialmente y (b) por cémo se inicializa D.
Paso inductivo (a): Comprobar que tras afiadir v sigue cumpliéndose (a).

e Para los vértices que ya estaban, no cambia nada.
e No hay otro camino interno a v de longitud menor.

d(vy,v) = d(vy,w) +d(w,v) = Dl[}w] +d(w,v) > D|v]
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Algoritmo de Dijkstra: Correccién

Paso inductivo (b): Comprobar que tras afiadir v sigue cumpliéndose (b).

Vw e S :d(vy,w) <d(vy,v)

Se demuestra por induccién sobre el nimero de etapas:
En la primera etapa es trivial. Sea la etapa en que se selecciona vy sea u
el predecesor de v en el camino minimo desde v a v:

%

e 1 se incorpord a S en una etapa anterior que w:
al seleccionar w, v ya era accesible pero no fue seleccionado
= d(v1,w) = D[w] < D[v] = d(vy,v).

e u se incorpord a S en una etapa posterior que w:
por h.i. d(vy,w) < d(vy,u), y d(vy,u) < d(vy,0).
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Algoritmo de Dijkstra: Correccién

Al afadirv a S:

e el camino interno mas corto a w no cambia, o bien
e el camino interno mas corto a w pasa por v.
e v es el dltimo vértice en este camino interno mds corto a w:

El algoritmo compara D[w] con D[v] 4+ G[v,w] y se queda con el menor.

e v es un vértice intermedio en el camino interno mas corto a w y u el dltimo
vértice interno, entonces d(vy,u) < d(vq,0)
= el nuevo camino es al menos tan largo como ir desde v; a u y de ahi a w.
= No es necesario considerar ese tipo de caminos.
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“Greed ...-'ﬁ'-___good. Greed is right.
Greed works.”
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