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Capitulo 1

El campo electroestatico

1.1. Principio de superposicién

Tenemos tres cargas puntuales:

O

q1

Entonces:

Ademas:

En general:
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Lain-Calvo 1.2. LEY DE COULOMB

Proposicion 1. El principio de superposicion afirma que cuando las ecuaciones de comportamiento que Tigen
un problema fisico son lineales, entonces el resultado de una medida o la solucion O de un problema prdctico
relacionado con una magnitud extensiva asociada al fenomeno, cuando estan presentes los conjuntos de factores
causantes I1,..., Iy con k € N, puede obtenerse como la suma de los efectos de cada uno.

Demostracion. Sea f : R™ — R™ una aplicacion lineal que relaciona dos magnitudes fisicas I (input) y
O (output). Supongamos, ademés, que contamos con k € N subsistemas tales que cada uno produce una
magnitud fisica de entrada I,,. Queremos calcular cuél es el valor de O. Para ello:

k
o_f(11+---+1k)—f<21u>
u=1

Y, como f es lineal por hipotesis:

Q.E.D.

1.2. Ley de Coulomb

Tenemos la siguiente situacion:

donde ¢’ y g son cargas puntuales. Entonces:

Axioma 1. La fuerza que la carga q' ejerce sobre q en el vacio es:

7 1 dq, 1 dq.,
/ fry r = —T
T79 7 Areg 12 dmeg 13

donde 7 = % yeo~8,85 % es una constante llamada permitividad eléctrica del vacio y r es la distancia
que separa ambas cargas. Notese que esta fuerza serd atractiva si las cargas son del mismo signo y serd repulsiva
en caso contrario.
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Observacion 1. Por el principio de accién y reaccion, sabemos que se cumple:
Foosg = —Fyq

1.2.1. ;Por qué sabemos que el denominador es r2?

Supongamos que el médulo de la fuerza eléctrica es proporcional a la siguiente expresion:

- 1
‘Fq%q’ X r2+e

A lo largo de la historia se ha llegado a las siguientes acotaciones:

—_

. Cavendish: |e] < 0,02

[\V)

. Maxwell: [¢| <5-107°

w

. Lawton (1936): |g| <2-107°

4. Faller y Hill (1971): |e| < 2,7-10716

1.2.2. Comentarios sobre los limites de ley de Coulomb

Para distancias grandes no hay problema, pues en ese caso la fuerza electroestatica se vuelve despreciable.
Sin embargo, en el limite inferior de la distancia si que hay problemas, pues las fuerzas atémicas empiezan
a no ser despreciables. En general, consideraremos que podemos aplicar la ley de Coulomb para valores de r
que cumplan r > 1079 m.

1.3. Campo eléctrico

Definicién 1 (Campo eléctrico). Llamamos campo eléctrico al vector dado por la siguiente formula limite:

—

" F
E:= lim —
20—0 qo

donde F es la suma de todas las fuerzas que actian sobre la carga qg.
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El concepto de limite esta para indicar que la nueva carga anadida es tan pequefia que su interaccién con
el resto de cargas del sistema es despreciable. Nétese que la propia carga qg es necesaria para el calculo de F',
0

luego el limite es, en realidad, una indeterminacién ik

1.3.1. Caso de una carga puntual

Proposicion 2. El campo eléctrico E generado por una carga puntual ¢' en un punto R del espacio es:

o/ o 1 q/
B (R) -~ 9;
4dmeg 2 "

donde = R — R'.

Demostracion. Partimos del axioma [l en la pagina 6 de forma que:

o L do;
dmeg 12
Aplicando la definicién:
1 d'q.z
E(R) g FR 1 d
w0—=0  qo dmeg 2

Q.E.D.

Notacion 1. Usaremos ’ para denotar las cargas generadoras del campo. Utilizaremos R’ para referirnos a
las posiciones de las cargas respecto a nuestro sistema de coordenadas, mientras que usaremos 7 para las
distancias relativas.
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Lain-Calvo 1.3. CAMPO ELECTRICO

1.3.2. Caso de varias cargas puntuales

Corolario 1. El campo eléctrico generado por n particulas puntuales en un punto R del espacio es:

n
= (3 1 q .
E(R) - %y,
Z47r50r2m

i=1 (

donde 7 = R — R,
Demostracion. Se sigue trivialmente de la proposicion anterior al aplicar el principio de superposicion. Q.E.D.

Ejemplo 1. Imaginemos:

En este caso:

= (3 1 q . q2 . q3 .
FE (R) = <2T10 + 77’20 + TTSO
dmeg \ iy T30 T3

donde:

3y = (z0— ) + (o — ¥})" + (20 — 2)°

En consecuencia:

Por ende:

g / ! !
. 10 (xo — 27,90 — Y1, 20 — 21)

f10= 5 =
Mol o — a4 + (o — 4)? + (20 — 24)°

Nota 1. En general se evitara el uso del subindice 0. Es decir, se usara r% en vez de r%o; x, en vez de xq y asi,

sucesivamente.
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1.3.3. Distribuciones de carga

Definicién 2. Llamamos funciéon densidad de carga volumétrica a:

. dQ
R’) = —
P ( av
que nos devuelve la cantidad de carga d@QQ que hay en un volumen infinitesimal dV situado en el punto R ,
C
siendo [p] = —.

En el caso de una superficie o de una distribucién lineal, existen igualmente:

o (R") = dQ A (R") = @

~ds dl
= : . C 1 C = :
donde o (R ) recibe el nombre de densidad de carga superficial siendo [o] = —S VA <R ) recibe el nombre
m
de densidad de carga lineal siendo [\] = g
m

1.3.3.1. Distribucién volumétrica

Proposicion 3. El campo eléctrico generado por una distribucion de carga cuya densidad de carga volumétrica

viene dada por una funcion p (R”) responde a:

5~ o

Demostracion. Contemplemos una distribucién de carga cualquiera:

FdV’

V/

av’

X

Notese que R=R +7< #=R—R. La densidad de carga del sé6lido viene dada por una funcién:

() -2

SdQ=p (E’) v’
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El diferencial de volumen que tomo va a ser lo suficientemente pequenio para poder considerarlo puntual.
De esta forma:

1 o (R) av'

aE ()

A continuacion, para hallar el campo total integramos al volumen:

R’/
E(é) :47:80///V/p(r2 >de’

~ dmeg r2

Q.E.D.

1.3.3.2. Distribucién superficial

Proposicion 4. El campo eléctrico generado por una distribucidn superficial de carga cuya densidad de carga

superficial viene dada por una funcion o (R') responde a:

R’/
B = 7

Demostracion. Imaginemos:

Examinemos la funciéon densidad de carga superficial:

()-8
De nuevo:

40 = o (é) s’

El campo que genera el diferencial de carga en el punto R es:
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Lain-Calvo 1.3. CAMPO ELECTRICO

Y, de forma similar al caso volumétrico:

R’/
By 2 s

Q.E.D.
1.3.3.3. Distribuciones lineales de carga

Proposiciéon 5. El campo eléctrico generado por una distribucion lineal de carga cuya densidad viene dada
por una funcion A (R”) responde a:

r2

E (é) 1 / g @) fdl’
p

Demostracion. Tenemos:

Todo es semejante a los casos anteriores:

Integrando a ambos lados llegamos a:

E (ﬁ) 1 / g <ﬁ/) ﬁdl’
.,

N 47‘(’60

Q.E.D.

Ejemplo 2. Calculamos el campo generado por una varilla infinita.
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CAPITULO 1. EL CAMPO ELECTROESTATICO
1.3. CAMPO ELECTRICO

dz’

dz’

Sabemos:

dQ = \dz'

El campo creado por el diferencial de carga es:

1 M7 .
P

dE =
ey 12

Por simetria sabemos que se va a anular el campo en el eje z, pues por cada dz’ que existe por encima del
punto, existe otro dz’ por debajo; de manera que los campos que se generan en la componente z se anulan

entre si.
Por tanto, definamos:

Como cosox = —:
r

El resultado final es:

Como r2 = R? + 2/2.

Er(R)
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AR N
~ 2meo R2 ~ 2meoR

1.3.3.4. Comentario final

Observacion 2. Notese que las distribuciones de corrientes superficiales y lineales no son mas que un caso par-
ticular de corrientes volumétricas. Es decir, si afirmamos que algo se cumple para distribuciones volumétricas,
debe cumplirse también para distribuciones superficiales y lineales. El reciproco no es cierto.

1.4. Teorema de Gauss

Definiciéon 3. Se llama superficie cerrada a toda aquella que es compacta (cerrada y acotada) y que no
tiene frontera. La traduccion intuitiva a tres dimensiones es «toda superficie que encierra un volumens.

Definicion 4. Llamamos flujo de un vector A a través de una superficie S a:

@;://g.dg
S

/
@ <—(Tb<<__ '\\

¢

En una superficie cerrada, el vector S siempre va hacia fuera de la superficie.

Teorema 1 (Teorema de Gauss (forma integral)). La integral del campo eléctrico a lo largo de una superficie
cerrada es igual a la carga total encerrada dentro de dicha superficie partido por la permitividad eléctrica del

# E.df ==L
Sc €0

donde S¢ es una superficie cerrada, QT es la carga encerrada dentro de la superficie y g es la permitividad

vacio.

eléctrica del vacio.
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Lain-Calvo 1.4. TEOREMA DE GAUSS

Nota 2. Este teorema se probarid mas adelante en su forma diferencial.

Observacion 3. El teorema de Gauss nos seré tutil para hallar el campo eléctrico cuando sepamos de antemano

alguna propiedad del campo que nos permita despejarlo de la ecuacion (por ejemplo, si es constante a lo largo

de la superficie).

Observacion 4. El teorema de Gauss es valido tal y como esta escrito en cualquier medio, no sé6lo en el vacio.

Como veremos mas adelante, la carga total Q7 que aparece incluye tanto la carga libre como la inducida.

Ejemplo 3. Volvemos al ejemplo de la varilla. Como ya dijimos anteriormente, en coordenadas cilindricas
el campo eléctrico no depende ni del angulo ni de la altura, inicamente de la distancia al hilo, es decir

E=F (7,4, 7). Escogemos un cilindro de radio r alrededor de la varilla y aplicamos el teorema de Gauss:

Descomponemos la integral en varias sumas:

E E

= // E(r)dS
superficie lateral

Como el campo es constante a lo largo de la superficie y la superficie lateral del cilindro es S = 2nrh:

// E(r)dS = E(r)2nrh
superficie lateral

Ahora, aplicamos el teorema de Gauss para despejar el campo:

# E-d§:// E.d§ +// E.d§ +// Bd§ =
Sc tapa superior , Y tapa inferior , % superficie lateral _, _
1dS==0 1dS==0 E||dS==E(r)dS
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Diferenciales en coordenadas cilindricas

1.4.1.
De longitud:
dlcirculo = TdSO
dlaltura =dz
dradio =dr
De superficie:
dSateral = TdSOdZ

dStotal = rdrdep

De volumen:
dV = rdrdpdz
1.4.2. Repaso de matematicas
Definicién 5. Sea € un conjunto abierto en R? y sea ¢ : © — R una funcion escalar tal que Elg('; Vi=ux,y,z.
Llamamos gradiente de ¢ a:
d - Op Op Op
dp=—p= =\l =55
Bracy = 4% Ve (61:’83/’82
. A, 0A, 0A,
Definicién 6. Sea  un conjunto abierto en R? y sea A :  — R3 una funcion vectorial tal que 3 aa , aa Ly 86 .
x Y z
Llamamos divergencia de A a:
5 = o o 0 0 0A 0A 0A
divA=V - A=, —, — ) (4,;,4,,A,) = —= Y <
v v <6x’8y’8z) ( v Az) Fra dy Tz
Pp ¢ Pp
0x?’ Oy?’ 922’

Definicién 7. Sea Q un conjunto abierto en R3 y sea ¢ : Q — R una funcién escalar tal que 3
(0000 B9 _ e e
ox’ 0y’ 0z ) 0x2 Oy 022

entonces llamamos laplaciano de ¢ a:
> = 0o o0 0

Vip:=V-V(p) =22, o

Q)O (SD) <8x7 ay’ az

Definicién 8. Sea  un conjunto abierto en R? y sea A : Q — R3 una funcién vectorial tal que 3= Vi, j = x,y,2.

Llamamos rotacional de A a:

:bg‘@b >
B

Q
Q
Q
N———
X
N
8
b
<
b
N
Il
PN
<

rotA=V x A := <8x’8y’8z

16
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Teorema 2 (Teorema de la divergencia de Gauss-Ostrogradksy). Sea Q un abierto en R? y sea A:Q-—R3
una funcion vectorial diferenciable, V. un volumen y Sc la superficie cerrada que recubre dicho volumen.
Entonces, la integral al volumen V de la divergencia de A coincide con la integral de Aalo largo de la
superficie So que encierra dicho volumen:

// . AV = db Aas
\% Sc

Definicion 9. Llamamos angulo sélido al angulo espacial tal que su expresion diferencial es:

i-dS 7-dS

dQ) = 5

r3

Graficamente:

La idea del angulo sélid(ﬂ es el angulo 2D (la «anchura» del cono) que se forma tras proyectar la superficie
sobre una esfera de radio unidad. Es decir, es una medida del agujero que tendria que hacer en la esfera de
radio unidad para poder ver el dS. Notese que efectivamente es un angulo, pues es un parametro adimensional.

Teorema 3 (Teorema de Stokes). Sea Q un abierto en R? y sea A:Q— R3 una funcion vectorial tal que

OA;
3%;

Vi,j =x,y,2 y sea S una superficie abierta. Entonces la integral del rotacional de A alo largo de la

!Mas informacion en el siguiente enlace: https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Solid_angle&oldid=880143402.
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superficie S tiene el mismo valor que la integral de Aalo largo de la curva C' que delimita la superficie abierta

S.
//S(ﬁxg).ds*—yﬁcg.df

Observacion 5. Siempre debemos recorrer la curva siguiendo el sentido dado por la regla de la mano derecha,
donde el pulgar apunta en la direccion de dS.

1.4.3. Flujo eléctrico

Proposicion 6. En términos del dngulo sdlido, el flujo eléctrico cuando el campo estd generado por una unica

particula puntual queda:
o=(p E-d5=-1 // a9
S 47’['5()

Demostracion. Por la proposicion [2 en la pagina 8 sabemos que el campo eléctrico generado por una carga

puntual es:

_ 1 gq

E=——=7
dmeg 72"

De manera que:
L P dS
@:# E-a§= 1 //"" == //dQ
Se 4meg T 4dmeg

=d2
Q.E.D.

. . 1 ‘ .
Proposicion 7. Siempre que sea r # 0, el gradiente de — respecto a las coordenadas sin primar puede
r
expresarse como:

Demostracion. Expresamos r en funcion de las coordenadas x,y, z,2', v/, 2’

r= 1= @ =2+ (g =)+ (: — )?

Aplicamos la definicion de gradiente (ver definicion |5 en la pagina 16)):

(-0 50 £0)

Calculemos % (%)

Analogamente:
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Luego:

Q.E.D.

1
Proposicion 8. Siempre que sear # 0, el gradiente de — respecto a las coordenadas primadas puede expresarse
r

como:
=, (1 T = (1
Vi iZ)|=====-V|(-=

Demostracion. La demostracion es casi idéntica a la anterior, sélo que cambian los signos de las derivadas
parciales. Q.E.D.

Observacion 6. Notese la diferencia de signos entre ambas versiones del gradiente.

1.4.4. Laplaciano de %

1
Proposicion 9. Siempre que sea r # 0, el laplaciano de — respecto a las coordenadas sin primar puede
r

ETPTESATSE COMO!
1
r

Demostracion. Por la proposicion [7 en la pagina anteriort

= (1 —xy —y, 2 -2z

< <> _ ( Y —y ) .
(= + =y + (- 2]

Ahora, s6lo queda hallar la divergencia. Para ello, hallemos las derivadas parciales:

0 T—

ox
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(NI
[N

(m—x’)2+(y—y’)2+(z—z’)2} —(z—2')3 (=) +y—y) +(z—-2)"2@—2)

(@ a? 4 v+ -2

5
Analogamente:
o y—y B
0 s
I\ -+ =)+ (- 27
=3y —y)’
= 5
0 z—2 B
9z i
Ne-a?+ -9+ (-2
P =3(z—2)
= -
Podemos ver que:
1 3 2 2 2 3
2 2 2 .2
\Y% (74):7“5(7”—[(1'—95') +(y—v) +(z—z')D:ﬁ(r -r?) =0

Q.E.D.

1.4.5. Delta de Dirac
Definicion 10. Sea f: R — R la funcién dada por:

a

0 si r<To— 35
f@) =<1 si mp-%<az<wz+%
0 si l‘>$o+%

Licencia: Creative Commons 20


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/deed.es

CAPITULO 1. EL CAMPO ELECTROESTATICO
Lain-Calvo 1.4. TEOREMA DE GAUSS

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
Q=

4

To X

Notese que la funcién cumple:
[o¢]
/ fz)de =1
— 00
Definimos la funcién delta de Dirac como:

0 (z — o) := lm f (2 — o)

Esto nos permite la siguiente propiedad:

: R R .
Proposicion 10 (Propiedad de traslacion de la delta). Sean xyp € R y g — una funcion
z — g(x)
continua cualquiera, entonces:
[e.e]
| s —a)g (@)= g (w0
—0o0
Demostracion.
o def [ ,
/ 5(x—x0)g(x)dx:/ lim f (z — x9) g (z)dx =
—c0 o0 a0
zo+5 zo+5 1 1 [oo+%
= lim f(z—x0)g(x)dx =1im —g(x)dx = lim — g(x)dx =
a—0 960—% a—0 wo—% a a—0 a 960—%

1
= lim —ag (z9) = g (z0)

a—0 a

Q.E.D.

Definicion 11. En tres dimensiones, la delta de Dirac se define como:

Sy

(7= 70) == 6 (v —20) 6 (y — yo) 0 (2 — 20)
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1.4.6. Forma diferencial del Teorema de Gauss

1 o
Proposicion 11. FEl laplaciano de la funcion — evaluado en un punto R es igual a menos cuatro pi veces la
T

delta de Dirac evaluada en la distancia relativa ¥ = R — R'.

V2 (i) (E) = 474 (7)

Demostracion. Consideremos:

[AOR RRICR SIO%

donde el ultimo paso se debe al teorema de la divergencia (ver teorema |2 en la pagina 17)). Por la proposicion

len la pagina 18] tenemos:
1 7. dS
/// V2<>dV':—# z 352—# dQ = —4r
\ % r Se T Sc

pues la integral a todos los posibles angulos sélidos de df) es 4m. A continuacion, nétese que por la proposi-

cion |10 en la pagina anteriorf
m = /// 4§ (7) dV
V/

I~ (i) av' = | ~amseav

Como lo anterior debe cumplirse para cualquier volumen V', llegamos a que debe ser:

Por tanto:

\% <1> = —476 (7)

.
Q.E.D.

Proposicion 12. La forma integral del teorema de Gauss implica su forma diferencial. Es decir, si el flujo
del campo eléctrico a lo largo de una superficie cerrada S es la carga encerrada en dicha superficie partida
por g9, entonces la divergencia del campo eléctrico en cualquier punto R dentro de dicha superficie Sc debe
ser la funcion densidad de carga p evaluada en dicho punto R partido por €.

E-d§—%:>ﬁ~ﬁ<ﬁ)—p(é)
Sc €0 €0

Demostracion. Primero,

Recordemos, ahora, que, por la proposicion [2 en la pagina 8| el campo generado por una distribuciéon de

carga es:
. p(R) -7
()= o U
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R
Por tanto, tomando la divergencia a ambos lados, obtenemos:

v E(R)

Notese que como la divergencia y la integral actian respecto a coordenadas diferentes, el orden de los opera-

dores no importa, es decir, conmutan. De forma que puedo cambiar el orden:

v E 4MO///V/ '72 dv’zéhrlgo///lp(ﬁ’)

Ahora bien, por la proposiciéon [7 en la pagina 18| tenemos:

P (1
rz—v(r>
I . o /1 ,
v-E = v VI(=)av
47T60 V/ r

Por la definicion de laplaciano (ver definicion |7 en la pagina 16)):

yr ///V R’ v2<i) dv

7471'5(?)

sustituyendo, tenemos:

VE

Por la proposiciéon |11 en la pagina anteriorf

v E(R e ///V R’ 47r(5(F)dV
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Recordando ¥ = R — R/

A E /// R’ R R’)dv
50 \%

Por altimo, por la propiedad de traslacion de la delta (ver proposicion [10 en la pagina 21)):

L., r(R
Q.E.D.

Observacion 7. Aquﬂ se ofrece una forma diferente de llegar al mismo resultado.
Lo anterior nos permite enunciar:
Teorema 4 (Forma diferencial del teorema de Gauss). En cualquier punto ReR3se cumple que la divergencia

del campo eléctrico evaluada en dicho punto R coincide con el valor de la funcion densidad de carga evaluada
en el punto R partido por &g.

ﬁE(é):p(ﬁi)

€0

Observacion 8. Una divergencia positiva indica que las lineas de campo salen de la carga, mientras que una
divergencia negativa indica lo contrario.

Demostracion® (No entra). Recordando la proposicion [2 en la pagina 8 calculamos el campo total en el
punto R haciendo una integral a todas las cargas puntuales infinitesimales que existen en el espacio (punto

R' variable), obteniendo:
. 1 p(R
) N 47 €0 ///V >

donde p R') es la funcion densidad de carga. Si hacemos la divergencia a ambos lados de la ecuacién y

=

ﬁ__]?)
33
—m—&E

=dV

usamos la proposicién [11 en la pagina 22| llegamos a:

A E /// R’ R R’)d?’R/
50

Y lo anterior, por la proposicion [10 en la pagina 21| es equivalente a:

. ., p(R
v-E (}%) - go )
O.E.D.

2https://es.wikipedia.org/w/index.php?tit1e=Ley_de_Gauss&oldid=107400507#Forma_diferencial_de_la_ley_de_
Gauss
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1.4.7. Obtencion de la forma integral a partir de la forma diferencial

Proposicion 13. La forma diferencial del teorema de Gauss itmplica su forma integral. Es decir, si para
todo punto R contenido en el interior de una superficie cerrada So se cumple el teorema de Gauss en forma
diferencial, entonces el flujo del campo eléctrico a lo largo de la superficie Sc toma el valor de la carga
encerrada en dicha superficie partido por €.

6-5(E)=p<ﬁ>2> E(E)dgzﬁ

€0 Sc €0

Hacemos la integral al volumen a ambos lados:

//VﬁE(é)dV:///vpgf)dv

Podemos ver facilmente que el término de la derecha no es més que la carga total presente en el objeto partido

por €g. Es decir:
R )
Y L

Ahora bien, por el teorema de la divergencia ( [2 en la pagina 17)), el término de la izquierda es igual a:

//vﬁ-ﬁ(é)dvz//scé(fe)-dﬁ
#%57(}?)(15:63:

Es decir, hemos llegado a:

Q.E.D.

Corolario 2. Gracias a las proposiciones[12 en la pdgina 23 y[13, sabemos que las formulaciones del teorema
de Gauss en su forma integral (ver teorema|l en la pagina 14) y en su forma diferencial (ver teorema
[pdgina anterior]) son equivalentes.

Proposicion 14. En electroestdtica, la integral del campo eléctrico E generado por una distribucion volumé-
trica de cargas a través de una curva cerrada C es siempre nula.

§£CE<§>~dF:O

Demostracion. Por la proposiciéon [3 en la pagina 10] sabemos que el campo eléctrico generado por una distri-
bucién volumétrica de cargas viene dado por la expresion:

5(1) - - .2

FdV’
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Haciendo la integral a lo largo de una linea C' a ambos lados, tenemos:

?%E(ﬁ)-df_myf ///

Como las integrales se realizan a coordenadas diferentes, la integral triple conmuta con la realizada a lo largo

de la linea:
E( a7 R’ 55 s
550 dr = dreg ///V’ r2

Por la proposiciéon |7 en la pagina 18| tenemos:

yﬁﬁ( i = /// R’yﬁﬁ()dﬁ dv’
C 471'80 \%
Por la definicién de gradiente (ver definicion [5 en la pagina 16), llegamos a:
d(z)
. o/
§£ ( A= 4%50///‘// R fé dr dr
_ 1 /// o (R) §1§ d AV’ = /// Nav
4’/T€(] \" C 4’]’(’80 \ r

donde el ultimo paso se debe a que los extremos de una integral a lo largo de un camino cerrado son el mismo

punto. Asi:
N _, 1 1 o
E _»: - - d ! — / d / —
550 ( dr 4meg ///V' ( [ r]) v 4meg ///V/p (R) 0dV 0

Corolario 3. El campo eléctrico E generado por una distribucion volumétrica de carga es conservativo. Es
decir, se da:

AdV’ - dr

-dr| AV’

AV’ =

Q.E.D.

—

ﬁxﬁ(é)zo

Demostracion. Partimos de la proposiciéon [14 en la pagina anteriorf

éﬁ(ﬁ:)-d?:o

Por el teorema de Stokes (|3 en la pagina 17)), tenemos:

ozgéﬁ(ﬁ).df://s(ﬁxﬁ)

para cualquier superficie abierta S que se apoye en dicha curva.
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S1
X

Como lo anterior se cumple para cualquier superficie abierta S que se apoye en la curva C', necesariamente
el nucleo de la integral debe ser nulo:

Vx B (F) =0
Como, ademés, el campo eléctrico generado por una distribuciéon volumétrica de cargas (ver proposicion

|en la pagina 10[) tinicamente depende de la posicion ﬁ, el campo eléctrico generado por una distribucién de
cargas es conservativo. Q.E.D.

Observacion 9. El corolario [3 en la pagina anterior] nos va a permitir replantear todo lo visto hasta la fecha
utilizando funciones escalares (la funcion potencial). De eso es de lo que va a tratar el siguiente capitulo.
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Capitulo 2

El potencial electroestatico

Definiciéon 12. Llamamos potencial eléctrico ¢ <ﬁ> a la funciéon escalar que cumple —ﬁqﬁ = E. Esta

definicién tiene caracter general, para un campo E cualquiera, siempre que sea conservativo.

2.1. Para una carga puntual

Proposiciéon 15. El potencial eléctrico ¢ (E) generado por una carga puntual ¢ en un punto R del espacio
es:

Demostracion. Tenemos:

X

Por la proposicién [2 en la pagina §| el campo generado por una carga puntual lo podemos expresar como:
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L/ 1 2
E (R) = qd r
4meg r2

~—

—9(

Sim

)

- g =/1 = 1 ¢
E = — _ = — —_
(R> 47r€0v <7’> v <47r50 T
N——

D

Por analogia con la definicion de potencial eléctrico (ver definicion [12 en la pagina anterior]):

£ (7) = 9o (F)

Donde ¢ (é) es la funcion escalar:

R /
¢ (R) - 47350(71”
Q.E.D.

Observacion 10. Por las propiedades equivalentes de una una fuerza conservativa, siempre que VxE=0
existe una funciéon ¢ (ﬁ) tal que E (ﬁ) = —ﬁgﬁ (ﬁ)

2.2. Para una distribucién de carga

Proposicion 16. El potencial eléctrico ¢ <§) generado por una distribucion volumétrica de carga es:

o (R) = Ml&_()///v @dv’ (2.2.0.1)

Demostracion. Fijémonos en el dibujo:
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X

Por la proposicion |3 en la pagina 1OL sabemos que el campo en un punto R viene dado por:

o p(R')rdV’
5~ [

Por la proposicién [7 en la pagina 18| tenemos:

B(7) -~ [ o ()9 ()

Como el gradiente es respecto a las coordenadas sin primar y la funcién densidad volumétrica de carga p se

evaltia sobre las coordenadas primadas, p (R" ) es constante para el gradiente y podemos meterlo dentro del
gradiente.

oo (p(R
E(R):—Mlgo///‘/lv (r) av’

Como la integral se hace respecto a las coordenadas primadas y el gradiente se hace respecto a las coordenadas
sin primar, ambos operadores conmutan:

L . p(R
£ = (i "D

=:¢(F)

Es decir:
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o (F) = Mleo///v At <f/> v’
B (R) =~V ()
Q.E.D.

Observacion 11. Noétese que diferenciando a ambos lados de la expresion para el potencial dada por la propo-
sicion [16 en la pagina 29| tenemos:

do (ﬁ)— ! p(ﬁl)dv’

 dweg T

Usaremos esto para calcular el potencial generado por distribuciones de carga volumétricas en la préctica.

2.3. El significado fisico del potencial

Proposicion 17. Tenemos una region del espacio donde tenemos definido un campo eléctrico E (é) Y Su
potencial asociado ¢ (é) Entonces el trabajo realizado por el campo eléctrico para desplazar una carga desde

un punto ﬁl hasta otro punto ﬁg es:

Waom = 4|0 (Re) = 6 (R)]

Demostracion. Por el teorema del trabajo en su forma diferencial, tenemos:

aw s

, . Ry
RlaRQZF'dF:qE'dT@W1H2:/§1 qF - dr

Por la definicion de potencial eléctrico (ver definicion {12 en la pagina 28)), podemos reescribir lo anterior como:

Ry
JWRI_”?Q = —q p Vo -dr
1

Por definicién de gradiente (ver definicion |5 en la pagina 16]):
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Wiy = [ %ar= g [ o= a[s (1) - o ()]

Q.E.D.

2.4. Ecuaciones de Poisson y Laplace

Teorema 5 (Ecuacion de Poisson). El laplaciano del potencial eléctrico en un punto R es 1qual a menos la
densidad de carga volumétrica p evaluada en dicho punto R partido por .

V24 (E) - —@

€0

Demostracion. Por el teorema de Gauss en forma diferencial (ver teorema |4 en la pagina 24]) sabemos:

ﬁE(E):p(ﬁ)

€0
Por la definicion de potencial eléctrico (ver definicion|12 en la pagina 28)), tenemos E <ﬁ> = —ﬁ(b; sustituyendo
llegamos a:
oo P oo, e(R)
V- (-Ve) = SV V=-—
€0 €0

IR
€0
Q.E.D.

Observacion 12. En coordenadas cartesianas, la ecuacién de Poisson se puede expresar como:

¢¢ ¢ o pla,y,2)

dz? " dy? T d2? €0

Corolario 4 (La ecuacion de Laplace). Si la densidad de carga volumétrica es nula en un punto é, entonces
el laplaciano del potencial se anula en ese punto.

V2 (R) —0

Demostracidn. Se sigue trivialmente del teorema [5| sustituyendo p (ﬁ) por 0. Q.E.D.

2.4.1. *Resolucién en cartesianas (No entra):

Deseamos resolver la ecuacion de Laplace en cartesianas:

d*¢  d*¢  d%¢
Vip=—-—+—-—+—-—>=0
¢ dz? + dy? + dz?
Tenemos garantizado que la solucion de la ecuacion diferencial (lo probamos més adelante) es tnica y dicha
solucion debe ser de la forma:
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¢(x,y,2) =X (2)Y (y) Z (2)

donde X =F(z), Y =5 (y) vy Z = §(2) (la § indica «funcion de»). Esto se llama separacion de variables.
Entonces, debe ser:

¢ dfd d ax d’X
— = — XYZ)| =—\|YZ— | =YZ—
dx?  dx {d:c ( )] dx [ daz] da?
Haciendo esto para todas las coordenadas, obtenemos:
d’X d?Y d*Z
YZ XZ XY—=0
dz? + dy? + dz?

Descartando la solucion trivial (X (x) =0, Y (y) =0, Z (z) = 0), obtenemos:

1d2X+ 1d2Y+ 1d2Z2_0@
X de?2 Y dy?  Z dz?

@leYled?Z_ 1d°X
Y dy?  Zdz2 X da?
Como 2
1 d*X
2. _*
kl T X diUz #g(yaz)

obtenemos la ecuacion diferencial:

12X, d2X )
X de? T g = X

Suponiendo k% # 0, sabemos que la solucién de esta ecuacion diferencial es:

X (z) = Ae*™®

Si k1 = 0, la solucién es de la forma:

X(x)=Bx+C

En consecuencia, obtenemos:

1d?Y  1d*Z 1d2Y_k2 1d*Z

_ _ — = — — _
Y dy? * Z dz? LY dy? L Z dz2
Ahora, como
1d*Z
2. 12
—ky == ki — 7 A2 # 35 ()
podemos hacer lo mismo que antes, obteniendo la solucién:
AleFik2y ok £0
Y (y / / p § f
By+C" si ky=0
Ahora, finalmente, tendriamos:
1d*zZ 5, 5
ZW:kl_‘_sz = ]{73

cuya solucién es:
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7z Aletikez i kg £ 0
B'24+C" si ks3=0

En conclusion, la solucién general es una combinacién lineal de senos y consenos trigonométricos e hiper-
bolicos.

Ejemplo 4 (*Ejemplo de resolucion de la ecuacion diferencial (No entra)). Tenemos la siguiente situacion:

/ / /

Z

Conocemos las siguientes condiciones de contorno:

1. p=0cuandoy=00y =b.

2. Cuando x =0, ¢ = §! (y), es decir ¢ depende tnicamente de y.

3. Cuando x — o0, ¢ (z,y,2) = 0.
Sean «, 3, # 0, entonces la soluciéon general en ese caso es:

O@.y.2) = 3 [m (@) e +az (a)e ] [b1 (8) e + by (B)e ] [er (1) e +e2 () e
a,Byy
Si «, B o 7y fuesen alguno de ellos nulos, sustituiriamos el término correspondiente por un término del estilo
/ /

12+ cy.

Por simetria traslacional de nuestro problema, el potencial no puede depender de z, eso nos implica que
la parte de ¢ que depende de z debe ser obligatoriamente de la forma:

Z(2)=cjz+d)

Pero como el potencial ¢ (z,y,2) = X ()Y (y) Z (2) no puede depender de z, necesariamente:

Y, en consecuencia:
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6(2.9.2) = 3 [ar (@)™ + az (@) ] [by (8)® + b (8) ] &
a,B

Para poder olvidarnos de ¢, cambiamos los coeficientes dependientes de a y 3:

6 (0,9.2) = Y [a) (@) e + ay (a) =] [bf (8) e 4 b) (8) ™|
a,p

Sabemos que debe cumplirse (por las condiciones de las k que hallamos antes en la deduccion de la solucion
general):

24+ 32=0
Suponiendo a € R:
=R sia=p

Y, por tanto:

(x,y,2 Z e + ajy (a) e_am] [b'l (i) e 4 by (i) e_iay]

o

Suponiendo « > 0; por la condicién de que el potencial en el infinito debe ser cero, para que la funcién no
«explote», obligatoriamente debe ser:

a) (o) =0

Luego la solucién es necesariamente de la forma:
(z,y,z E ay (o) e~ [b] (ia) €Y + by (ia) e Y]

Ahora, de nuevo, podemos hacer el mismo truco de antes y eliminarnos la constante a), («), metiéndola por
la propiedad distributiva en el corchete, cambiando las constantes b] y b,. Nos queda:

(r,y,2 E e [b] (i) €Y + by (icr) e Y]
Ahora, vamos a imponer:

¢(x70) =

Como la exponencial nunca se anula debe ser:

bl (i) + b (i) = 0 < b = —b}

De manera que nuestra soluciéon se simplifica a:

113‘ Y, 2 Z b// ZCM e o zay e—wzy]

Sabiendo:

senf =

Llegamos a:
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(z,y,2 Z b (i) e”**2i sen ay
Ahora llamando b}’ (i«) := b}2i, obtenemos:

(x,y,2 Z b'e™*" sen ay

Ahora aplicamos otra condiciéon de contorno: ¢ (x,b) = 0. Para ello debe ser:

nmw
senasz@ab:nW@a:?

Asi, nuestra solucion queda:

(x,y,2 ZBne T gen (n%y)

donde B,, es una constante. A continuacion, aplicamos la condicion restante ¢ (0,y) = § (y):

y) = ;Bn sen (n—bﬂy)

Multiplicamos por sen (%y) a ambos lados donde m € N.

¢ (0,y) sen ( ) Z B, sen ( ) sen (%y)

Ahora integramos a ambos lados respecto a y entre 0 y b:

/Obqb (0,y) sen (%y) dy = ni;)/ob B, sen (%y) sen (?y)

Utilizando la conocidisima identidad:

llegamos a:
b T 1
¢ (0,y) sen (71/) dy = 5bBm
0
2 b mm

©Bn=7 [ ¢(0,y)sen <7y) dy

0
En consecuencia, obtenemos:

> nmw

¢(z,y,2) = Bpe b "sen (Ty)
n=0

donde:
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Notese que si n es par B,, = 0; mientras que cuando n es impar:

_

nm

B,

A continuacion, definimos Vj := ¢ (0,y). Con esto, podemos escribir:

AWo e 1 om—1 n—1)x
b (z,y) = —2 sen [( n )ﬂy] e~ 5

T 2n —1 b
n=1

que es la solucién a nuestro problema.
Ahora, podriamos hallar el campo, simplemente aplicando la definicion [I2 en Ta pagina 28}

o 00 MW 1 won 2n—1)7 ] (2n — 1)”6—(2"2””0 B
9 ﬂ'n:12n—1 b b -
4V on —1 n1)m
e

0 4Vh 1 2n—-1)7 2n—1)m _ (@n-1)n
o — St
) ay T — om_ 1 b COS b y|e b

4V & 2n—1)7 ] _enur,
= e [by} e

E,=0

2.5. Teorema de Green

Observacion 13. Siempre vamos a intentar determinar el potencial ¢ en vez del campo, pues es mas facil hallar
una funcioén escalar que una vectorial. Ademaés, siempre podremos hallar el campo como F = —V¢ aplicando
la definicién 12 en la pagina 28|

Teorema 6 (Identidades de Green). Sean Q un abierto en R3 y ¢, ¢ : R3 — R funciones de clase C?. Sea
V" un volumen contenido en Q y sea S’ la superficie cerrada que engloba dicho volumen.

g;fl’ds’ - ///V (¢-v2¢+ Vi - %) v’

#S/ <¢gz ¢ ) a5’ = ///V (VY20 — oV2y) dV’

Demostracion. Tenemos dos funciones escalares analiticas ¢ y . Hallemos:

1.

¢
S/

O
on

V (6V9) =6 V3 + Vo Vo

Notese que el resultado es un escalar. Por tanto:

///v/ v <N¢> av’ = ///V <¢ (VR + Vi %> av’ (2.5.0.1)

Por otra parte por el teorema de la divergencia (|2 en la pagina 17)):
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///V/ \Y <<Nw> av' = ﬁé oV - dS' = %[é qsg;fds (2.5.0.2)

donde n es el vector unitario que tiene como direccién la direcciéon de d.S.
Gréaficamente, podemos verlo como:

Z

A
]
]
]
]
]

(0,dS,0) &

i1
------ -) Y
a
X

Juntando las ecuaciones [2.5.0.1 en la pagina anterior] y [2.5.0.2] obtenemos:

8¢ ! 2 = = !

¢—dS = ¢-VY+Vy-Vo|dV (2.5.0.3)
S/ 871 \"d

Anélogamente (repitiendo todo el razonamiento hasta este punto, pero intercambiando los roles de ¢ y ),
llegamos a:

0 -
w2245 = /// (w V24 V- w) av’ (2.5.0.4)
S’ on \"d
Hallando la resta de las ecuacion [2.5.0.4] y 2.5.0.3] obtenemos:

ﬁg (wgz - ¢g:§> a5’ = ///V ¥V — ¢V2y) dV’

2.5.1. Teorema de Green en fisica

Q.E.D.

Teorema 7 (Teorema de Green en fisica). Supongamos un volumen V' delimitado por la superficie cerrada
S’. Ademds, supongamos que conocemos perfectamente la densidad de carga p dentro de nuestro volumen, pero
desconocemos la que hay fuera. Sin embargo, conocemos el valor de la componente del campo eléctrico E que
es perpendicular a la superficie S’ en todo punto de dicha superficie. Ademds, conocemos el valor del potencial
en toda la superficie S'. Entonces, el potencial en cualquier punto de nuestro volumen V' viene dado por la
erpresion:

oY . . S R . N .
! es una derivada direccional en la direcciéon de 7. Recordemos que la derivada direccional de una funcion f (Z) respecto a

on

. L 0 , To + t0) — f (&

un vector unitario ¥ en un punto Zo se define como: a—}f = }lr% f( ot t) f( 0).
0 -
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el potencial en
la superficie
(capa dipolar)

N p(R')av - 1 ,
¢<R):47rlao///vz ( r) +% % aZ - ¢ 8(ﬁ) ds

potencial de las cargas
dentro del volumen

lo que sucede fuera del volumen

Demostracion. Graficamente, tenemos la siguiente situacion:

Tomamos:

y, ahora, por la segunda identidad de Green (ver teorema |6 en la pagina 37)), tenemos:

0ot ) o (140

=—4n§(7)

Por la proposicion |11 en la pagina 22| y recordando que 7 = R-— R", tenemos que lo anterior es equivalente a:

/// ) av’ ///V () ams (R - R’)dV’—#/<%%_¢%§L>>dS/

Por la propiedad de traslacion de la delta (ver proposicion [10 en la pagina 21f), lo anterior es equivalente a:

o R G B
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o ///’W+1 10 4o
 dmeg My r Ar Jfo \ r o0 on

Lema 1. Sean Q un abierto en R3 y ¢ : R? — R 3¢ € C? (R3,R), entonces se cumple:

Q.E.D.

V- (w90) — % = Vo Ty = [T

*Demostracion (No entra). Por la definicion de divergencia (ver definicion |6 en la pagina 16)) y por la definicion
de gradiente (ver definicion |5 en la pagina 16)), tenemos:

L N (0 8 0 oy o o\ O [ o\ 0 [ O o
V'@W)—(ax’ay’az)'(w oy oz )_837<w3x>+3y<¢3y)+3<¢32)

Wy | Py Iy Py ooy PP
Oz Oz ) + w@ N

Yoz T oy oy T Vo T oz o
N> % [ 0% [ 2y
(ax) e 2+(ay> TV *(w) Ve T
NG A 0%y 0%y 0%
‘<ax) *(ay) *(a) “”(ax? oy *6z2)‘

o oy O oY oy Y 2 S 2
(8:1: oy’ E?z) <8x’8y’82>+wv Y =Vip-Vip + V=9

Entonces, claramente:

v (Wap) YV = Vi Vi + VR — VR = Ve - Vep = ‘Wf
Q.E.D.

2.5.2. Teorema de unicidad de la soluciéon de la ecuacién de Poisson
Teorema 8. La solucion de la ecuacion de Poisson:

1. (Condicion de Dirichlet) es unica si conocemos el potencial en la superficie que limita el volumen estu-
diado y dicho potencial es constante a lo largo de ella.

2. (Condicion de von Neumann) no es tinica, pero todas las soluciones difieren inicamente en una constante
st conocemos la componente perpendicular a la superficie que limita el volumen estudiado en dicha

superficie al completo.

Demostracion. Tenemos:
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Partimos de la ecuacion de Poisson (ver el teorema [5 en la pagina 32)):

V2o (R) = —@

€0

Nuestro objetivo ahora es hallar soluciones para esta ecuaciéon diferencial. Supongamos que ¢1 y ¢o son
soluciones, entonces debe ser:

(B 3
2 _ _ 2
o (1) =) - s ()
Definamos 1 := ¢1 — ¢2. Entonces, como el laplaciano es un operador lineal:
Vi = V21 — V2 =0

» Justificacion de Dirichlet:

Supongamos que conocemos el potencial en la superficie S y que es constante en ella, entonces:

$1 () = ¢o (Z) VI € S = 1 (T) = qbl(f)—@(:z)=ovgzes;s§§éw¢-d§=o

Por tanto, por el teorema de la divergencia (ver teorema |2 en la pagina 17)):

0_#¢w ds = /// ¢v¢ )av

Ahora, usando el lema [I en Ta pagina anterion}

///V [(Wf + wv%,z;] v =0
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L2
Como era 1 = 0, debe ser necesariamente ‘Vz/)‘ = 0. Ahora bien:

- |2 - o - - = -
‘Vq/)) =0entodoV=VyY=0entodoV = V¢ = V¢s en todo V = F; = Es en todo V

Ademés como ¢1 (¥) = ¢o (¥) V& € S, necesariamente ¢1 = ¢2 en todo V.

» Justificacion de von Neumann:

Si conocemos la componente perpendicular del campo en la superficie, entonces:

1| _ |02

on | g on
Como dS # 0, debe ser ﬁ@/} =0, lo cual implica forzosamente: ﬁ¢1 = V¢, en la superficie. Ahora bien,
por el teorema de la divergencia (ver teorema [2 en la pagina 17)):

o://W-dS*:// ﬁwczvz// V2pdV = V2 = 0 en todo V
S 1% 14

Por otra parte, también por el teorema de la divergencia (ver teorema |2 en la pagina 17)):

w_o:»o_#w¢ s = /// ¢v¢ dV

Por el lema [l en la pagina 40| lo anterior es equivalente a:

///V [(W]Q +w2¢} v =0

Como era V21 = 0, debe ser necesariamente )61/}‘

[W

} _oéﬁw-dﬁ_ﬁ;»#%p-dﬁ_o
6n S

—

2 o . o R R R
Vw) =0entodoV =VyY=0entodo V= V¢ =V¢s en todo V = E; = E5 en todo V'

Q.E.D.

Ejemplo 5. Imaginemos:
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D | ¢ 0@«

A B

Ambos problemas A y B son equivalentes. La funcién ¢ es la misma en ambos problemas.
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Capitulo 3

Distribuciones de dipolos

Un dipolo es lo siguiente:

Un cuadrupolo es lo siguiente:

Cuadrupolo

Notese que ambos se caracterizan porque la carga total es nula. Analogamente, un octupolo es:
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+q

|
S

Octupolo

Y, asi, sucesivamente.

3.1. El dipolo eléctrico. Momento dipolar:

Nos encontramos ante la siguiente situacion:

Q’zl_l_

/ / /
ZA (xvyaz)__q /’7

(z,9,2)

4

X

Definicién 13. Llamamos momento dipolar al vector:

pi=qd

donde § es el vector que va de la carga negativa a la positiva.
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3.2. Potencial generado por un dipolo
Proposicion 18. El potencial ¢ generado por un dipolo (dos cargas puntuales de signo contrario) cuando

]5

< |7 en un punto R es:

D dipolo (ﬁ> ~

Demostracion. El potencial generado por el dipolo (dos cargas puntuales de sentido contrario) en un punto

R es:

Gaipoto (1) = 65,7 + oF, = olf7 — o,

donde con los superindices denotamos la posicion y con los subindices indicamos la carga. Es decir, el
potencial que genera el dipolo en el punto R es el que que genera una carga —q en el punto R mas el que
genera una carga ¢ en el punto R+ (5 pero esto tltimo podemos reescribirlo como el potenmal que genera

una carga ¢ en el punto R’ + & menos el potencial generado por una carga ¢ en el punto R pues qu = —d)R,
Gréficamente:

p
Z (xlayfa Z/)

=l

(z,y, 2)

4

X

Lo anterior es una diferencia de potencial, luego podemos definir:

Gaipato (1) = B¢ (F) = o7 = o,

En consecuencia, nuestro problema inicial es equivalente a estudiar lo que cambiaria el potencial si moviéramos
una carga +q del punto R’ al punto R’ + 4.

Por otra parte, ’5‘ < |l =R +o~ R+ lim §.Sid — 0, entonces A¢ ( ) — (0. Es decir, como 4 es muy
50

pequeno respecto a R , podemos aproximar la variacién de potencial por un diferencial de potencial:

Ad (ﬁ) ~ do (ﬁ)

Lo que hacemos en el fondo es:
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o | B-F-5 E-F )\ _ 4
dmeo \ﬁ_ﬁf_gf \ﬁ_ﬁfQ 47?60]1%_1@2

Esto nos va a permitir usar conceptos ya conocidos del célculo. Ahora bien, si recordamos lo que era el
diferencial de una funci()nﬂ vemos que claramente:

do (R’) gd),d +%d +a—¢,d "=V (é) > (3.2.0.1)

donde § = (da’, dy/,d?’).

Ahora, por la proposiciéon [8 en la pagina 19

() -v (N Loty o Lo (Moo () o v (4
T r 4meq r 4meg r dmegr dregr

Ahora, por la proposicion [I5 en la pagina 28| lo anterior es equivalente a:

Vo (ﬁ) — V' (é)

De esta forma, retomando la ecuacion [3.2.0.1] y aplicando la proposicion [I5 en la pagina 28}

a0 (8) = %o () 5= 2.7 (1)

Por la proposicion [7 en la pagina 18| tenemos:

a6 (R) = rs 1)

4deg rd dmeg 13

Como el producto escalar es conmutativo y p = qg:

— —

- 1 97 1 p-7
d (R) _ —
¢ dmeg 13 dmeg r?

En consecuencia:

aipote () = do (R) = LT

dreg 12
Q.E.D.

3.3. Campo que genera un dipolo

Proposicion 19. El campo eléctrico E generado por un dipolo cuyo momento dipolar satisface ‘5’ < |7,
puede aprorimarse por la expresion:

E(é)% 1 3(p-7)7—r’p

4reg rd

f (21, an) — f (ml,.Pf. 2 Entonces se define df como df := gf

i=1

!Sean Q abierto en R™ y dx;.
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Demostracion. Simplemente tenemos que aplicar la definicion de potencial eléctrico (ver definicion

pagina 28):
£ (7) = 9o (F)

Por la proposicion [18 en la pagina 46| sabemos:

> pii-7)

— 1 ﬁ 7 1 j=x,Y,2
; R) ~ — 'Y
Pdipolo ( ey 13 4meg 5
0=+ (y=1/)’+ (- = )’
=r2
Derivando, obtenemos:
Ppe— | > G| 2@ —a)-1 per® =3 > (i = i) | (@—a)
dp 1 J=x,y,2 1 J=a,y,2
Ox  4meg r6 " 4reg 5

- 47T60 'r5
Anélogamente:
9 1 (pyr® =307 (y—y)
8y 471’80 7
99 1 (pr?=3p-7(z—7)
dz  4dmeo r5
Ahora:
£(7) - 5o (8) -
1 1 2 - - / 2 oL ’ 9 L. ,
:47760175(_])” +3p-7‘(:c—9:),—pyr +3P’7"(?/_y)a—1727“ +3p'r(z—z)) =
= L _7“2(17 p p)+3ﬁ-f'(a:—x’y—y’z—z’) =
471'807”5 w ’ o y
—p =
1 3R
- 471'60 ’1“5

Q.E.D.

Observacion 14. Podemos expresar el campo generado por un dipolo como:

—

E =arF+ Bp

donde a, 8 € R. Es decir, el vector campo eléctrico estd contenido en el plano formado por los vectores 7

y P
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N
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

1 prcos¢ 1 pcos®
2

¢ (T> 6) =

dreg 3 dmeg 1

Si recordamos la expresion del gradiente en coordenadas esféricas, obtenemos:

=0

=~

o 90, 100, 1 09,

o or r 06 rsen 8@@
—— ——
=:F, =:Fy

pues el campo no depende de la proyecciéon en el plano XY

dp 1 pcost

E = - =
" or 2mey 13

106 1 1 psentl 1 psenf

Ey=—-—-"2 == _
’ rof  rdmey 12 dreg 13
Por consiguiente:
> 1 (2pcosf, psend , » A )
E= e ( r3 T+ 3 )= P (2 cos 07 + sen 09)
Ahora, podemos hallar las llamadas posiciones de Gauss:
L p
0=0=E =5—"3yE=0
2meg r
=" B =0y B =P
2 ey R 4meg r3
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3.4. FE y ¢ generado por una distribucién de dipolos

Tenemos (como siempre):

W

X

Definicion 14. Definimos el momento dipolar total como la suma de los momentos dipolares de todos los

dipolos involucrados:

n
Pi=>
=1

Observacion 15. Como es usual en fisica, si el nimero de particulas es muy alto, podemos aproximar la suma

finita por una integral, de manera que:

ﬁw// dp
V/

Definicién 15. Llamamos vector densidad de polarizacién P al vector que describe:

P (R/) . ddxzj'
siendo:
= =

Corolario 5. De la definicion anterior deducimos facilmente:

df = P (é’) av’
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Definiciéon 16. Llamamos densidad de carga equivalente volumétrica o densidad de Poisson volu-

1

Anélogamente, llamamos densidad de carga equivalente superficial o densidad de Poisson superficial
op 1= P (R") -

Lema 2. Sean Q y = abiertos de R™ y sen ¢ : Q C R™ — R una funcion escalar y A:ZCR" > R" una
funcidn vectorial, diferenciables en sus respectivos dominios, entonces, para todo R € QN Z, se da:

métrica a:

a:

donde la b viene por el inglés bound.

T () = ¥ A4 AT

*Demostracion (No entra). Sea A = (Ay, ..., Ay):

- > 0 0 0
V- (pd) = (ax7...,8%)-(soAl,...,goAm:gja%(soAi):

/
1

B N R B < SRR o SR

Q.E.D.

Proposicion 20. Sea una distribucion de dipolos que ocupa un volumen V' y sea S’ la superficie cerrada que
engloba dicho volumen, entonces el potencial y el campo eléctrico generado por dicha distribucion de dipolos

R b 4s’ P gy
¢<R> 47r50 [ﬁg r S+ ///V’ T V}
= (3 opT / pr /
E —

<R> 4dmeg Mé, 3 P // v dV |

Demostracion. Tomando la diferencial a ambos lados en la proposicion [18 en la pagina 46| obtenemos:

dqs(ﬁ) _ L&

4dmeg 13

pueden ETpresarse como:

1.

Aplicando la definicién [15 en la pagina anterior] podemos expresar el potencial como:

Lo P(R) -7 "
1 dp-r 1 ( ) , 1 SroN T
= — =— ———dV' = — P(R') —dVv
4meg ///V/ r3 4meg /// , r3 4meg /// , ( ) r3
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Usando la proposicién [8 en la pagina 19 reescribirmos la expresién anterior como:

- 47350 ///V,ﬁ@) v (i) (3.4.0.1)

]. - — —
Por otra parte, haciendo uso del lema|2 en la pagina anterior|y tomando ¢ = -y A =P (R), llegamos a:
T
(R VE(R) o
v - +P (/) ¥ () =
r T r

oo (PE)) P(R) ~p(#)w ()
T T T

En consecuencia, podemos sustituir lo anterior en la ecuacién obteniendo:

o(7 M%VWMWWW

Por el teorema de la divergencia (2 en la pagina 17)):

) B#) 5B (i
()=t P e TP,

donde dS' = adS’ y 71 es el vector unitario normal a la superficie S’. Usando las definiciones |16 en la pagina

el potencial queda:
D) / Pb v
¢ (R> 4meg [#g/ r P ///V’ r dV}

Hallamos el campo eléctrico (aplicamos E = —V¢, ver definicion |12 en la pagina 28[) :

E:—%:—@}EO [#/abv< )dS’ ////pr( )dv'}

pues la divergencia y la integral conmutan al ser la integral a las coordenadas primadas y la divergencia a las
coordenadas sin primar. Por la proposicién [7 en la pagina 18| la expresiéon anterior queda:

= (3 opT A
E(R) = —dS + = dv
( > 47‘(‘60 [;ﬁé/ r3 ///V’ r3 ]

Q.E.D.

Ejemplo 6. Tenemos:
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=

x
— >

En el interior los dipolos se anulan y no hay pp, pero lo habria si el volumen fuese irregular (con, por
ejemplo, huecos («burbujas») en su interior).

La carga ligada seria:
o= ([ -vp(#)av+dp pas
% S’

Por el teorema de la divergencia (ver teorema [2 en la pagina 17)), lo anterior es equivalente a:

Qb:—# Bag + ¢b Pag =o
! Sl

0=Qp,= /// pde, + # opdS’
v’ S’

Ejemplo 7 («El electrete»). Tenemos:

Por otra parte:
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P =Py
- o OP.
pp=-V-P=0+0+-—-==0
0z
o

=0
tapa superior: P.f= Py
op = { superficie lateral: Pyz-7=0

tapa inferior: Pz (-2)=-P

Hemos reducido al vacio; es decir: resulta que tener un cilindro polarizado como éste es equivalente a tener
dos discos.
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Lain-Calvo

Capitulo 4

Desarrollo multipolar: potenciales y
momentos

4.1. Una primera introducciéon

Veamos un ejemplo para comprender lo que queremos hacer:

=3

jov]l

Nuestro objetivo va a ser reemplazar — por I donde R representa la distancia a nuestro origen de
r

coordenadas esféricas. Es decir conseguir:

Licencia: Creative Commons 55


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/deed.es

CAPITULO 4. DESARROLLO MULTIPOLAR: POTENCIALES Y MOMENTOS
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donde:

(0,0, %)

e}

N

X

Como siempre nuestra intencién es obtener una expresion para el potencial.

4.2. Ejemplo: la carga puntual

Definicién 17. Llamamos polinomio n-ésimo de Legendre al polinomio:

P (@) := 2nln! dd% [(”32 N 1)2}

Ejemplo 8 (La carga puntual). Imaginemos:
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Lain-Calvo 4.2. EJEMPLO: LA CARGA PUNTUAL
7/
A
N
T
q -
0 R— T
R/
\
I 4
Y
X
Claramente:

R =a-2=(0,0,a)

¢ (é> - 47350?“

Aplicando el teorema del coseno, obtenemos:

r? =a® 4+ R? — 2aRcos @

En consecuencia:

_, 1 q
R) =
¢ ( ) 4meo vV R?2 + a2 — 2aR cos 6

Cambiando la notacién a r = R, obtenemos:

1
47r€o V12 + a? — 2ar cos 6

¢ () =

donde 7 es la distancia al origen en coordenadas esféricas. Estudiemos:

=

1 1 2
\/TZJF@Q_QWCOSG:r\/1+(a)2—2(a)cosgzr[1+(i) _2<Z>COSQ]

Por otra parte, conocemos el siguiente desarrollo en serie de Taylor:

1 1-3 -3-5
—1_ 22— 23
2+24 46"

N

1+ 2] V-l1<z<1

Si aplicamos el desarrollo descrito, llegamos a:
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ﬁ\H

3, 1\ sa\?
[1+COS¢9—|—<2COS 0—2> (;) +]

De esta forma:

q a 3cos? —1 sa\2
= 1+ —-cos+ — (-
¢ (1) 4megr [ * r O + 2 (r) + ]

Podemos ver que justo las funciones que acompanan a (%)Z son justo P; (cosf) donde con P; denotamos los

polinomios de Legendre (ver la definicion [17 en la pagina 56|). Consecuentemente:

o (r) = [Pg (cos®) + P1 (cos®) + (%)2 P, (cosf) + (%)3 Ps(cosf) + .. ] =

47‘1’50

Z( ) P (cosb)

Observacion 16. Por la expresion anterior, podemos ver que tener una carga a una distancia a es equivalente
a tener una carga puntual en el centro de coordenadas mas un dipolo, més un cuadrupolo, etc.

47r50 T

Observacion 17. Podemos expresar la densidad de carga cuando sélo tenemos una carga puntual en el origen

COmo:

Como ya sabemos:

o [ o (@ av = [ 6w

por la propiedad de traslacion de la delta (proposmlon [10 en la pagina 21| la integral anterior valdra g si

la carga estd contenida en V' y 0 en caso contrario.

4.3. Ejemplo: n cargas puntuales alineadas

Ejemplo 9 (n cargas puntuales alineadas). Tenemos:
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En este caso, podriamos expresar la densidad de carga como:

p (E) = iqié (x,y,2z — zi)
i=1

De hecho, podemos definir una densidad lineal:

4.4. Distribucion axial

Definicién 18. Llamamos momento dipolar axial de orden [ a lo largo del eje z a:

= | A () e

—00

Ejemplo 10 (Distribucién axial).
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4.4. DISTRIBUCION AXIAL

dz

h 4

X

Anteriormente, hemos obtenido:

(%)lPl (cosf)

Si la carga esta en el eje Z, podemos escribir lo anterior como:

-5 () niee

Si ahora tenemos varias cargas alineadas en el eje Z, debe ser:

¢ (r,0

En consecuencia:

momento dipolar
axial de orden [
=: M

1 i M; P, (cos 0)

 dmweg rit+l
1=0
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Por tanto:

1 <= M;P,(cosb)
dmeg lz; ritl

¢ (r,0) = (4.4.0.1)

4.5. Ejemplo: tres cargas puntuales alineadas en el eje Z

Ejemplo 11 (tres cargas puntuales alineadas en el eje 7).

Z

AN

q1

N[

/| a Y
X 2
a3
La densidad de carga lineal la podemos expresar como:
A (z’) =q10 (z’ — %) + q20 (z/) +q30 (z/ + %)

o0
Mo—/ M) -1 dd =qr+q+a3=Qr
—o0
a

oe a
Mlz/ )\(Z/)Z/dZ,:(_I1§+q2‘O—Q32

—0o0

M = /OO M) () d = a <g)2 +q2-0° + g3 (—%)2 = (a1 +¢3) (%)2

—0o
En general:
M= (q1 — g3) (%)l si [l esimpar
l .
M= (q+q3) (%) si lespar
Ejemplo 12 (el dipolo). Usando el ejemplo anterior, tomemos ¢ = ¢ = —q3 y q2 = 0. En este caso:

My=0 Mi=qg-a My=0 Mz=2a(%)> M;=0

Para un [ cualquiera, M; tnicamente serd distinto de cero para los [ impares. Obtenemos, al sustituir

en [4.4.0.1] el siguiente potencial:

Licencia: Creative Commons 61


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/deed.es

CAPITULO 4. DESARROLLO MULTIPOLAR: POTENCIALES Y MOMENTOS
Lain-Calvo 4.6. CASO GENERAL

o (r,0) = +0+—

r2 ri 8

1 [0+q-acosﬁ qag(5—(30539—3c050)+
47['60

Ejemplo 13 (el cuadrupolo). Usando el ejemplo |11 en la pagina anterior| con los valores ¢ = g3 = q y
q2 = —2q, llegamos a:

1
En general:
M; =0 si [ es impar
M; = M; =2q (%)l si [ es par
De esta forma, sustituyendo en [4.4.0.1 en la pagina anterior], llegamos a:
2 4

qa® P (cos0) qa® Py (cos0)
0) = 0+04+ ——"7—4+0+ ———-—=

¢(r,0) dmreg [ U B T0Tg o

4.6. Caso general

Proposicion 21. FEl desarrollo multipolar del potencial eléctrico generado por una distribucion de carga cual-
quiera es:

= 3 3

= 1 q ﬁR 1 3xia:j—(5in2 ’

R) = 4, Pt Rl B iy S
o(F) =5 |7+ T +2;; B GuT

donde q representa la carga, p= [[[,,, p (R”) Rav' y Qi = [y zixlp (R") av’.

Demostracion. Tenemos:
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Sabemos:

. o(7)
dmeg JJ)yvr T

7= (x—m’,y—y’,z—z’)

r= -y (- )

Vamos a hacer el desarrollo en serie de Taylor en torno al punto que cumple R’ = 0:

2 (3) s [ 220 bt
8:6’]R,_Oxi+222 ozox, . xixj+"'_

i J

1 1 -, (1 - 1= 1 >
=l TG, Eeam ()], 7
r Ly - 7)) "/ 1Rr=0 2 ") 1Rr=0

donde H es la matr}z hessianal.

Recordando :cr = — 8;’ Vi =1,2,3, podemos expresar lo anterior como:
3 1 3 3 1
1 |:1:| Z [8 ()] p 1 ! ] '
PR - . fEi‘i‘*ZZ R
r rlr—o = | Ovi o 2 &~ = 8:61893] 0
Ahora:
o 1
9()  \le—a"+w—v)+2) — (z; — x})
0x; N 0x; o r3
0”(;) _ =P+ ( )34r (2 — )2 —r? 4 3 (z; — al)’
81‘12 - 7”6 o T‘5
0 (1) ( —.'13)32%12(33]'—1‘9) 3(xl—:n)(mj—;v]>
0x;0x r - ro

En consecuencia:

5(%) _ — (v — 2}) T
oz; o - r3 R R3
% (L) |43 (- ) —R? 4+ 3x
ox? B 7o R®
R'=0 R'=
() s (8 )]s
Oz;0x; N rd R5
R=0 R'=0

Podemos compactar las dos expresiones anteriores en:

62 (%) . 3:Uixj - Rzéij
6@8:@3 R—0 N R5
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donde ¢;; es la delta de Kronecker:

s {1 st =g
TTT\0 st i#£G

De esta forma, nuestro desarrollo de Taylor queda:

3 3
1 1 ozl +yy +22 1 SxeJ—dwR ;L
;:E‘i‘— 55 E xixj+~--=
~—_— i=1 j=1
R-R!
L

1 RR’ 1 3xx;
1y )P LI,
11]1

o()-

De forma que nuestra integral quedaria:

_7
RS

1 1 / r At / 1 3Tj — 6ZJR/// 0/ /
e R///v' (R dV+ ///R )V’ += ZZ / RdV

donde p= [[[ p (ﬁ’) Rdv'.
Es decir:

=4 1 3 7 z
¢(R>:47r50 ZZ xxj it Q;’j‘i‘

’Ll]l

Q.E.D.

4.7. Ejemplos

Ejemplo 14 (Problema 27). Tenemos un anillo:
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4.7. EJEMPLOS

1

El valor del potencial en el eje Z es muy facil de calcular, de hecho, lo podemos hallar de forma analitica:

q
A=
27TRO

q

1
¢(0,0,Z) - 471-80 /R2+z2

Sin embargo, fuera de el eje es dificil, por lo que usamos el desarrollo multipolar. Ya tenemos ¢; ahora,

calculemos p'

2
o :/ \e'dl = )\/ Ry cos ' Rody' =0
/ 0
Py = / Mydl' =0
Cl

o :/ \dl' =0

Es decir:

ST
Il
=]

Podemos ver esto graficamente mediante:
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di
\nwzxﬁﬂ'

di
R& —
dp = A\(—R)dl'

Debido a la simetria respecto al eje Z no hay momento dipolar. Ahora, toca calcular los Q;y.

21
Q;y = Q;x = / x’y/)\dl/ = )\/ Ry cos QOIRO sen SO/ROdSD/ =
/ 0
2m )\R3 2
= )\Rg/ sen ¢’ cos’ dyp' = TO [sen ¢ly =0
0
Q..=0
27
Q.. = / 2 2M\dl' = )\/Rg cos? @' Rydy’ = ARS/ cos® ¢'dy’
’ 0

Sabiendo [ cos? pdp = s+ %, obtenemos:

2

2 2
AR 2422 R4 0-0-0) = AR
2 4 |, 2
Noétese que:
Q;Jy = Qe

por simetria. Por tdltimo:

porque 2z’ = 0 en todo el anillo. Por consiguiente:
" 1 q 1 [322 - R? 3y? — R?
¢(R) = e <R+0+2 {RE)AWRSJFAng b )=

R5

1 ATR3 3 (22 + y?) — 2R?
<q+ TR 3 ( v’) ...

- 471'60 E 2 R5

Recordando \ =

4 llegamos a:
2Ry’
MR qR?
2 4
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Sustituyendo:

AN Rj 2 2 2
¢<R>—4MOR <1+4R4[3(as +y)—2R]+...>

Teniendo en cuenta R? = 22 + y? 4 2%

N g i%x2+92_222
¢(R>_47r503<1+R4 4 T

Ejemplo 15 (R = 10Ry en el eje z). En las mismas condiciones que en el ejemplo anterior, vamos a calcular
¢ (0,0,10Ry). Para este caso, también tenemos una solucion exacta; de manera que podremos comparar.

1 Q RZ  —2(10Ry)* 1 Q 1
~(0,0,10Ry) ~ 1 = =20
P~ ( » Yy 0) 4meo 10R, ( + (10R0)4 4 4dmeg 10Ry 200

Podemos ver que:

(z)cuadrupolar _ 1 _ 0’ 5%
quonopolar 200

Por otra parte, el potencial exacto es:

1 Q
_(=10Ry) = — —*
o= (= 0) = Ireg V101 R,

/101
Pmonopolar = = 1,00498 = Error relativo del 0,5 %

b 10
o~
P

Ejemplo 16 (z = 0, R = 10Ry). Nos encontramos en las mismas condiciones que en el ejemplo
y queremos calcular el potencial para las condiciones z = 0, R = 10Ry. Entonces:

= 0,9999626 = Error relativo de 3,74 - 107°

R* = 2% +y* = (10R,)

El término aproximado es:

1 Q R? (10R0)2 1 Q 1
~ 0) ~ 1 = L+ T00
¢~ (x, Y, ) 4tep 10Ry ( + (10R0)4 4 4meg 10Rg * 400

Podemos calcular el cociente:

¢m0nopolar B 400

Ejemplo 17 (Problema 26). Tenemos la siguiente distribucion de cargas puntuales (un octupolo).

Pevadrupolar _ 1 _ o0y
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+q

+q

Claramente, la carga total es nula:

qgr =0

Ahora, obtengamos la densidad de carga expresada mediante la delta de Dirac.
p (R/) = q(S (33,, y/a Z/) - q(S (LE, - Lvy,) Z,) + q(S (.CE/ - L7y/ - L) Z,) -9 (‘/L‘/vy/ - La Z/) +
qé (x/,y' —L,Z - L) —qd (:U/,y',z' — L) + qo (az/ — L.y, 2 — L) —qd (33/ — Ly —L 7 — L)

Lo siguiente es calcular el momento dipolar.

=[] o (R) - Bav' =q(0.0.0) = 4(2.0.0) + 4(L.L.0) = 4 (0.L.0) + 4 (0.L.L) ~ 4 (0.0.L) +
V/

q(L,0,L) —q(L,L,L)=¢q(0,0,0) =0

Y ahora los momentos cuadrupolares:
Quz = ///V p (R’) 2?dV' = q(-L*+ L = L* + L*) =0
Quy =0=Q:
Qzy = Qyze =0=0Qsz = Qzz
Notese que como lo que tenemos un octupolo, es logico que los términos de orden cero, uno y dos del desarrollo

de Taylor (carga puntual, momento dipolar y momento cuadrupolar) salgan cero. Es decir, si nos quedamos
a orden dos, el potencial creado por un octupolo es:

Licencia: Creative Commons 68


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/deed.es

CAPITULO 4. DESARROLLO MULTIPOLAR: POTENCIALES Y MOMENTOS
Lain-Calvo 4.8. SIMPLIFICACION DE LA EXPRESION

4.8. Simplificacién de la expresiéon

Proposiciéon 22. El desarrollo multipolar del potencial generado por una distribucion de carga cualquiera
puede ser expresado como:

1 1 3.3 XL
=\ Z]
¢<R)  dmeg + 22 Q”

i=1 j=1

donde q es la carga, p= [[[,, p (R’> RV’ y Qij = [ p ( > <3x;x3 - R’25ij> dv’.

Demostracion. Recordemos la proposicion [21 en la pagina 62}

. 1 7-R 1o o= 3miay — 05 R
e L Pk

33:1 RQ/// R’ a4 R RQ/// R’ a4 373 — R2/// R’ qV' —
V/ V/ V/

(323 — R?) 2/ + (323 — R?) 2’3 + (323 — R?) o’
_ /// R e (R’) v’ =
2,02 2,02 2,02 D2 /12 /2 /12 .
:////3x1$1+3$2$2+3$3$3 R(x1+x2+x3)p(R’>dV’:

R5

2.2 0.2
=zritr5+r3

B 3232’ % + 32323 + 3232’3 — ,.}/32\ R'? IV’ —
_///, RP p(R> Vi=
(32'3 — R'?) 2% + (32'3 — R'?) 23 + (32'3 — R'?) 23
I T o (R) av -

///, %) p (R)av' + 22 /// 3R p(R)av+ 22 ///V B (R) v’

Ahora, si definimos:
j 1= ///lp (R" 3x :U —R’Q%) av’

2

3
31’1.731 - zz
Z Qu - Qll + R5 Q22 + R5 Q33 Z R5 Qll

La expresion anterior quedaria:

Por otra parte:
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3x;x; — 0 R? 3x;x; 3:L‘Z."L‘
|: ]RS J Q’/Lj:| ‘_ ]QZ] J W ZE p Rl dvl
1]

:.%'.’L'j

/ 3xxp R’ av’ = 35'[Qij]#j

Es decir, podemos reescribir la suma:

3 3
Z Z lea:] dij R Q;j _ Z 39512R—5 R? o Z 3xzm] Q=

=1 j=1 =1

1,7 =1
i 7
3 3
Z sz + Z xzxj QZ] Z o ‘T] QU
=1 ,] -1 3,7=1

i F ]

En consecuencia, obtenemos una expresion equivalente para el polinomio de Taylor:

¢<ﬁ> - 47r150 7+7+ ZZ%%QM

i=1 j=1
Q.E.D.

Observacion 18. Esta nueva expresion alternativa tiene la ventaja de que:

Quz + Quy + Qzz = /// p(#)[32/2— R?+32'3 - R +32/§ - R'*] av’ =
V/

:/// p(ﬁ’) 321 +25+2'3| —3R?| =0
V/

—=R/2

Lo cual significa que hace falta calcular menos términos en la préctica.

4.9. Propiedades ttiles para la obtencién del desarrollo multipolar

Recordemos que el momento dipolar se definia como:

7= /// . (}?’) Bav’

Que se traduce en tres integrales (pues estamos en R3):

Pe = /// /p(ﬁl) 2 dv’
v~ || o (#)vav
oo (] o () 0
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Proposicion 23 (Propiedades del momento dipolar).
1. Si el origen es el centro de simetria, entonces p = 0.
2. Si por el origen pasa un plano de simetria, entonces P estard contenido en dicho plano.
3. Si por el origen pasa un eje de simetria, entonces p’ estard contenido en dicho eje.
Demostracion.

1. Si el origen de cargas es un centro de simetria, entonces p (ﬁ) =p (—é) VR € V. Recordemos que,

/// RdV

Ahora, podemos dividir la integral al volumen en dos integrales, lo que hay del plano z = 0 hacia arriba
(a lo que llamaremos V+) y lo que hay del plano z = 0 hacia abajo (lo que llamaremos V —). Ast:

/// RdV ///V+ RdV+/// RdV ///V+ R+p( R) (—ﬁ)}dv

Como p ( R) =p (R) podemos expresar la integral anterior como:

///V+ R R)dV:6

2. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que el plano de simetria es el XY . Por tanto, sabemos
que: p(x,y,2) = p(x,y,—2) V(x,y,z) € V. Si la componente p, es nula, entonces p’ necesariamente
estara en el plano XY. Veamoslo, por la proposicién 22 en la pagina 69 tenemos:

P = ///Vp(x,y, z) zdV

De nuevo, podemos dividir la integral al volumen en dos integrales, lo que hay del plano z = 0 hacia
arriba (a lo que llamaremos V+) y lo que hay del plano z = 0 hacia abajo (lo que llamaremos V' —). Asi:

v= ] pwvozave Il owvaav= [l eyt -

Como p (z,y,2) = p(x,y,—2) V(z,y,z) € V, tenemos:

PzZ///Ver(x,y,z)(z—z)dV:O

3. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que el eje de simetria es el eje z. Si z es eje de simetria,
entonces los planos XZ e Y'Z también seran de simetria. En consecuencia, por (2) serd p, =0 =p, y,
por ende, p Gnicamente tiene componente z.

por la proposicion 22 en la pagina 69 es:

Q.E.D.

Podemos ver el primer punto graficamente mediante:
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porque, si el origen es el centro de simetria, entonces, por cada dp que ejerza un dV de la distribuciéon
debe existir otro dV que ejerza menos —dp. Si la distribuciéon no es uniforme, de manera que el origen no es
centro de simetria, podemos ver claramente que p # 0 con el siguiente ejemplo:

(Ta '97 ¢0)

(T7 9 + , ¢0)

donde p (7,0, ¢) = pocosb.
Proposicion 24 (Propiedades del momento cuadrupolar).

1. Si hay un eje de revolucion (llamémoslo, por conveniencia, eje z) de la distribucion, entonces:
Qxy = Qyz = sz =0

1
Qxa: = ny = _ngz
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Como se cumple Quz + Qyy + Q=2 = 0, en forma matricial tendriamos:

-2 0 0
Qij)=[ 0 -5 0
0 0 1

Y en consecuencia, en coordenadas esféricas, se tiene:

4 Q. 3cos?h—1
cuadrupolar — 47'&'60 AR3

2. Si el plano XY es de simetria, es decir, p (xo,y0,2) = p (zo, Y0, —2), entonces:

sz =0= Qyz
3. Si la distribucion es antisimétrica, es decir, p(—z',—y',—2") = —p (2, y/,2'), entonces:
(Qij) = (0)

Y lo mismo ocurre para cualquier momento de orden par.
Demostracion.

2 Si el plano XY es de simetria, entonces p (z,y,2) = p(z,y,—2) V(z,y,2z) € V. Por la proposicion

len la pagina 69 tenemos:
Qij = /// P($1,$2,933) (3SU¢£EJ' — R25ij)
1%

szZ///Vp(x,y, 2) 3xzdV

Podemos dividir el volumen anterior en el volumen que hay por encima del plano z = 0 (al que llamaremos
V+) y el que hay por debajo (al que llamaremos V —). En consecuencia, tenemos:

Qus = ///V+p(ﬂs,y,z) 3xzdv+///vp(x,y,z) 3zzdV = ///H [0 (x,y,2) 322 + p (x,y, —2) 3z (—2)] AV

Como p (z,y,2) = p(x,y, —2), tenemos:

Qaﬁz:ﬂ+3p($,y,z)x(z—z)dV:O

Analogamente sucede con el Q.. Asi:

En particular, tenemos:

QJ:Z =0= Qyz

1 Si Z es un eje de revolucién de mi sistema, entonces, los planos X Z e Y Z son planos de simetria de mi
sistema. Por (2), seran Quy = Qy> = Qu» = 0.
Por otra parte, como Z es un eje de revolucion del sistema, sera p (r cos 61, rsenfy, z) = p (r cos 02,7 cos 02, z) Vb,
R. En otras palabras, p tnicamente depende de la distancia al eje z; a dicha distancia la llamamos r.
En consecuencia, pasando la integral a cilindricas (z = r cos;y = rsenf), obtenemos:

szZ///p(x,y,z) (3x2—\/x2+y2+22) av =

1%

:/// p(r, z) (37“200529—\/r2c0520—|—7“25en29—|—z2> AV =
v
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= /// p(r, 2) (37"2 cos 6 — /12 + 22> dv =
v
oo oo 2m
= / / / p(r,z) (37’2 cos® 0 — \/r2 + 22) rdrdfdz
r=0Jz=—00 J =0

Ahora, como la densidad de carga p no depende de 6, sale fuerza de la integral. En consecuencia, llegamos

a:
00 o] 2T
Quz = / / p(r, z) [37“2 / cos® 0df — 2m\/r? + 22] rdrdz (4.9.0.1)
r=0Jz=—0c0 6=0
Resolvamos la integral del coseno aparte:
27
/ cos? 0df (4.9.0.2)
0

Por el coseno del angulo doble, tenemos:

0 0 0
COS29—Sen29:COS§<:>COS29— (1—00520) :COS§<:>2COS29—1:COS§<:>

Sustituyendo en la ecuaciéon 4.9.0.2] obtenemos:

2m 2 /1 0 N I 1 1
/ cos29d0:/ —+cos= |df = |-+ —sen — =nm+—-senm—0—=-sen0=rm
0 0 2 2 2 2 2 0 2 2

Por otra parte, la siguiente integral:

27 2 27 2
/ sen20d9:/ (1—Cos2e)d9:[0—0—1sen9] :[9—1361&9] =
0 0

1 1
7T—§sen7r—0+§sen0:7r

En consecuencia, podemos sustituir en la ecuacién la integral del coseno por la integral del seno,
pues dan el mismo resultado:

o] 00 27
Quz = / / p(r,z) [37”2/ sen? 0df — 2m\/12 + 22} rdrdz =
r=0Jz=—00 0=0

e ) 2m
= / / / p(r,z) [37‘2 sen®f — /72 + 22} rdrdzdf = /// p(r,z) [37‘2 sen®f — /72 + zQ} av
r=0J z=—00 J =0 \%4

Deshaciendo el cambio a cartesianas, recordando y = r sen 6, obtenemos:

Quz = ///VP(%%Z) [3y2 — Va4 y? +z2] dV = Qyy

Por dltimo, por la observacion [18 en la pagina 70| debe ser:

1 1

*Qac;r = _*ny

me+ny+sz:O@Qsz"i_sz:O@sz:_z 9
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3 Si la distribucion de carga es antisimétrica, entonces es p (z,y,z) = —p(—z, —y, —2) V(z,y,2). Por la
proposicién 22 en la pagina 69| tenemos que:

Q= [[] o () Goia; — R25) av

Podemos dividir el volumen V' en la parte que se encuentra sobre el plano z = 0 (V+) y la parte que se
encuentra por debajo del plano z =0 (V—). Asi:

Qz‘j = /// P (mh x9, x3) (3$i$j — R2(5ij) dV + /// 1% (1'1, x2, 1'3) (3.%’1‘3' — R2(5¢j) av =
V+ V-
= p (w1, T2, 23) 3xir; — z? + y2 + 22 dij) +
V+

o (—or, —m2, —3) (3 () (—2) = ((—2)” + (=9)* + (=2)) &) | av

Como p (21, z2,23) = —p (21, T2, T3), tenemos que:

Qij = /ﬂ p(xl, 9, 1'3) (3.%1'1‘3' — R252'j — (3.%1'.1‘3' — R252‘j)) dV =0
V+

Y como lo anterior es valido Vi,j = 1,2, 3, concluimos que (Q;;) = (0).

Q.E.D.

Podemos ver el primer punto graficamente:
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Proposicion 25 (Efecto de la eleccion del origen).
1. §i Q =0, entonces p es independiente del origen.

n
Z ¢

i=1 L=
, entonces p = 0.

2. 51 Q #0 y se toma el origen en el centro de cargas del sistema a =

3. 8 Q=0yp=0, entonces los Qij son independientes del origen.
Demostracion.

1. Sea S = (O; E) un sistema de referencia afin y sea S’ = (O' ;R" ) otro sistema de referencia afin.

Entonces, , por la proposicién 22 en la pagina 69| el momento dipolar p calculado por S es:

/// RdV /// OO’+R’) (00’+R’) dv =
:// p(@+ﬁ')5&dv+// ,0(534—}?’)&/:
1% 1%
:wﬂvp<@+§’>dV+ﬂ/p(@+ﬁ’>dV:O—>O’Q+]7:15'

=Q
donde el primer sumando se anula al ser () = 0 por hipétesis. En consecuencia, el momento dipolar es
el mismo desde cualquier sistema de referencia; dicho de otra forma, no depende del origen.

2. Si el origen del sistema de coordenadas es el centro de carga, entonces:

Z%‘éi "
= 1@ Z (4.9.0.3)

En este caso, como tenemos un ntmero finito de cargas, la integral que usamos para calcular el momento

dipolar p se reduce a un sumatorio.
n
/// R V= Z qiRi =0
i=1

donde lo anterior se cumple por la ecuacion [4.9.0.3

3. Sea S = (O; é) un sistema de referencia afin y sea S’ = <O’ 'R ) otro sistema de referencia afin.

Entonces, por la proposiciéon [22 en la pagina 69} el momento cuadrupolar @;; visto desde el sistema S:

Qij = /// 39011‘] R25;5) dV =
/// p O—>O’ + E’) [3 (O—OZ +x;) (O?Z- +:c;-) - (O—O32 +R’2> 527} dv =

—> N =
/// 3p OO’+R’> 00,00 ,dV + /// 3p 00’+R’) 2,00/ ;dV +

—
/// 3p OO’+R’ 00V + /// 3p 00’+ ’) iV +
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—/// 3ijp (O—>O’+Z§’> (W%V—// 5ijp (oo’ R) R4V =

—> N
— 300/,00; // 00’ + R’) 4V +300, // 00 + R’) ldV +

g
+300’ /// OO’+R’ :c LAV + /// 3p OO’+1§’) ziahdV+
=pj;
—0;;00" /// p(OO’+R’) dv — // Sijp (OO’+R’) R2dV =
14 |4
=Q

— g ) paga ) /
= 300';00';Q + 300" jpy 4+ 300" ipj — 6;;00"Q + Qi;

Como, por hipétesis, es = 0 y Q = 0, obtenemos que Qij = ;j En otras palabras, el momento
cuadrupolar no depende del sistema de referencia.

Q.E.D.

4.10. Capa dipolar

Definicion 19. Llamamos capa dipolar a una distribucién de carga como:

Es decir, una capa dipolar son dos placas planas paralelas conductoras cargadas separadas una distancia e
tales que la densidad de carga evaluada en la interseccion de cualquier recta ¢t perpendicular a las superficies
con la primera superficie tiene justo el valor opuesto de la densidad de carga evaluada en la interseccién de
esa misma recta t con la segunda superficie. En otras palabras, se trata de dos superficies planas paralelas .Sp
y So separadas una distancia e tales que:

o1 (ﬁ) = —09 <ﬁ+ eS’) VR ¢ Sy
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Proposicion 26. FEl potencial generado por una capa dipolar de densidad de carga o y espesor e viene dado

por la expresion:
— —T T
R) = dQl = — Q
qb( ) 47T60 // 47‘(‘60

donde 2 es el dngulo sdlido con el que se ve la capa dipolar desde el punto R Yy T = 0oe.

Demostracion. Usando la definicion [13 en la pagina 45| obtenemos el diferencial de momento dipolar es:

_|_

df=dq-&=0dS-&

Recordando la proposicion [18 en la pagina 46| obtenemos:

=T
d¢(ﬁa)— 1 dp-7 1 7oer-dS 1 7-dS
dwey 3 dmeg r3  dweg 13

d
donde 7 = % = oge. Notese que el dS va de la carga negativa a la positiva:

—
—

—r-dS
p 743

Por otra parte, por la definicién |9 en la péagina 17

R. Por tanto:

es justo el angulo sélido visto desde el punto
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Integrando, obtenemos:

Q.E.D.

Observacion 19. Si hubiéramos cogido el punto R en otro lugar, la representacion grafica habria sido:

odS

Observacion 20. Observemos una representacion del potencial frente a la distancia a la capa dipolar en el caso

particular de o = cte:
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[TE .

El eje horizontal representa la distancia con signo al centro de ambas placas. Es decir, la capa dipolar se
e e

sittia entre r = —5¥r=s3 En r = —o0o el angulo solido es 0 y justo al lado de la distribucion (r = —E) el

angulo soélido es 2m; luego, justo en el borde de la capa, el potencial vale —L. Al otro lado de la capa dipolar

€0

(r= g) el angulo solido vale —27 y el potencial QL En r = oo el angulo solido se hace cero.

€0

Observacion 21. Notese que el dngulo sélido cambia de signo al pasar de un lado al otro de la capa dipolar.
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Proposiciéon 27. El campo eléctrico generado por una capa dipolar con T tal que Vr =0 es:

AT ygdz”xf
ey Jo 13

donde la integral se realiza o través de la curva C que delimita la superficie de la capa dipolar.

Demostracion. Por la proposicion [26 en la pagina 78| tenemos:

¢(Fz)= 0

471'60

Por la definicion [12 en la pagina 28| sabemos que el campo eléctrico va a ser:

E=-V¢

Por tanto, por la regla del producto:

=1 = T =3 T T =
E=-V(|(-—|=-V(- Q Q
v< 471'80 ) V( 471'80) +47‘(’60v

es una constante:

Como
TED

- T =
VQ
47‘('8() T 471'60

E:

Ahora, como por hipotesis es V7 = 0, la expresion anterior queda:

Para ver cuanto cambia el dngulo s6lido, vamos a hacer el siguiente dibujo:
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Asi, podemos ver que lo que cambia el &ngulo sélido cuando el punto de referencia se mueve 5es equivalente
a que el punto de referencia no se mueva, pero que la capa dipolar se desplace —5. Enel plano, podemos ver
que la variacion del angulo solido es sumar la «parte nuevay y restar «la parte que desaparecey; graficamente
tendriamos:

dl

De manera que:
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46— // (—7*)3. ds
S T
Como dS = —6 x dl:

7 7o (dlx & dl'x 7) -8 oA\
dQ:ygc_;‘(_(Sde):éw:%c(i;):<¢Cdlrzr>'5

Por otra parte, por la regla de la cadena:

40 = (69) 5

Hemos obtenido dos expresiones diferentes para df2, asi que ambas deben ser iguales:

(ggcd{;f) F=(v0) 5
i

Ahora, por regla general, dados cuatro vectores fY, E,é y D que cumplen i-p

que B = D. Sin embargo, en nuestro caso dado que la igualdad debe cumplirse para cualquier vector 4,

forzosamente debe ser:
- dl < 7
VO = 55 .
C T

E»: T %dl_’x’l?
dreg Jo 13

-C :
é Nno es necesario

—

Y en consecuencia:

Q.E.D.
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Capitulo 5

Medios dieléctricos

5.1. Introduccién

En la naturaleza aparecen varias estructuras polarizadas como por ejemplo una red de atomos de carbono
en el que uno de dichos atomos ha sido sustituido por uno de nitrégeno:

C
C
C

C

C
C
C

Q- Q Q

C

C C
Nt C
¢ C
¢ C

También, al introducir un atomo neutro (como un gas noble) en un campo eléctrico los electrones cambian

sus disposicion en torno al ntcleo:
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5.2. Polarizaciéon dieléctrica

Suposicion 1. Supondremos que en los medios dieléctricos no hay cargas libres, en el sentido de que las cargas
no pueden trasladarse, aunque st rotar. Dicho de otra forma, la posicion de todas las particulas estd fija.

Definicion 20. Llamamos sustancias polares a aquellas que, en ausencia de campos eléctricos externos, pre-
sentan momento dipolar. Las sustancias que no cumplen la condicién anterior se llaman sustancias apolares

N\

o sustancias no polares.

Por ejemplo, la molécula de agua es una sustancia polar:
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De esta forma, en un vaso de agua, en general, al estar los dipolos distribuidos aleatoriamente, el momento
dipolar resultante es nulo (o casi nulo). Sin embargo, si sometemos las moléculas de agua a un campo eléctrico,
todas se orientan en la direccién de dicho campo eléctroestatico:

E
s

)

Definicion 21. Llamamos polarizacién por orientaciéon al cambio de orientacién que sufre una sustancia
polar al verse afectada por un campo eléctrico externo.

E

F

-

Definiciéon 22. Llamamos polarizacion por deformacioén al vector:

2\ 2

F

p=q-d
donde d es el vector que une los centros de carga negativa y positiva.

Un ejemplo de polarizacion por deformacién es:

Vv
A
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Observacion 22. La polarizacion por deformacion sélo juega un papel importante en las sustancias no polares,
pues si bien existe la polarizacion por deformacién en las sustancias polares, ésta es despreciable frente a la
polarizacién por orientacion.

Observacion 23. Notese que la temperatura influye en el grado de polarizacion.

Conclusion 1.

Sustancia | jPresenta momento dipolar en asuencia de campo eléctrico externo? | Polarizacién por

polar Si orientacion
no polar No deformacion

Definicién 23. Llamamos vector polarizaciéon a:
P:=aFE
donde a € R es la polarizabilidad.

5.3. Campo en el interior de un dieléctrico

Definicién 24. Llamamos reduccién al vacio al proceso de sustituir una distribuciéon de dipolos por una
densidad volumétrica y superficial de carga equivalentes.

Proposicion 28. Tener un medio material relleno de dipolos es equivalente a tener unas oy y pp equivalentes,

donde:

Ub:ﬁ-ﬁ
pp=—V-P

Es decir, las siguientes dos situaciones son equivalentes.

\ Pb

Demostracion. Se hace por reducciéon al vacio. Q.E.D.

Corolario 6. Recordando la proposicion|20 en la pagina 51|, el potencial y el campo generados por un dieléctrico
(en ausencia de cargas reales (libres [no emparejadas/) deben ser:

¢ (ﬁ) B 47350 [ﬁé %ds/ * ///v [;'bdvl}
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\% 7'2
En el caso en que ademds de carga equivalente hubiera cargas libres, por el principio de superposicion
tenemos:

= (3 obT P72y
E —_
(7) = gz |, 2+ ] v

_ 1 optoy ., /// Pb+ PF oy
(z) (R> o 471'80 [#/ T dS + \ dV

r

E(ﬁ) 1 #(%Jraf s’ + /// (oo +pp)7 dV’
4meg / 72 v

r2
donde con f denotamos free (libre, en inglés)

5.4. Vector desplazamiento eléctrico

Definicion 25. Llamamos vector de desplazamiento eléctrico a

D:=¢E+P

Teorema 9 (Teorema de Gauss generalizado (forma diferencial)). Las fuentes del desplazamiento eléctrico
son las cargas | reales (las cargas libres). Es decir, la divergencia del vector desplazamiento eléctrico D evaluada
en un punto R coincide con el valor de la funcion densidad de carga libre evaluada en dicho punto R.

#5(8) - (1)

Demostracion. Por el teorema de Gauss en forma diferencial (ver teorema |4 en la pagina 24)) tenemos

¥8 (R) - = (7) _m(®) +0s (R)

€0

€0
Por otro lado, habiamos dicho que:

EOV-E:—ﬁ-ﬁ+pf®€oﬁ~ﬁ+ﬁ-ﬁ:pf
Ahora, como la divergencia es un operador lineal, lo anterior es equivalente a

Q.E.D.
Teorema 10 (Teorema de Gauss generalizado (forma integral)). La integral del vector desplazamiento eléctrico

a lo largo de una superficie cerrada es igual a la carga libre encerrada en dicha superficie

#ﬁ-dﬁ_cgf
S
#ﬁ.dﬁ
S

Demostracion. Partimos de:
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Por el teorema de la divergencia (ver teorema |2 en la pagina 17)), tenemos:

#ﬁ-dgz// S . Bav
S 174

Y, por el teorema de Gauss generalizado en forma diferencial (ver teorema (9 en la pagina anterior]), llegamos
// ﬁﬁdvz/// prdV = Q;
\%4 \%4

Ejemplo 18. Tenemos un condensador con un dieléctrico:

Q.E.D.

Hay algo mas que decir aqui?

Proposicion 29. Sea D el vector desplazamiento eléctrico y P el vector polarizacion. Entonces, sus rotacio-
nales son iguales, siempre que el campo E sea conservativo.

VxD=VxP
Demostracion® (No entra). Por la definicion del vector desplazamiento eléctrico (ver definicion 25 en la paginal
anterior]), tenemos:

Vx D=V x (aOEJrﬁ)
Como el producto vectorial es distributivo respecto a la suma y es homogéneo de grado 1:

VxD=gVxE+VxP

Como el campo eléctrico es conservativo por hipétesis, por el corolario 3 en la pagina 26| es VxE= 0, de
forma que obtenemos:

VxD=VxDP
Q.E.D.

Observacion 24. En general, el rotacional del desplazamiento eléctrico serd cero, pues para conseguir que
el rotacional de la densidad de polarizacién sea no nulo hace falta recurrir a materiales artificiales como
metamateriales o materiales zurdos.
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5.5. Constante dieléctrica y susceptibilidad

Definiciéon 26. En un medio sin polarizaciéon permanente, llamamos susceptibilidad eléctrica al factor
adimensional x tal que:

ﬁ = 80XE

La susceptibilidad eléctrica puede no ser constante. También puede ser un escalar o un tensor 0, 2 (una matriz),
como veremos mas adelante:

Definicién 27. Llamamos permitividad eléctrica de un medio a:

e:=¢o(l+x)

Proposicion 30. En ausencia de polarizacion permanente, el vector desplazamiento eléctrico puede expresarse
como:

D= EOE+onE =cE

donde € es la permitividad eléctrica del medio.

Demostracion. Por la definicion [25 en la pagina 88| tenemos:

D=¢eyE + P

Ahora, por la definicién [26]lo anterior se puede expresar como:

[j :60E+50XE:50(1+X)E
Por ultimo, por la definicion

Q.E.D.

Definicién 28. Llamamos permitividad relativa de un medio al cociente:
€
gri=—=1+%
€0
Hecho 1. En cualquier medio natural se da:
x>0

Solo en materiales artificiales se puede conseguir x < 0.

5.6. L.H.I. (Materiales lineales homogéneos e is6tropos)

Aqui tenemos el valor de la permitividad relativa para varios medios:
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Material \ Er ‘
vacio 1
aire 1,006
teflon 2,1
parafina 2,1
poliestireno 2,7
nylon 3,5
cuarzo )
amoniaco 22
metanol 34
glicerina 50
agua 81
titanato de bario (BaTiOg3) (ferroeléctrico) | 1200 — 1500

Definicién 29. Llamamos medio is6tropo a aquel en el que el vector polarizacién y el vector campo eléctrico
son paralelos en todo momento:

P| E

Anéalogamente, llamamos medios anisétropos a aquellos en los que P J's E.

\
I 4
—_—
X11  X12 X13
La susceptibilidad seria en este caso un tensor (una matriz 3 x 3): x = | x21  X22 X23
X31 X32 X33

Definicion 30. Llamamos medios lineales a aquellos en los que la susceptibilidad no depende del campo
eléctrico:

X#3 (E)
Anéalogamente, llamamos medios no lineales a aquellos en los que x = § (E)

Definicion 31. Llamamos medios homogéneos a aquellos en los que la susceptibilidad no depende de la
posicién:
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x#%(ﬁ)

Anélogamente, llamamos medios no homogéneos a aquellos en los que y = § (E)

5.7. Condiciones frontera entre dos medios dieléctricos

5.7.1. Componente normal

Proposicion 31. En la frontera entre dos medios dieléctricos se cumple que la resta de las componentes
normales de los vectores desplazamiento eléctrico es igual a la densidad de carga libre en la superficie de
contacto entre ambos dieléctricos.

DQn _Dln = {O—f]S

D2:D1—|—O'f

A B C

Demostracion. Nuestra situacion es la siguiente:

.
\J

Es decir, Tenemos una pill-box («caja de pastillasy).
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Por el teorema de Gauss generalizado (ver teorema |10 en la pagina 88)), tenemos:

h D5 =Qua= | bas+ [ bas+ || B-ds =
S tapa superior tapa inferior superficie lateral

_/ 52-d§2+/ Dy -dSy +0
SQ Sl

Lo anterior se debe a que el valor de la integral a lo largo de la superficie lateral tiende a cero cuando la altura
transversal tiende a cero.
A continuacién, tomamos un 7 tal que dSs = dSan y dS1 = dS; (—n), de forma que:

/ 52 . d§2 + / ﬁl . dgl = / DQndSZ — / DlndSl
Sa S1 Sa S1

El signo menos viene de:

D1 -dSy = Dy (=) dSy = —D1,dS;

Por otra parte, como podemos expresar Qreal = Qf = I g fdS, llegamos a:

//gﬁ-d§://gafds

En consecuencia, haciendo tender la altura transversal a cero, 57 = Sy = 5, por lo que obtenemos:

//sD2“dS_//SD1nd5=//Safds

De esta forma, al ser la suma de las integrales la integral de la suma:

//S(Dgn—Dln—O'f)dS—O

Como este argumento debe cumplirse para cualquier superficie sobre la que apliquemos el teorema de Gauss,
necesariamente:
Dy, — Dy, = [Uf]s

Q.E.D.

Corolario 7. Si en la frontera entre dos medios dieléctricos no hay carga libre, entonces las componentes
normales a la superficie del vector desplazamiento eléctrico serdan iguales en ambos medios dieléctricos; es
decir, si [of]g = 0:

Dy, =Dy,

Demostracion. Se obtiene trivialmente sustituyendo [0f]¢ = 0 en el enunciado de la proposicion
[pagina anterior] Q.E.D.
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Corolario 8. La proposicion |31 en la pagina 92 expresada en funcidn de los campos eléctricos, queda:

€2E2n — €1E1n = O'f

y el caso particular oy = 0:

eolh, = ek,

Demostracion. Se obtiene trivialmente al aplicar la definicion [25 en la pagina 88| en la proposicion

y en el corolario [7 en la pagina anterior] Q.E.D.

5.7.2. Componente tangencial

Proposicion 32. En la frontera de dos medios cualesquiera, siempre que el campo eléctrico sea conservativo
en un entorno de la superficie de contacto de ambos medios, se cumple que las componentes tangenciales del
campo eléctrico son iguales en la superficie de contacto.

Eq, = B,

Demostracion. Como el campo eléctrico es conservativo por hipotesis, por el corolario |3 en la pagina 26| se
cumple:

VxE=0

En consecuencia, por el teorema de Stokes (|3 en la pagina 17)):

0:// Y .dgzgﬁﬁ.df:/ B df+/ E-df+/ B.odi +/ B
s( ) c o e @y T

Gréficamente, hemos hecho lo siguiente:

h—0

A\
N

Y
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De nuevo, si hacemos tender la altura del rectangulo a cero, las integrales en los tramos (3) y (4) van a
tender a cero. Luego, obtenemos:

Ey-dly = By, - dl, = Ey,dl

Ey-dly = —Ey - tdly = —Ey,dl
En consecuencia:
/Eltdl — /Egtdl =0« /(Elt — Ezt)dl =0
Como este argumento funciona para cualquier espira que escojamos, debe ser:
Elt — E2t =0 Elt = Egt

Q.E.D.

Corolario 9. En funcion del vector desplazamiento eléctrico el enunciado de la proposicion |32 en la paging

queda:

Dy _ D2

€1 €2

Demostracion. Se obtiene trivialmente al aplicar la definicién de vector desplazamiento eléctrico (ver defini-
cion 25 en la pagina 88|) a la proposicion 32 en la pagina anterior} Q.E.D.
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Capitulo 6

Sistemas de conductores

6.1. Curiosidades introductorias

Comprender los conductores nos permitira en el futuro examinar el comportamiento de metales, plasmas,
semiconductores y gases ionizados. Por ejemplo:

4 Ve -7 T ~ h \
’ ’ 7 A N \
7’ / .
Catodo(—) Anodo(+) P ® ' fluorescencia
ro W\
— [ |
6 l\ l\ . [' I‘
\ \ / /
\ \\ / /
. . e /
Gas ionizado NSl

Catodo(—) Anodo(+)

U@ ol

Como la masa de cualquier ion es mucho mayor que la masa de un electrén, el catodo es el que recibe el
mayor aporte de energia. Por eso, en la préctica es preciso refrigerar el catodo y reforzarlo para que no se
deforme.

6.2. Equilibrio electroestatico (propiedades de conductores)

Definicion 32. Decimos que un objeto se encuentra en equilibrio electrostatico cuando la suma de las
fuerzas que actian sobre cada una de sus cargas es nula; es decir, si sus cargas no se mueven.
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Proposicion 33. El campo eléctrico en un conductor (exceptuando su superficie) en condiciones de equilibrio
electroestdtico es nulo.

E=0

Demostracion. Recordemos que nos encontramos en condiciones de electroestatica (por hipotesis). Usaremos
reduccion al absurdo. Supongamos que E % 0 en el conductor, entonces, una carga que se encuentre dentro
del conductor sufrird una fuerza F = qE = @ # 0, luego la carga sufrira una aceleracion y se movera. En
consecuencia no nos encontramos en condiciones de equilibrio electroestatico, pero habiamos supuesto que si
que estdbamos en dicha situacién; hemos llegado a un absurdo. Q.E.D.

Corolario 10. Un conductor es equipotencial, es decir, el potencial de un conductor (también en su superficie)
es constante.

¢ = cte

Demostracion. Para cualquier trayectoria entre dos puntos A y B dentro de un conductor se da:

A—p
¢A—¢B=—/ B dr
B

Como el campo eléctrico es nulo en un conductor:

A
/ E-dir=0= ¢4 —¢p =0 ¢a=¢p
B

Ahora bien, en la superficie del conductor, como el campo eléctrico existe, su potencial asociado debe ser
una funcion diferenciable y, en particular, continua. Por tanto, el valor del potencial en la superficie de un
conductor debe ser su valor dentro del conductor. Q.E.D.

Corolario 11. La carga de un conductor se encuentra siempre en la superficie.
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Demostracion. Recordemos el teorema de Gauss (ver teorema [l en la pagina 14]):

—

v.-E="

=
Como en un conductor (exceptuando la superficie) es E = 0, debe ser p = 0. Ahora, como no puede haber

cargas en un conductor (exceptuando la superficie), si éste esta cargado, su carga debe situarse necesariamente
en su superficie. Q.E.D.

Corolario 12. La componente normal del vector desplazamiento eléctrico en el exterior del conductor coincide
con la densidad de carga libre que hay en su superficie. Ademds, la componente del campo eléctrico tangente
a la superficie del conductor es nula tanto en el interior como en el exterior del conductor.

Do

:O'f

n

B, =E, =0

Demostracion. Aplicando la proposicion [31 en la pagina 92

D2n—D1n :O'f

Ahora, como el campo eléctrico en el interior de un conductor es nulo E; = 0, debe ser, por la definicion
len Ta pagina 88 D;, = 0. De forma que llegamos a:

Dy, = oy

n

Por otra parte, como el campo en el interior de un conductor es nulo E; = 0, debe ser E;, = 0. Ahora, por la
proposicion 32 en la pagina 94}

0=FE;, = Ey,
Q.E.D.
Corolario 13. El campo eléctrico E es siempre perpendicular a la superficie en un conductor.

Demostracion. Se sigue trivialmente del corolario anterior. Si la componente tangencial del campo eléctrico en
la superficie de un conductor es siempre nula, entonces, inicamente puede tener componente normal. Q.E.D.

Proposicion 34. Un conductor con un agujero en su interior apantalla el interior del campo eléctrico que halla
en su exterior. Es decir, si no hay cargas en dicho agujero, deber ser E = 0 en el agujero, independientemente
del campo que haya fuera.

Demostracion. Por el teorema de Gauss (ver teorema |l en la pagina 14)) aplicado a la superficie interior del
conductor 5;, sabemos:

# E-dS=0= Qg =0
S;

Bien, ahora tenemos la siguiente situacion:
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Como el campo eléctrico es conservativo, por el corolario [3 en Ta pagina 26] debe ser:
%E-dle@/ E-dl-l—/ E-di=0
C A B
=0

El primer término se anula porque, por la proposicién |33 en la pagina 97|, es E = 0 dentro del conductor. En

consecuencia;:
A — —
/ E-dl=0
B

Como podemos realizar la integral anterior a lo largo de cualquier trayectoria que una los puntos A y B a
través del hueco interior del conductor, debe ser:

E=0
Q.E.D.

Observacion 25. Notese que el reciproco no es cierto. Si tenemos cargas en el interior de un conductor, fuera
del conductor si que habra campo eléctrico. Se puede comprobar facilmente mediante la forma integral del
teorema de Gauss (ver teorema |l en la pagina 14J).
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Observacion 26. Si tenemos un conductor con cargas en su interior y lo conectamos a tierra, el conductor
apantalla el interior del exterior y el exterior del interior. Podemos verlo con el ejemplo del cable coaxial. Esto
se debe a que al conectar la superficie a tierra, todo el exceso de carga se va a tierra y desaparece.

E=0

6.3. Teorema de reciprocidad e identidad de Gauss

Teorema 11 (Teorema de reciprocidad). Sean (1) y (2) dos estados de un sistema que contiene n conductores
(1) (1) (2) (2)

cargados con carga qq ..., qn  respectivamente en el estado (1) y con carga q;”’, ..., qn  en el estado (2) y con
volumen V1, ..., V,. Dichos conductores se encuentran dentro de un dieléctrico l.h.t de volumen T. Ademds,
sean d)gl),..., 512) los wvalores del potencial sobre la superficie de los conductores en el estado (1) y sean
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qng), .. .,¢$3) los wvalores del potencial en la superficie de los conductores en el estado (2). Por wltimo, sean

pifl) Y ,0;2) las funciones densidades de carga libre del dieléctrico en los estados (1) y (2), respectivamente.

Asimismo, sean ¢V y ¢3) las funciones potencial en el dieléctrico en los estados (1) y (2), respectivamente.
Supongamos, también, que el potencial en la superficie exterior que delimita nuestro dieléctrico vale cero.
Entonces, se cumple:

) (620 — 602 av = E": (624 - 64
j=1

Demostracion. Como la carga en un conductor esta distribuida a lo largo de la superficie, debe ser:

= # o g, (6.3.0.1)
Sj
También, por el corolario [8 en la pagina 94l sabemos:
(1) (1)
o 0o
% g ( %) > (6.3.0.2)
€ 7 an

J
donde 7 es el vector unitario perpendicular a la superficie del conductor j-ésimo que se dirige hacia fuera de
dicho conductor.
Recordemos que por el corolario [13 en la pagina 98] en la superficie de un conductor no puede haber
componente tangencial. De aqui, obtendriamos una funcién potencial ¢,
Por ejemplo, en el caso de un condensador, tendriamos:
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+Q —Q

AV = i) — gV

-0 & --q

Volviendo a nuestro caso original, en una situacion (2), las cargas ahora son q§2), e ,q,(f). De nuevo:
¢ = # o ds; (6.3.0.3)
Sj
y por el corolario |8 en la pagina 94;
(2 (2)
o; 00
A {() S J 6.3.0.4
€ i 8TAL] s ( )

j
Al igual que antes, de aqui obtendriamos una funciéon potencial ¢(). Si ahora aplicamos la segunda
identidad de Green (ver teorema |6 en la pagina 37)):

///V (vV2p — ¢VZ) dV = #S (wgz — ¢>g:§> ds

tomando ¢ = ¢ y ¢ = @), obtenemos:

(2) (1)
///V [¢(1)v2¢(2) _ ¢(2)V2¢(1)} dV = #9 <¢(1)a§ﬁ _ ¢(2) agﬁ > ds (6.3.0.5)

Por otra parte, por la definiciéon [I12 en la pagina 28| por el teorema de Gauss Generalizado en forma
diferencial (ver teorema |9 en la pagina 88)) y por la proposicion |30 en la pagina 90| tenemos:

6~5:pfﬁﬁ'eﬁ:pfﬁsﬁ-ﬁzpf@—66'6¢=pf<z>v2¢:—p?f

En consecuencia, [6.3.0.5| es equivalente a:

(1)

///V {gf)(l) _ pf) _p® (”i

©)) 1)
dV = # (QS(I)% — @ 8¢A ) dS <
S on on
2)

1)
@/// POL AL dV:# POLSRCLLR P
v € € S on on
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Haciendo uso de las ecuaciones [6.3.0.2 en la pagina 101|y [6.3.0.4 en la pagina anterior| la expresiéon anterior
se transforma en:

(2)

oo () (e
@/// 2)Pf _¢(>p§‘2) deﬁi(gb GJS) oW (2)>ds (6.3.0.6)

Como en el interior de los conductores no hay cargas libres, podemos restringir la integral al volumen del
dieléctrico menos el volumen de los conductores. Ahora, recordemos que 1" es el volumen de todo el espacio
considerado, entonces el volumen del dieléctrico excluyendo los conductores es:

n
V=T-)V
j=1

Asimismo, podemos descomponer la integral en superficie en una suma de integrales a lo largo de las
superficies de todos los conductores mas la integral a lo largo de la superficie exterior. Pero el potencial se
anula por hipoétesis sobre dicha superficie exterior, luego la integral también.

(1) 2)

I R e

En consecuencia, la ecuacion [6.3.0.0] se transforma en:

oy’ f’?) e 7}
P ML gy = # 1| ds.
///Tz;-;l v € Z KA

donde ¢; es el potencial en la superficie S;. Como nuestro medio es homogéneo, € # § (V'), podemos sacar el

¢ fuera de ambas integrales. Por otra parte, al ser d)g.l) y ¢§-2) constantes en todos los conductores, podemos
escribir la expresion anterior como:

1 /// @ D) 1) 1 ¢ (2)# (1) (1)
- ¢ py = pe ) dV = — oy o;dSj — ¢;
< T=>5-1Vj ( d / ) € JEZ: ! S ! ’ ! S

1 J

UJ(-2)de]

Por dltimo, multiplicando por € a ambos lados y haciendo uso de las ecuaciones [6.3.0.1 en la pagina 101
v 16.3.0.3 en la pagina anterior] obtenemos:

///Tzf;lvjw)p # =) av = Z( oq?)

Q.E.D.
Corolario 14 (Identidad de Gauss). Sean (1) y (2) dos estados de un sistema que contiene n conductores
cargados con carga qgl), e ,qgl) respectivamente en el estado (1) y con carga q& ), . ,qg) en el estado (2).
Dichos conductores se encuentran dentro de un dieléctrico l.h.i. Ademds, sean ¢> ...,¢n los valores del
potencial sobre la superficie de los conductores en el estado (1) y sean (;5&2), .. .,(Z)n) los valores del potencial
en la superficie de los conductores en el estado (2). Por wltimo, sean pgcl) =0= pgc) las funciones densidades
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de carga libre del dieléctrico en los estados (1) y (2), respectivamente. Supongamos, también, que el potencial
en la superficie exterior que delimita nuestro dieléctrico vale cero. Entonces, se cumple:

n

(47" - ) =0

=1

Demostracion. Se sigue trivialmente al sustituir p}l) =0= p?) en el teorema |11 en la pagina 100|y se usa

que la integral definida de cero es cero. Q.E.D.

6.3.1. Casos concretos

Ejemplo 19. Cuando es n =1 en la identidad de Gauss, obtenemos el caso del condensador.

(1)¢(2) = (2)¢5(1) & ﬂ = ﬁ = cte := capacidad del conductor
1 — 1 o) — @ _ eT P

6.4. Relacion entre los potenciales y las cargas

Definicion 33. Sea un medio dieléctrico homogéneo de permitividad ¢ en el que se encuentran n conductores.
Llamamos matriz de coeficientes del potencial a:

b1 - DPin
P=@y) =1 .
Pn1 - Pnn

Cada uno de los componentes de la matriz viene dado por:

1 -
Pij = # # 7i% dSide
Ameqiqj JIs; Js; Tij

donde g¢; es la carga del conductor 7, g; es la carga del conductor j, r;; es la distancia que separa ambos
conductores, S; es la superficie exterior del conductor 4, S; es la superficie exterior del conductor j, o; es la
densidad de carga superficial del conductor i y o; es la densidad de carga superficial del conductor j.

Fisicamente, el coeficiente pj; es el potencial que adquiriria el conductor j cuando todos los conductores
estan descargados a excepcion del i que posee una carga de un culombio.

Observacion 27. Notese que los pj; no dependen de las cargas, sino inicamente de la geometria. Esto se debe
a que siempre podemos expresar las densidades de carga superficiales como o; = ¢; - f; (ﬁ) yo;=q;-fj (ﬁ)

donde las f; y fj son funciones que dependen exclusivamente de la geometria, devolviendo la distribucion
relativa de la carga. Notese también que p;; = pj;, por lo que la matriz P es simétrica.

Observacion 28. En la practica, como los pj; s6lo dependen de la geometria, los podremos calcular para la
distribucién de cargas que nos sea mas sencilla.

Definicion 34. La matriz inversa de la matriz de coeficientes del potencial se llama matriz de coeficientes
de influencia de capacidad.

Cc.=pP!
o1

Proposicion 35. Supongamos que tenemos n conductores en un dieléctrico homogéneo. Sea ® = el

Pn

vector que contiene el valor del potencial sobre la superficie de cada uno de los conductores. Andlogamente,
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q
sea Q=] 1 | el vector que contiene la carga de cada uno de los conductores. Ademds, sea P la matriz de

dn
coeficientes del potencial asociada a nuestro sistema. Entonces:

=P Q

Demostracion. Claramente, por cada conductor ¢ se da:
dSl — dq = O'ZdSl
De forma que el diferencial de potencial que el conductor ¢ genera en el j es:

1 O'ZdSZ

do.;, = —
¢]l 4rre Tij

En consecuencia, el potencial generado en el conductor j debido al conductor i es:

iaid&
S; 4e Tij

Gji =

Como el dieléctrico es homogéneo, entonces:

1 o;dS;
iji = T
e s;  Tij

Por consiguiente el potencial en el conductor j es:

n
B 1 0;dS;
¢] N ; 4dme #5'1 Tij

Si multiplicamos y dividimos por ¢; = #S' 0jdS; y, ademas, también multiplicamos y dividimos por ¢;,
J

llegamos a:

"~ 1 0i0; -
i=1 i J i=1

Ameqiq; Tij

=Pji
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En consecuencia, podemos escribir la igualdad anterior de la siguiente forma:

P1 Pir - Pin q1
= o ]
®n Pn1 - Pnn qn
N——
=® =P =Q
SP=P-Q
Q.E.D.
6.5. Influencia total: condensadores
Supongamos que tenemos dos condensadores:
-+ ) —_
I 4
i AN -
I 4
AN -
I 4
Ejemplo 20. Para el caso de dos conductores, tendriamos:
{¢1 = puq + pi2ge
$2 = p21q1 + P22g2
Ahora, si ambas cargas son iguales (pero de signo contrario) ¢ := g1 = —¢g, lo anterior se reduce a:

¢1 = p119 — p12q
@2 = D219 — P22q

Si hallamos ¢1 — ¢a:

¢1 — ¢2 = q(p11 — 2p12 + p22)
Despejando g¢:

_ b1 — 2
P11 + P22 — 2p12
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Ahora, definiendo C' := ——L——— obtenemos:
pP11+p22—2p12

q=C(¢1— ¢2)
Utilizando las ¢;; (las inversas de p;;), llegamos a:

{(h = c1101 + c12¢2
g2 = C2101 + 2202

Si suponemos g1 = —¢o y sumamos obtendriamos:

C11 = —C21

0= (c11 +c21) 1 + (c12 + c22) P2 & { B
Cl2 = —C22
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Capitulo 7

Energia electrostatica

Definicion 35. Llamaremos energia electroestatica de un sistema de cargas puntuales al trabajo necesario
para traer todas ellas desde el infinito una a una.

Para el caso de distribuciones volumétricas de carga en un medio dieléctrico, la energia electroestatica sera
el trabajo necesario para aumentar la densidad volumétrica de carga libre py desde la funcion nula en todos
los puntos hasta la distribucién final.

7.1. Energia de un sistema de cargas puntuales

Proposicion 36. La energia electrostdtica U, almacenada en un sistema aislado de n cargas puntuales
{a}r—y ,, viene dada por:

1 n n 1 n
Ue =W, = ith > i = 52%’@
=1 :_q i=1
J
i FJ
donde ¢;; = ¢ij es el potencial que crea la particula j sobre la i y ¢; es el potencial de la particula i, es

decir: ¢7, = Z qf)u_J
j=1

Demostracion. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que nuestro sistema de cargas puntuales se
encuentra en el interior de un conductor, ya que por la proposicion |34 en la pagina 98, un conductor aisla el
interior del exterior.
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En el interior del mencionado conductor contamos con n cargas puntuales:

RGN0

Veamos qué trabajo tenemos que realizar para llevar la ¢; desde la superficie del co hasta el punto 1:

wle

El trabajo es nulo, pues no tengo ninguna carga en mi sistema todavia.
Ahora, quiero llevar la carga ¢s al punto 2:

Wy = P21 = Q2021

De manera que el trabajo total para dos cargas es:

1 Q1:;< 1 N2 1 Q1Q2>

47‘(‘60 T12 471'60 12

Wy = w1 + w2 = q2021 = Q27
TEQ T'12

Como 719 = 791, podemos expresar lo anterior como:

Wy = - (¢21q2 + d12q1) = ! (q1012 + @221)

2

NN

Ahora, traigo la carga 3:

w3 = q3¢3 = q3 (P31 + P32)

Haciendo lo mismo que antes, obtenemos:

1 1 1 9 1
w3 = q3 L 2 =2 (g331 + q1013 + @223 + @332)
47‘1’50 13 47‘(’60 T23 2

1
w3 =5 (g3631 + q1 13 + @332 + 2P23)

En consecuencia:

1
W3 = 5 (1012 + 1013 + G221 + G223 + 3031 + ¢3¢32)

De forma, que, en general:
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qu Z Qbm— ZQz¢z—U

7,1 ]_1
i F#J

~———
=¢;

Q.E.D.
7.2. Energia de una distribucion de cargas
Definicién 36. Llamamos densidad de energia electrostatica de un sistema en un punto R a:
. 1o/ = /o
U <R> =B (R) D (R)

J

Sus unidades son [u¢] = —.
m

Proposicion 37. La energia electroestdtica almacenada en una distribucion de cargas con densidad de carga

p (ﬁ’) y volumen V' es:

Ue = ///V/ R’ R’ dv' = //TEE Ddv = ///TEuedV

donde con T.E nos referimos a todo el espacio, es decir, al volumen V' mds todo lo que hay fuera.

ZOO

p(R') Q ’

av’
o

~&

Demostracion. Partimos de la proposicion [36 en la pagina 108}

1 n
= B Z qidi
i=1

Como ahora estamos en un medio continuo, el nimero de particulas tiende a infinito, por lo que podemos
aproximar la suma por una integral:
1
Ue ~ 5 dq qu

Como es dg = p (R’ ) dV', podemos expresar lo anterior como:
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L@@

Por el teorema de Gauss generalizado (ver teorema |9 en la pagina 88|) p (R” ) =V- 5, de forma que:

///, (®) o (R)av' = //TE (V-D)o(#)av (7.20.1)

Por otra parte, por la regla del producto:

@1
<11

ﬁ(w):gﬁﬁ b o

@ﬁ(w) _D-Vé=¢V-D
En consecuencia, puedo reescribir [7.2.0.1] como:

[///TE ¢D dV+//TED EdV]

Por el teorema de la divergencia (ver teorema |2 en la pagina 17)):

1 — = 1 — —
— - # oD - dS + - // D - Edv (7.2.0.2)
2 )]s 2J)lrE

donde S es la superficie que delimita todo el volumen, es decir, la superficie del infinito ¥,. Si hacemos tender
r — o0 y observamos el comportamiento de los términos de la primera integral, obtenemos por desarrollo

1
multipolar ¢ ~ —, D~ — y 5 ~ r2 = dS ~ rdr. En consecuencia:
r r

L 11 1 1
#¢D-dS~/2rdr:/2dr:——>O
S rr r r r—oo

cuando r — oo. Luego, claramente si r — oo (lo cual se da en la superficie del infinito), entonces 9355 ¢5 -dS —
0. Por consiguiente, como el producto escalar es conmutativo, queda en:

—1/// E.-DdV
2 JrE

Ahora, aplicando la definicion [36 en Ta pagina anterior}

Q.E.D.

Ejemplo 21. Tenemos una esfera conductora:
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Podemos calcular la energia electrostatica de la siguiente forma:

U, = %//V/pgzﬁdvl = %//S oodS = %(pQ
1

Q 1 Q
= e f— — -
¢(r) dmeg T o(r=a) 4meg a
Por tanto:
1 2
U, = - @
2 471'80&

También podemos hallar la solucién de esta otra forma:

U, 1// E - DdV (J+1/27r/7r /Ooe 1@ 228e Odrdod

6:_ . = —_ _— T n =

2 JMrE 2 Joeo Joo Jrma  \Ameq 12 ravae
6

—p
1 Q> === (1 1Q* [ 17 1 @?
= ——2 271' (2) —2d7' = — —_— = —
2(477) €0 a T 2 4meg rl, 2 4dmega

Ejemplo 22. Tenemos una esfera dieléctrica:
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con densidad:

£0 @
T 4.3
3Ta
Para r > a:
_ 1
oL
dregr
Y en consecuencia:
1 Q

Y para r < a, por el teorema de Gauss generalizado (ver teorema |10 en la pagina 88)

4
D - dnr? = pggm"?’ &

- r
& D) =2
3
En consecuencia:
= por
E(r)=—r
(r) =35
De manera que:

2
por /
=———+k
Claramente para r = a, por continuidad, debe darse:
_Poa2+k,/: 1 Q_,,_ Q  pod
6¢e dmeg a drega 6e
De forma que:
_ P02 2 Q
¢ (T) - 6e ((l r ) +

dmega
Bien, ahora para calcular la energia electrostatica, hacemos:

RN 1 a 2 00 1 2
U, = /// E-DdV = =27 -2 / p—0r2r2dr + / e — @ r2dr
T.FE 2 r=0 9e a

477507“72
Ue = ;///poqb(r) dv = 147Tp0/7:0 [

PO 2 2
5 6£(a r?) +

O, alternativamente, podriamos hacer:
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7.3. Energia electrostatica en medios dieléctricos

Proposicion 38. La energia electroestdtica almacenada en una distribucion de cargas en un medio dieléctrico
de permitividad € puede expresarse como:

ﬁ — —
U, = /// E -6DdV
T.E. JD=0

2 o0

Demostracion. Primero, empecemos con una pequena observacién sobre la notaciéon:

Con ”d” indicamos un diferencial de una variaciéon que ya hay en el sistema; mientras que con ”¢” nos
referimos al diferencial asociado a una variacion que nosotros realizamos en el sistema (algo que cambia su
estado).

Sabemos que la energia potencial eléctrica U de un dV’ con carga dq viene dada por:

o (1) =n (7)o ()
donde dq (é) =py (ﬁ) av'y p (ﬁ) es la densidad de carga libre. En otras palabras:
(1) =0 (1) (v

Ahora, vamos a estudiar cémo varia la energia potencial eléctrica U al variar la densidad volurhetrica de carga
libre p. Para ello, aplicamos nuestro operador de variaciéon virtual § a ambos lados, obteniendo, por la regla

del producto:
0 (7)o () (8)) 7~ 5 o () (1) 0 (7)o ()|
Como no estamos variando el potencial, es § (¢) = 0. Por consiguiente:
0 (7)o () o (B

Esta variacion virtual de la energia potencial eléctrica en el punto R es justo el trabajo que tengo que realizar
en el punto R para variar la densidad de carga libre. Por tanto, tenemos:

dsU, = §U = 6ppdV’

donde el diferencial inexacto se debe a que esta es la contribucion al trabajo U, realizado en un dV’ y el
diferencial inexacto virtual se debe a que no existe el diferencial de trabajo.
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Integrando, tendriamos:

U, — /:01 U/V 5pd (E’) dV’} (7.3.0.1)

Fisicamente, podemos ver la integral anterior como el hecho de ir introduciendo en cada dV un dp poco a
poco hasta llegar a la pgna deseada en cada punto.
Por el teorema de Gauss generalizado (ver teorema |9 en la pagina 88|) se da:

p=V-D
Aplicando nuestro operador § a ambos lados, llegamos a:
Sp=10 (6 : 13)
Como ¢ es una variacion virtual y V indica una variacién espacial, ambos operadores conmutan:
Sp=V-6D
Asi, sustituyendo en obtenemos:

U, = // | sdpav’ = // - e (55) v’ (7.3.0.2)

Por otra parte:

6-(¢55):N-aﬁmﬁ-%@apﬁaﬁ:ﬁ(¢55>—55-%:6-(¢55)+E.5D

donde el altimo paso se debe a la definiciéon 12 en la pagina 28|

Con lo anterior, se transforma en:

oU. = ///TE qﬁéD dV’ //TE E-8DdV’

Por el teorema de la divergencia (ver teorema |2 en la pagina 17)):

6U, = $6D - dS + // E-§DdV’ (7.3.0.3)
Yoo T.E.

1
Ahora bien, en la superficie del infinito tenemos ¢ ~ —, D ~ — y S ~ r2 = dS ~ rdr, por tanto:
r r

L 11 1 1
¢6D-dS ~ lim | ——rdr=1lm [ wdr=————0

Se r—oo | 112 r—oo | 12 r r—00

§U, = // E.sDdV
T.E.
B — —
— /// E . 6DdV
T.E.JD=0

Por consiguiente se simplifica a:

Integrando a ambos lados:

Q.E.D.
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Corolario 15. La energia electroestdtica almacenada en una distribucion de cargas en un medio dieléctrico
l.h.i. de permitividad € puede expresarse como:

1
U, = /// —eE%v
T.E. 2

Demostracion. En un medio 1.h.i tenemos € = cte y al ser la diferencial un operador lineal, por la proposicion
len la pagina 90;

D =¢cE = 6D = e0F

Y, en consecuencia, por la proposicion [38 en la pagina 114} obtenemos:

///TE [/ g. 68| av = //TE2€E2dV

Q.E.D.

7.4. Energia electrostatica de un sistema de conductores

Proposiciéon 39. La energia electroestdtica almacenada en un sistema de conductores que se encuentran en
el interior de un dieléctrico l.h.i puede ser expresada mediante:

n
Z Dijqiq;

donde los p;j son los coeficientes de potencial del sistema.

[\DM—~
||M:

2 o0

Demostracion. Por la proposicion [37 en Ta pagina 110] restringiéndonos a la superficie de los conductores,
debe ser:
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17’1,
e == i0;dS;
U, 2;#&¢a S

Como los conductores son equipotenciales (ver corolario 10 en la pagina 97)), ¢; es constante a lo largo de S;.

En consecuencia:
1 — 1« 1 —
Ue = 3 ;:1 o #q 0;dS; = 3 ;:1 Giqi = 3 ;:1 qidi

Usando la proposicién [35 en la pagina 104] sabemos que:

n
‘I'ZP'Q@@:ZPUQJ‘
i—1

De manera que podemos reescribir lo anterior como:

1 n n
Ue = 5 Z ZpijQin

i=1 j=1
Q.E.D.

Ejemplo 23. En el caso de dos conductores con cargas opuestas (influencia total), se obtiene:

1
Ue = 5C (AV)?
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Capitulo 8

Fuerzas electroestaticas

8.1. Sistema aislado (); = cte V2

Proposicion 40. En un sistema aislado (con Q; = cte Vi) en el que hay un dieléctrico l.h.i., la fuerza total
que actia sobre el sistema es igual al menos gradiente de la energia electroestdtica almacenada en él.

Demostracion. Si tenemos un sistema aislado, entonces ); = cte. Por conservacion de la energia:

AW = —dU,

Por otra parte, por definicién de trabajo:

Por tanto:

Q.E.D.
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Observacion 29. En general no podemos asegurar que los coeficientes del potencial se mantengan constan-
tes ante algin cambio en la geometria. Asi que puede que no podamos calcular la energia electroestética
almacenada mediante la proposiciéon [39 en la pagina 116|

8
+Q e ‘

€0
c -

. 0 (2)

Yoy
Q=
N—"

8.2. Sistema a potencial constante ¢ = cte

Proposicion 41. Supongamos que tenemos un sistema con n conductores en un dieléctrico l.h.i. Si imponemos
que el potencial en los conductores debe permanecer constante, entonces la fuerza que actia sobre el sistema
viene dada por:

Demostracion. En este caso, como estamos manteniendo el potencial constante de forma externa, estamos
introduciendo energia en el sistema. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que mantenemos el potencial
constante en los conductores por medio de baterfas. Llamaremos Uj a la energia electrostatica de las baterias.
Por el teorema de la energia mecénica se tiene que cumplir:

AUy =dW + dU, (8.2.0.1)
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donde dW = F - dF. Por otra parte, por la proposiciéon |37 en la pégina 110L restringiéndonos a la superficie de
los conductores, debe ser:

1n
e=75 i$idS;
U 2;#%@ S

Como los conductores son equipotenciales (ver corolario |10 en la pagina 97)), el potencial ¢; es constante para

la superficie S;. Asi:
1 — 1 —
Ue = 2§¢i#0idsi = 22@%

Haciendo la diferencial a ambos lados, por la regla del producto, obtenemos:

n n

1 1 1<
dU. = 5261(%'(25@') = QZin¢i+2;qii€éL
= =0

i=1 i=1

donde el segundo sumando se anula, porque el potencial es constante por hipétesis. En consecuencia:
1
dUe = 5 ; dgi o (8.2.0.2)
Por otra parte, como se cumple Uy ; = g;¢; por definicién de potencial, tenemos:

U= qioi
i=1

Tomando la diferencial a ambos lados, por el mismo argumento que para dU,, llegamos a:

AUy =Y _ dg;¢; (8.2.0.3)
=1

Observando las ecuaciones [8.2.0.2| v [8.2.0.3] vemos que:

AUy = 2dU,

En consecuencia, sustituyendo en la ecuacion diferencial del trabajo (ver |8.2.0.1 en la pagina anterior)),
obtenemos:

2dU, =dW + dU, <dW = dU,

Por la definicion de trabajo, tenemos:

Q.E.D.

Observacion 30. Notese la diferencia entre la situacion a carga constante (signo negativo del gradiente) y la
situacion a potencial constante (signo positivo del gradiente).
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8.3. Ejemplos

Ejemplo 24 (Problema 48). Tenemos la siguiente situacion:

+Q

D2 €0

+

¥ o~

—

D = (0,D,0)

Nos piden determinar la fuerza total que actia sobre la superficie del dieléctrico en dos situaciones.

1. Suponiendo la carga constante:
Podemos ver que D = (0, D, 0). Por las proposiciones |31 en la pagina 92| y |32 en la pagina 94|, sabemos
que debe ser:

Ey, = Ey,
Dgn—Dln:UfZO

Claramente Dy, = 0 = D;,, pues D tunicamente tiene componente en el eje y. Por tanto, el campo
eléctrico debe tener también direccién tGnicamente en el eje y. Es decir, £ = Ey.
De esta forma, llegamos a las siguientes ecuaciones:

Dy, — Dy, = O'g‘l) g
5E2 —0= 0'502

n

@
Ey—-0=
. 71 {O'(I)ZEE

Por otra parte:
Q= a}l)xh + 0;2) (L—z)h=
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=eFzh+e)E(L—x)h=FEh(ex+e9(L—1x)) &
Q

= et e L)
Como F = Voch), podemos hallar el potencial entre las placas en funciéon de lo que haya introducido el
dieléctrico:
Qd
07 hlex + 0 (L — )]
Ahora:
U, = /// Y§. Bav
v 2
2 2 72
Ue = % d2md h+€0d2 < _x)d'h} B %gh2[€x+and(L—x)]2 Ferelb ool
_1Q%d 1

T2 h [ex+eo(L—x)
Por la proposiciéon 40 en la pagina 118 tenemos:
al. 1 Q%d €—&o
dr 2 h [ez+eo(L—2))

Fp=—

Notese que:

o_L1 d
€ 2805
1d
fF— 2202
€ 2€SQ

Obtendriamos: "
E=22(—y
7 =9
1] Vg 2
Ue=§ d2mhd+€0d2 (L—2x)hd| =
1V
=——"h L—
574 [ex 4+ e ( x)]
Por la proposiciéon 41 en la pagina 119, tenemos:
dU. 1 V2
F, = 0 —
ix 2a %)
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8.4. Presion en las placas de un condensador

Proposicion 42. La presion P que sufre un punto R de las placas de un condensador en cuyo interior hay
un dieléctrico l.h.i y cuyas placas se mantienen a un potencial constante viene dado por la expresion:

P(ﬁ)zpzarz(é)

- o o o o EE o o EE EE EE e EE Em Em
A

Demostracion. Tomando la diferencial a ambos lados en la proposiciéon [37 en la pagina 110] y considerando
dV = dSdzx, tenemos:

dU, = %5 . EdSdx

Como las placas estan sometidas a potencial constante, por la proposicion 41 en Ta pagina 119 tenemos:

aUu,
dr

dF = VU, < dF =

donde la notaciéon de diferencial inexacta proviene de que estamos restrigiéndonos a la fuerza que actua sobre
un dS.
Como en este caso la fuerza acttia exclusivamente en el eje X:

12 =

1~ =
~-D-FEd
dx dz 2 5

Despejando, llegamos a la definicién de presion:

dF 1= =
P=—=-D-FE
as 2
Por la proposiciéon |30 en la pagina 90 podemos escribir lo anterior como:
1 D?
P=5
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Por 1ltimo, por el corolario [12 en la pagina 98| tenemos D = o en las placas del condensador. Asi:

Q.E.D.
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Lain-Calvo

Capitulo 9

Corriente eléctrica estacionaria

9.1. Introduccion

Definicion 37. Llamamos intensidad de corriente eléctrica I (é, t) a la variacion de la carga con respecto al

tiempo que tiene lugar en un punto R en un instante ¢.

I (ﬁ, t) = % (}?, t)

Observacion 31. A partir de este momento el campo eléctrico ya no tendra por que ser conservativo. Es decir,
en general, sera:

V x E £0
cuando menos, en algin punto.

Observacion 32. A partir de este momento, el campo eléctrico en el interior de un conductor ya no sera cero;
si fuese cero, no podriamos tener corriente eléctrica.

Definicién 38. Diremos que un sistema se encuentra en régimen estacionario de corrientes si ninguna
de las corrientes eléctricas que circulan por él depende del tiempo.

Corolario 16. En régimen estacionario de corrientes, la densidad volumétrica de carga eléctrica no depende
del tiempo. En otras palabras, la densidad volumétrica de carga eléctrica p evaluada en un punto R permanece
constante.

dp
ot
Demostracion. En régimen estacionario de corrientes, las corrientes eléctricas que circulan por un sistema no
dependen del tiempo, es decir, son constantes en el tiempo. Por tanto, si yo me fijo en un punto concreto del
espacio, se cumplira «las gallinas que entran por las que salen»; con otras palabras, la carga que se «lleven»
las corrientes eléctricas de dicho punto en un dt, deberd ser la misma que la que las corrientes eléctricas

«aporten» a dicho punto en el mismo dt, pues la corriente que circula por dicho punto es constante en el
tiempo. Q.E.D.

(é) —0VR

9.2. Densidad de corriente eléctrica

Definicién 39. Sea 2 un conjunto abierto en R*. Llamamos densidad volumétrica de corriente eléctrica

j(é, t) a la funcion escalar de €2 en R definida como:

f(ﬁ, t) =) (é, t) <q7 (ﬁ, t)>
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donde p (ﬁ, t) es la densidad volumétrica de carga libre y <17 (ﬁ, t)> es la velocidad promedio de las cargas.
Sus unidades son:

m3 s m2s

-2

En caso de régimen estacionario de corrientes, podemos prescindir de la dependencia del tiempo, obteniendo
una funciéon que depende tnicamente de la posicion:

7(R) = (7) (v (8))

Definicién 40. Sea € un conjunto abierto en R*. Llamamos densidad superficial de corriente eléctrica
jg (ﬁ, t) a la funciéon escalar de € en R definida como:

Ts (Rot) o= o (1) (5 (R.1))

donde o <ﬁ, t) es la densidad superficial de carga libre y <17 (E, t>> es la velocidad promedio de las cargas.
Sus unidades son:

> Cm C A
5] = e

m? s ms m
En caso de régimen estacionario de corrientes, podemos prescindir de la dependencia del tiempo, obteniendo

una funciéon que depende tnicamente de la posicion:

5 (8) = (7) (o ()

Proposicién 43. La intensidad de corriente eléctrica total I que circula por un conductor cilindrico es igual
a la integral a lo largo de una seccion del conductor de drea S del producto escalar de la densidad volumétrica

de corriente por el diferencial de superficie.
1= [ a3
S

Demostracion. Imaginemos:
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Vemos claramente que:

-

<v>:%©dl:(v>dt

Por otra parte, la carga contenida en el volumen dS - dl es claramente:
dQ = pdSdl
Sustituyendo la expresion hallada para el dl_: llegamos a:

dQ = p (¥) - dSdt

Por definicién de intensidad de corriente eléctrica (ver definicion [37 en la pagina 125)), tenemos:

dQ a3
—E—P<U>'d5

donde la diferencia inexacta viene de que estamos hallando la corriente eléctricadl que circula por un dS. Por
definicion de densidad de corriente eléctrica (ver definicion |39 en la pagina 125)), podemos expresar lo anterior
como:

dl

ar=J-dS

Para hallar la que circula por todo nuestro cilindro, debemos integrar a su superficie transversal:

I://f-d§
S

Observacion 33. Para ver la interpretacion fisica del producto escalar que aparece en el enunciado de la
proposiciéon [43 en la pagina anterior] podemos recurrir al siguiente dibujo de dos cafierias que trasportan
agua:

N ~
— — dsS

En ambas situaciones, el agua que sale de las tuberias es la misma, aunque la superficie del segundo caso
sea mayor.

Q.E.D.

Corolario 17. Si la densidad de corriente eléctrica que circula a lo largo de un conductor cilindrico es
constante, entonces, la intensidad de corriente eléctrica que circula por una seccion del cilindro de drea S
viene dada por:

—

I=J-8

. . .. .. . ] =4 — P
Demostracion. Se sigue trivialmente de la proposicion |43 en la pagina anterlorl Al ser J = cte, J sale de la
integral y se llega al resultado. Q.E.D.

Corolario 18. La intensidad de corriente eléctrica total I que circula por un conductor plano es igual a la
integral a lo largo de una seccion (unidimensional) del conductor de longitud L del producto de la densidad
superficial de corriente por el diferencial de superficie.

I:/Jgdl
L
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., —

Demostracion. Sea Scp la superficie del conductor plano. Partimos de la proposicion 43 en la pagina 126
tomando J (ﬁ, t) = jg (ﬁ, t> en la superficie del conductor plano y J (ﬁ, t) =0 en el resto de casos. Como

las superficies Scp y S son perpendiculares, el ntcleo de la integral inicamente sera no nulo en la intersecciéon
de ambas superficies. De esta forma:
1= / Jsdl
L

Q.E.D.

9.3. Conservacion de la carga eléctrica. Ecuacion de continuidad.

Teorema 12 (Ecuacion de continuidad). En cualquier punto del espacio debe cumplirse que la suma de la
divergencia de la densidad volumétrica de corriente eléctrica y la parcial con respecto al tiempo de la densidad
volumétrica de carga libre es nula.

ﬁ.f<ﬁ,t)+%<ﬁ,t):o

Demostracion. Consideremos un volumen cerrado V':
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Por una parte, la carga que «se escapa» a lo largo de un dS de la superficie de nuestro volumen V es:
J-dS

ya que dS va hacia fuera del volumen. Por tanto, la variacion de carga en dicho punto de la superficie es:

d<dQ> N
dt

Para hallar cuél es la variacion de carga a lo largo de toda la superficie, tenemos que integrar:

dQ:—#f-dg
dt S

Por otra parte, sabemos que podemos expresar la carga como:

Q(é,t):///vp<ﬁ,t)dv
= </// pdv> #J ds

Como la integral es a lo largo del espacio y la derivada es con respecto al tiempo, ambos operadores conmutan.
Por otra parte, mediante el teorema de la divergencia (ver teorema [2 en la pagina 17)), podemos reescribir la
parte derecha de la ecuacién; asi, obtenemos:

/// %y = - ///‘/ﬁ.de@)///‘/(gi_Fﬁ.j)dV:O

Como lo anterior debe ocurrir también para cualquier subvolumen de V', necesariamente sera:

Op
at

Sustituyendo, obtenemos:

+V-J=0

Q.E.D.

Corolario 19. En régimen estacionario de corrientes, la densidad de corriente eléctrica no tiene fuentes
escalares; dicho de otra forma, la divergencia de la densidad volumétrica de corriente es nula en cualquier
punto.

ﬁf(ﬁ):o

0
Demostracion. Por el corolario [16 en la pagina 125 en régimen estacionario de corrientes, se cumple 9 _ 0.

ot
0
El resultado se obtiene trivialmente al sustituir 8—': = 0 en el enunciado del teorema |12 en la pagina anterior
Q.E.D.

9.4. Fuentes escalares y vectoriales

Lema 3. Sea ¢ : R® — R una funcién escalar. Toda solucion de la ecuacion de Laplace V3¢ = 0 que
satisface que ﬁcp (ﬁ) se anula cuando )ﬁ) — 00 también cumple 6(,0 (é) =0 VR € R3.
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Demostracion. Por lo visto en la seccion [2.4.1 en la pagina 32| sabemos que la solucién es de la forma:

¢(2,y,2) =X (2)Y (y) Z (2)

donde cada una de estas funciones es de la forma:
X (z) = Ae*® + Be™*

conaeCsia#0y:

X (x)=Ax+ B
si @ = 0. Fijémonos en la primera componente de ﬁgoz
dp 00X 0 _0X
E =Y WZE X @) V)2 = Y W) Z(2)
| e —
=0

0
Si evaluamos 8—('0 en el punto (z,0,0), podemos escribir lo anterior como:
x

Oy _0X

donde C' es una constante, de hecho C' =Y (0) Z (0).
Antes de proseguir, notese que:

(,0,0) — (00,0,0) = ‘E‘ =22ty + 22 = 0
Si X (z) es de la forma X (z) = Ae*® 4+ Be™**, entonces:

8—(’0 (2,0,0) = (Aae™® — Bae **) C
x
Claramente, en la expresion anterior, si hacemos tender x — oo 0 £ — —o0, tnicamente puede suceder que
la expresion se anule en ambos casos si A = 0 = B. Entonces, necesariamente es ¢ = 0 VR € R3 y, por tanto,
ﬁcp =0eR3

Por otra parte, si X (z) es de la forma X (z) = Az + B, entonces:

dyp
— =A
o (2,0,0) C

Y, evidentemente, si tomamos el limite de la expresion anterior cuando x — oo 0 x — —o0o, la funcion se
anula tnicamente si A = 0. En ese caso, podriamos repetir el razonamiento anterior con las funciones Y (y)
y Z (z) y llegariamos a que necesariamente ¢ = K VR € R? donde K es una constante. Por tanto seria,
Vo =0ReR3. Q.E.D.

Teorema 13. Sea F : R3 — R3 un campo vectorial tal que F #* 0 y tal que se anula en el infinito; es decir,
lim F = 0. Entonces:
| | =00
1. Si F no tiene fuentes vectoriales, necesariamente F tiene fuentes escalares. Es decir:
VxF=0YVReR*=V-F#£0

para al menos un R e R3.

Licencia: Creative Commons 130


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/deed.es

CAPITULO 9. CORRIENTE ELECTRICA ESTACIONARIA
Lain-Calvo 9.5. LEY DE OHM Y FUERZA ELECTROMOTRIZ

2. Si F no tiene fuentes escalares, necesariamente F tiene fuentes vectoriales. Es decir:
V- F=0VReR’=VxF#£0
para al menos un R e R3,
Demostracion.

1. Sabemos que si es VxF=0VRE¢ R3, entonces existe una funciéon ¢ : R — R tal que F = —ﬁgo.
Vamos a probar el enunciado por reduccién al absurdo. Supongamos que se cumple V- F = 0 YR € R3.
Entonces, debe cumplirse V2o = 0 VR € R3. Por el lema |3 en la pagina 129L sabemos que toda solucién

de la ecuacion anterior que satisface que | J‘lm ﬁnp = 6, cumple también ﬁ(p (ﬁ) = 0 VR € R3. En otras
R|—0c0

palabras, en ese caso seria ' = 0 y eso es absurdo, porque por hipétesis era F' # 0. Asi, necesariamente,
V- F # 0 en al menos un R € R3.

2. De nuevo, vamos a aplicar reduccion al absurdo. Si fuese VxF=0VReR3, entonces se cumplirla (1)
y tendria que ser V-F # 0 en al menos algin R e R3; pero, por hlpote51s eraV-F =0 VR € R3.
Hemos llegado a contradiccién. En consecuencia, deber ser VxF #* 0 en al menos un R € R3.

Q.E.D.

9.5. Ley de Ohm y fuerza electromotriz

9.5.1. Introduccién a la teoria microscopica

Vamos a suponer que las interacciones entre un electrén y los niicleos de un material conductor se dan de
la siguiente forma:

E

000 Q.0
OT OO OO0

Este modelo se llama modelo de Driide. La idea es que un electrén se ve acelerado por el campo eléctrico
y luego choca con un ntcleo, transfiriéndole toda su energia, deteniéndose. De nuevo, se ve acelerado por el
campo eléctrico y choca contra otro ntucleo y asi, sucesivamente. Por la segunda ley de Newton, tenemos:

L E
F:qE:mEi@a:q—
m

Como tenemos tres grados de libertad, por termodinamica, tenemos:

3 1
Op L2
2k1 —2mv
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También se da:

qF
Vp = —T
I~ m
donde 7 es el tiempo de vuelo libre del electron (el tiempo entre choque y choque).

Con todo esto, podemos suponer que la velocidad de arrastre es proporcional al campo eléctrico:

—

(v) = pE
donde p es la movilidad electrénica.
En consecuencia, macroscopicamente, no es descabellado pensar que:

=

J o
Esto motiva la siguiente definicién:

Definiciéon 41. Llamamos conductividad o de un material al factor de proporcionalidad entre el campo
eléctrico E' y la densidad de corriente eléctrica J:

J=p)= pp E=0-E

ilNo confundir con la densidad de carga superficial! Las unidades de la conductividad son:

A
2 A 1 1. -1 S

— mZ :7:729 = —
o] % V-m Q-m m m

donde S denota «Siemens». Dependiendo del medio o puede ser un escalar o un tensor (0, 2).

Definicion 42. Llamamos resistividad p de un material a la inversa de su conductividad. {No confundir
con la densidad de carga volumétrica!

Analogamente a lo visto en electrostatica, tenemos las siguientes definiciones:
Definicién 43. Llamamos medio is6tropo a aquel en el que el vector densidad volumétrica de corriente y el
vector campo eléctrico son paralelos en todo momento:
J| E
Anélogamente, llamamos medios anisétropos a aquellos en los que J e E.

011 012 013
La conductividad seria en este caso un tensor (una matriz 3 X 3): 0 = | 021 092 023

031 032 033

Definicion 44. Llamamos medios lineales a aquellos en los que la conductividad no depende del campo
eléctrico:

o #5(E)
Anélogamente, llamamos medios no lineales a aquellos en los que o = § (E)

Definicién 45. Llamamos medios homogéneos a aquellos en los que la conductividad no depende de la
posicion:

U#S<é)

Anéalogamente, llamamos medios no homogéneos a aquellos en los que 0 = § (ﬁ)
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Veamos unos ejemplos de resistividades (la inversa de las conductividades):

Elemento / sustancia | Resistividad (£2-m) ‘

Al 2,83-107%
Cu 1,69-10°
Au 2,44 -1078
plata 1,47-1078
NiCr 100- 1078
Ge 0,45
Ge (5-1079 As) 0,011
ambar 5-10%

9.5.2. Ley de Ohm

Teorema 14. En régimen estacionario de corrientes, tenemos un cable (un medio l.h.i.) por el que circula una
corriente I # 0. Si en cada seccion transversal del cable se cumple que la densidad volumétrica de corriente J es
constante, J es paralela a la pared del cable en todo momento, los extremos de dicho cable estdn «conectadoss,
pero que entre ellos no circula corriente y el campo eléctrico se anula en el infinito; entonces, la diferencia de
potencial € entre esos dos extremos A y B es igual al producto de la intensidad I que circula por el cable y
una cierta magnitud R.

e=1IR

dl By
R= = —dl
/;4 O'S A S

donde o es la conductividad del medio, p es su resistividad y S es la seccion del cable.

donde R viene dada por la expresion:

VxE=0

4 Jﬁxﬁ#o

Demostracion. Como estamos en régimen estacionario de corrientes, por el corolario [19 en la pagina 129] es
V-J=0. Ahora, como el campo eléctrico se anula por el infinito y es J #* 0 ya que por el cable mrcula
una corriente no nula, por el teorema |1 B en la pagma 130|, en al menos algin punto debe ser VxJ #* 0.
Por la definiciéon |41 en la pagina anterlorl tenemos J = oE. De esta forma, como el cable es un medio lineal,
homogéneo e isdtropo por hipotesis, necesariamente en al menos algin punto R se cumplira:

ﬁxf;éﬁ@ﬁx(aﬁ);ﬁﬁ@aﬁxﬁ;&ﬁ:ﬁxﬁ;&@
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de forma que el campo eléctrico no sera conservativo en dichos puntos. En consecuencia, nos conviene des-
componer el campo eléctrico en dos sumandos:

E:E0+Enc

donde E. es conservativo y E,. no lo es.
A continuacién, examinemos qué ocurre en el «punto de contacto» de ambos extremos del cable. Por
hipotesis, por ese punto no circula corriente, luego sera J = 0. Por la definicion |41 en la pagina 132L tenemos:

— — — — — —

0=J=0EoE=0&E,+E,=0 E,=—E,
en dicho punto.
Por otra parte, en el resto del cable, tenemos I = cte y, como (por hipotesis) la densidad volumétrica de
corriente J es constante a lo largo de cada seccion transversal del cable y, ademés, es paralela a las paredes

del cable (en consecuencia, J tiene la misma direccion que S pues S es una seccion transversal), se tiene por
el corolario [17 en la pagina 127}

te=T=JS=J=ce=>VxJ=0=>VxE=0

en todos los puntos del cable, salvo en el punto de «contacto» de ambos extremos. El ultimo paso se debe a
la definicion [41 en Ta pagina 132} Dicho de otra forma, inicamente hay un campo eléctrico no conservativo en
el punto de contacto.

Por el teorema de Stokes (ver teorema |3 en la pagina 17)), tenemos:

o%//s VXE -dS = //S VXEnC -dS = yf cdll (9.5.2.1)

donde S4 es cualquier superficie abierta que se apoya sobra la curva que forma el cable y C es dicha curva.
Por lo mencionado antes, E,,. = 0 en todo punto salvo en el punto de contacto; en consecuencia:

— — A—»
ygEnc‘dl:/ By -dl
c B

donde By A son los extremos del cable (suponemos que la corriente circula de A a B). Pero, habiamos dicho
que en el punto de contacto era:

Enc = _Ec = V¢
donde la tltima igualdad se debe a que, como EC es conservativo, sabemos que existe una funcion escalar tal
que E. = —V¢. Por tanto, tenemos:

/Em dl’ = /w dl’ = / ‘Z dl’ = /BAd¢:¢(A)—¢>(B):5 (9.5.2.2)

Por otro lado, por el teorema de Stokes (ver teorema |3 en la pagina 17):

//S (6xﬁ>.d§:é(§xﬁ).d§:?§cﬁ.df (9.5.2.3)

En consecuencia, uniendo las ecuaciones [0.5.2.7] [9.5.2.2] y [0.5.2.3] obtenemos:

%E-dfzs
c

Por ultimo, podemos calcular la integral del lado izquierdo de esta expresion de otra forma, a través de la

definicion 41 en Ta pagina 132}
€ _§1§ E-dl= 515 J -dl
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Como, por hipdtesis J era paralelo a las paredes del cable, sera J I dl y, por consiguiente, podemos reescribir
lo anterior como: ;
€= §I§ —dl
loR%

Por el corolario |17 en la pagina 127, al ser J || S, tenemos:

I dl Bl

=¢ —dil=1¢p —=1 = — IR
c 51205 55005 /A oS
——

=R

Para concluir, podemos expresar lo anterior de otra manera a partir de la definicién [42 en la pagina 132] al

Bdl Bp
—1| Z =1/ La
© /Aos /AS

Definicién 46. En régimen estacionario de corriente, tenemos un cable (un medio Lh.i.) por el que circula una
corriente I # 0. Supongamos que en cada seccion transversal del cable se cumple que la densidad volumétrica
de corriente J es constante, J es paralela a la pared del cable en todo momento, los extremos de dicho cable
estdn «conectados», pero que entre ellos no circula corriente y el campo eléctrico se anula en el infinito.
Entonces, llamaremos fuerza electromotriz ¢ a la diferencia de potencial € entre los dos extremos A y B
del cable que aparece en la proposicion [14 en la pagina 133|

ser p = —:
(o)

Q.E.D.

Definicién 47. En régimen estacionario de corriente, tenemos un cable (un medio Lh.i.) por el que circula una
corriente I # 0. Supongamos que en cada seccion transversal del cable se cumple que la densidad volumétrica
de corriente J es constante, J es paralela a la pared del cable en todo momento, los extremos de dicho cable
estdn «conectados», pero que entre ellos no circula corriente y el campo eléctrico se anula en el infinito.
Entonces llamaremos resistencia entre dos puntos A y B de un material al término R que aparece en el
enunciado del teorema |14 en la pagina 133|

rr

9.6. Potencia disipada: Ley de Joule

Teorema 15 (Ley de Joule). La potencia disipada en un medio de volumen V en el que hay una densidad
volumétrica de corriente J es la integral a dicho volumen del producto escalar de la densidad de corriente y el

campo eléctrico.
P= /// J - Edv
1%
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Demostracion. El trabajo realizado por la fuerza eléctrica sobre un dV de carga dq viene dado por:

AW = F, - d7 = dqE - dF = E - (dq d7) (9.6.0.1)

Por la definicién [39 en la pagina 125| tenemos que la densidad volumétrica de corriente eléctrica en dicho dV
es :

-

J = p(0)
dq S, dr .
donde p = PG y podemos expresar (¢) como o Asi, obtenemos:
> dqg dr -
= —— dVdt = dq d7
J av i & JdV qdr

Sustituyendo dg di en la ecuacién [9.6.0.1} obtenemos:
aw = E- (Javar)

Como el producto escalar es conmutativo, podemos expresar lo anterior como.

dW:fEdth(:)dP:c%/:f-EdV

donde el diferencial inexacto dP viene de que dP es la potencia disipada en un dV. Para hallar la potencia
disipada en todo el volumen del medio, tenemos que integrar a todo su volumen:

P:// J - EdV
1%

Q.E.D.

9.7. Condiciones de frontera entre dos medios conductores

Proposicion 44. En régimen estacionario de corrientes, en la frontera entre dos conductores se conserva
la componente normal a la superficie de contacto de la densidad volumétrica de corriente y se conserva la
componente tangencial a la superficie del campo eléctrico. Esto iltimo ocurre inicamente si el campo eléctrico
es conservativo en un entorno de la superficie de contacto.

1.
Jo, = J1,,
2.
by, = Ey,
Demostracion.
1.

Por el corolario [19 en la pagina 129, en régimen estacionario de corrientes, se da:

— —

V-J=0

Ahora, escojamos un cilindro con base de area S y de altura h tal que una de sus bases estd en un
medio conductor, la otra en el otro y ambas bases son paralelas a la superficie de contacto entre ambos
conductores. Es decir, estamos cogiendo una «caja de pastillas» o «pillbox». Entonces:

ﬁf:o;»// .V =0
\%
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Por el teorema de la divergencia (ver teorema [2 en la pagina 17)), sera:

# T d5=0
Sc

donde S¢ es la superficie del cilindro. Ahora bien, podemos descomponer dicha integral en:

o=dp Joas- [ 7eds+ | 7-as+ |f J-ds
Sc tapa superior tapa inferior superficie lateral

Si hacemos tender la altura transversal del cilindro a cero (h — 0), obtenemos:

O:// <f2-d§2+// fl-d51+0
52 Sl

Lo anterior se debe a que el valor de la integral a lo largo de la superficie lateral tiende a cero cuando
la altura transversal h tiende a cero.

A continuacién, tomamos un 7 tal que dSy = dSon y dSi = d$ (—n), de forma que:

o:// L-dgg—i—// fl-d§1:// J2nd52—// Jr, dS
Sa S1 S2 S1

El signo menos viene de:

Ji-dS, = Ji (=n) dS) = —J1,,dS:
Cuando h — 0, dS; = dSs =: dS, por lo que obtenemos:

//JgndS—//JlndS:O
S S

De esta forma, al ser la suma de las integrales la integral de la suma:

//S (Jo, — J1,)dS =0

Como este argumento debe cumplirse para cualquier cilindro, necesariamente:

JQn _Jln =0« JQn = Jln

2. Se cumple por la proposicion |32 en la pagina 94|

Q.E.D.

Observacion 34. Es interesante percatarse de la siguiente analogia con electroestatica:

’ Dieléctrico \ Conductores ‘

D=¢E J=0E
V-D=0| V-J=0
Dy, =D, | Jo,
Ey, = Ey, Es,

ol
~y

Ji,
E

—_
o+
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9.8. Tiempo de relajaciéon

Proposiciéon 45. El proceso de descarga de un medio lineal, isotropo y homogéneo tanto para D como para
J de volumen V wiene descrito por:

p (é, t) = po (é) e st VR e intV

donde p (ﬁ,t) es la densidad de carga volumétrica libre en el punto R del medio en un instante t, po (ﬁ)

es la densidad de carga volumétrica libre que habia en el punto R del medio en el instante t = 0, o esla
conductividad del medio y € es la permitividad eléctrica del medio. Notese que lo anterior es solo vdlido para
el interior de V' y no para su frontera (la superficie que lo delimita).

N

-

Demostracion. Por la ecuacion de continuidad (ver teorema |12 en la pagina 128)), se cumple:

V-J+ a—f =0 (9.8.0.1)

Como el medio es Lh.i., tenemos:
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S p= ,006751f = <ﬁ, t) = po <ﬁ> e et
Q.E.D.

Observacion 35. Lo que nos da el caricter dieléctrico o conductor de un material es, precisamente, el cociente

o L . . . .
— que aparece en la proposicion [45 en la pagina anterior| Si este cociente es muy alto, estamos ante un

conductor, mientras que si es muy bajo, estamos ante un dieléctrico.

Definicién 48. Llamamos tiempo de relajacion 7 al tiempo que transcurre hasta que la densidad de carga
de un punto de un medio Lh.i. se ha reducido en un factor e. Es decir:

€
Ti=—=¢p
o

donde ¢ es la permitividad eléctrica del medio, o es su conductividad y p es su resistividad.

Observacion 36. En la pratica, podremos considerar que el conductor alcanza el equilibrio electroestético en
un tiempo 57. Si cogemos como ejemplo el cobre, obtenemos que su tiempo de relajaciéon es:

7(Cu) = pe =1,69-107°-8,84-1072 ~ 1072Y —1072!

9.9. Ejemplos

Ejemplo 25 (Problema 52).

01(1’):00% o2 = 00

(1)

=0 r=2d x=3d
Por el enunciado sabemos:
2d
o1 () = 002d+:v
o9 (x) = o9
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¢z =0)=W
$p(r=3d)=0
Nos piden determinar J (), E (), P. Para ello:

-

Ji = Jit

Como estamos en régimen estacionario de corrientes, por el corolario[19 en la pagina 129

—

V-J_i:0<:>J1:cte

§-f2<:>0<:>J2zcte

En x = 2d:
Jo=Jp=J
. J  J@d+2). J a2
EL=—= =— | Bide = —— |22d + — k
S Sdog 2 01 @) /”E 2dao[x+2]+1
g X
E2=f=f$<=>0'2($)=—f$+k2
(D) a0 0
¢1(xr=0)=Vo =k
J 3Jd
¢2(l‘:3d):0:—f3d+k‘2<:>k‘2:7
00 o
J 3Jd J2d
=2d) = =2) & ——— (4d®> + 2d%) + Vp = = — ==
61(0=20) = b a = 2d) & 5o (4 4 28) + Vo = T - T
J3d Jd 4Jd \%
@——+V():—<:>V0:—<:>J:M
00 o) o) 4d
De forma que:
= ooV
J = 4dx
L 2% (24 + x) 1%
[ CL b P NPV
2dog 2 8d2(d—|—m)x
= Vo
Eg—mx

Para calcular la potencia, aplicamos la ley de Joule (ver teorema (15 en la pagina 135)):

P:///VluldV—i—///VQUQdV
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Como en nuestro caso dV = Spdx, obtenemos:

0.0‘/02 /2d 0_0%2
P= 2d + z) d d=
So 138 ., (2d + x) dz + S 22
UOVO2 2 2 O'OVO2 O'()V02 3 1 S()O’()VO2
= So |20 (44% +242) + 220 | = g S LY _ 2000V
0 [32d3 (4" +2d%) + 6 "7 \16 16 Ad

Hallemos, también, la resistencia; para ello, aplicamos la definicién 47 en la pagina 135}

/3d dx /20’ dx 3d g 4d
o S o 018 Jog 025 0050

Ejemplo 26. Tenemos:

Por la proposicion 44 en la pagina 136] se cumple J; = Jo y se crea una densidad de carga superficial en la

l l
superficie de contacto entre ambos dieléctricos para que se cumpla Dy, — D1, = [0f]g. R = L =2

015 7T 5,8
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Lain-Calvo

Capitulo 10

El campo magnetoestatico

10.1. Circuito lineal estacionario (circuito elemental)

Definicion 49. Llamamos circuito lineal estacionario o circuito elemental a todo cable de grosor
despreciable en comparacién con su longitud que cumple que la densidad volumétrica de corriente J que
circula por él es siempre paralela a las paredes del cable y es siempre constante a lo largo de una seccién
transversal del cable. Ademaés, las corrientes que circulan por él son todas estacionarias. Supondremos que
todo circuito elemental es cerrado y que en dicho punto de cierre es J=0.

Corolario 20. En todo circuito lineal estacionario se cumple:

— —

V-J=0 I=JS e=IR

donde R es la resistencia del circuito, S es el drea de la seccion transversal del cilindro, I es la intensidad de
corriente eléctrica que circula por €l y € es la diferencia de potencial entre sus extremos.

di
T

Demostracion. La primera propiedad viene dada directamente en la definicion 49} la segunda se deduce del
corolario |17 en la pagina 127|7 siendo por hipoétesis J || dS. Por ultimo, la tercera se cumple porque se dan los
requisitos para poder aplicar la ley de Ohm (ver teorema [14 en la pagina 133)). Q.E.D.
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Observacion 37. Los circuitos lineales estacionarios nos seran realmente ttiles porque nos permitiran descom-
poner cualquier corriente que circula en un volumen en un conjunto de corrientes en circuitos elementales.

dl
—

—

10.2. Ley de Biot-Savart y la induccién magnética B

Observacion 38 (jAmbigiiedad de la nomenclatura!). Existen dos magnitudes fisicas a las que usualmente
se les da el nombre de «campo magnético» o «intensidad de campo magnético»; dichas magnitudes son la
induccién magnética B y la excitacién magnética H. En los capitulos siguientes se desarrollaran y definiran
ambos conceptos. Con el fin de evitar confusiones, en este texto se usaran los nombres «induccién magnética» y
«excitacion magnéticay; pero el lector debe estar al tanto de que en muchos textos se usa «campo magnético»
o «intensidad de campo magnético» indistintamente para ambas.

Axioma 2 (Ley de Biot-Savart). La induccion magnética dB en un punto R generada por un diferencial de
circuito lineal estacionario de longitud dl por el que circula una corriente I viene dado por la expresion:

L poldlx T
aB (R) = "==3

donde dl lleva la direccion de la intensidad I yr = R— E’, siendo B la posicion del dl del circuito. La
constante g recibe el nombre de permeabilidad magnética del vacio y vale:

N
-7
/1,0:471"10 -3

Las unidades de la induccion magnética son:

N
[B] = o= T = Tesla
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dl

=l

Vv

Proposicion 46. La induccion magnética B en un punto R generada por un conductor lineal por el que
circula una corriente eléctrica I viene dada por la expresion:

B»(R»):L()I dl X T
47 L TS

donde la integral se realiza a lo largo del conductor lineal, dl lleva la direccion de la corriente I yr= R— ]5;’,
siendo R’ la posicion de cada dl.

Demostracion. Se sigue trivialmente a partir del axioma [2 en la pagina anterior] Q.E.D.

Ejemplo 27. Queremos obtener el campo magnético generado por un anillo de radio a a lo largo de su eje
de simetria que es perpendicular al plano que lo contiene.

|

|

|

|

|

|

|

|

Q

v
s
/éé\

N
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Por la proposiciéon 46 en la pagina anterior, tenemos:

5 ol [ dixT

A Jp, 13

Tomando diferenciales a ambos y viendo que tinicamente se crea campo en el eje z, obtenemos:

_ ol dir

dB, = pp— cos 6
=sen «
Integrando a ambos lados, se obtiene:
wol sen « wol sen ol 3 wola® 1 pola® 1
B,=—"——7F2ma="—"F—F5-a="7—sen" a= —= = 3
AT r 2 r 2a 2 r 2 ($2+y2)§

Proposicion 47. La induccion magnética B generada por un conductor rectilineo indefinido por el que circula
una corriente I en coordenadas cilindricas viene dada por la expresion:

" I
B(r) =52
2r
donde r indica la distancia al conductor.
PR ~ _

~
~
* _ -

Demostracion. Estamos ante la siguiente situacion:
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Por el axioma [2 en la pagina 143] sabemos:

dB =

ol di’ x 7 wol dlr <7T ol dl .
—_— = 0) =-——cosf
4 3 ar 3 9 + r 72 ¥
Por otra parte:

dl = rdf

Asi, sustituyendo, tenemos:
5 poll R
dB = ———cos 6dfp
4 r

Integrando a ambos lados:

I fuy
cos 0dip = ZL [senf]?. p=-—[1—(-1)]p=

. I (2
B = Mol .
T 2

 4ar |

NE

Q.E.D.

10.3. Acciones entre corrientes lineales. Ley de fuerza de Ampére

Axioma 3 (Fuerza de Laplace). La fuerza dF' que sufre un elemento dl de un circuito lineal estacionario por
el que circula una corriente eléctrica I debido a una induccion magnética B viene dada por la expresion:

dF = Idl x B
donde dl lleva la direccion de la intensidad de corriente eléctrica I.

Teorema 16 (Ley de Fuerza de Ampére). La fuerza que un circuito elemental por el que circula una corriente
I, ejerce sobre un circuito elemental por el que circula una corriente Is obedece la expresion:

O diy x (diy x 7 )
= 411—72§1§ }Iﬁ 3
4 Lo J L 712

donde T19 es el vector que une los diferenciales dl_i Yy dl;, llevando dfl la direccion de I y dl_é la direccion de
I5. Las integrales se realizan a lo largo de la longitud de cada circuito lineal.
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Demostracion. Por la proposicion 46 en la pagina 144] sabemos que la inducciéon magnética generada por el
circuito elemental 1 en un punto del circuito elemental 2 viene dada por:

. L [ dh %7
B (R) = 1oh ;5 LX T (10.3.0.1)
dm JL, Ty

Por otra parte, por el axioma |3 en la pagina anteriorL sabemos que la fuerza dF producida en un dly a causa
de la induccién magnética viene dada por:

dF = I,dly x B

Integrando a ambos lados:

ﬁ:byf dly x B
Lo

Sustituyendo [10.3.0.1] en la expresién anterior, se obtiene:
= - poly dly x 79 polr 12 dlz X (dll X Fm)
F=1 dly x 3 = 3
Lo A Ly T12 Am L1 J Lo T12

Observacion 39. En el enunciado de la proposicién [16 en la pagina anteriorf

Q.E.D.

Fdfledfg # _Fdfgedfl
Explicaremos el factor ZT? mas adelante. Por la tercera ley de Newton debe ser Fy = —Fio

Lema 4. fo, g,é € R? se cumple:

Kx (Bx0) =B (4-C) - (4. B)

Ejercicio 1. Comprobar que las fuerzas dadas por la proposicion [16 en la pagina anterior| satisfacen:

Fio=—Fy 1
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Solucién. Por la proposicion [16 en la pagina 146| tenemos:

dlg X dll X 7’12)
Foeq = —71—72}15 }I§
Ly JLy 7"12

. dll X dlg X 7‘21)
Fieo= Zibh;lg yg =
Lo

T

21
dll X dlz X 7"12)
Mo, 55 55
Ly J Ly 7’12

Aplicando el lema |4 en la pagina anterlorL obtenemos:

I diy (diy - o ) iz (s - diy )
7T Lo JIq 712 Ly J Iy 12
dly (dfl ‘F12) 712 (dlz . df2>
Filig= —@1112 §£ }Ig = —§I§ yg ——| =
4 Ly J 1 12 Lo J L4 12
dlg dll 7’12 T12 dlg dh)
A 4.9
Ly J Iy i Ly J Iy

Podemos ver como el segundo sumando en ambas expresiones tiene mismo moédulo y sentido contrario, luego
esa parte de las expresiones ya cumple la igualdad buscada. En consecuencia, inicamente tenemos que probar:

dl (dl; : 7712) ) dly (dl} . 7712) dly (dl} '7721)
§£Lz ¢L1 i B yiz 7§L1 - 1 N §£L2 yél 5

Desarrollando el término de la izquierda, obtenemos:

s %)
Lo J L4 T2

1
d(ss)

_ 3 (1> _ T2
di ra/) T
Sustituyendo, obtenemos:

%%dlﬁ(dl} Tl?) 5555 —di; | diy - %dzyﬁ ( >_
Lo J L4 7"12 Lo J L4 Ly Lo 712

Por otra parte, desarrollando el término de la derecha llegamos al mismo resultado aplicando el mismo pro-
cedimiento. En consecuencia, se cumple Fj, 9 = —F5, 1.

Ahora, notamos:

Proposicion 48. La fuerza por unidad de longitud que se ejercen entre si dos conductores rectilineos paralelos
indefinidos por los que circulan intensidades de corriente eléctrica 17 y Is, respectivamente, viene dada por la
expresion:

drF' _ polils

dl -~ 2nmr
donde r es la distancia que separa ambos conductores.
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Il A A 12

—— (B

Demostracion. Por la proposicion 47 en la pagina 145] sabemos que la induccion magnética que genera un
conductor rectilineo indefinido (2) en un punto a distancia r de él viene dada por la expresion:

3 pola
B(r)= 2mr

Por otra parte, por el axioma |3 en la pagina 146 sabemos que la fuerza que sufre un dl del otro conductor
rectilineo indefinido (1) debido a la induccién magnética B es:

. L. L1, -
dF:IldeBz%dlxsa

r

Como di L , obtenemos que el modulo de la expresion anterior es:
LI dF LI
MOlzdl@——M012

F = —
d 2mr dl 2mr

Q.E.D.

Observacion 40. Es del enunciado de la proposicion 48 en la pagina anterior| de donde viene la definicién de
amperio.

10.4. Leyes de la magnetostatica

Proposicion 49. La induccion magnética B en un punto R generada por un conductor de volumen V' viene

dada por la expresion:
L J (ﬁ’) X T
B (R) :”0/// v
4 \ T

donde f(];’:’) es la densidad volumétrica de corriente eléctrica, ¥ = R — R' y R’ es la posicion de cada
dV' del conductor.
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~

Demostracion. Vamos a descomponer nuestro volumen de conductor en infinitos circuitos elementales. Por
la proposicién |46 en la pagina 144] sabemos que el campo magnético generado por cada de dichos circuitos

lineales puede expresarse como:
L Idl x 7
}15 B (R) - “0}5 drdr x v (10.4.0.1)

47 r3
donde la notaciéon dedl viene de que nos referimos a la corriente que circula por dicho conductor elemental y
no por todo el conductor volumétrico. Esa es también la razén por la que en la parte izquierda de la ecuacion,
no hemos escrito B (R), ya que en este caso dB es un diferencial de orden 3 (un diferencial de volumen) y

s6lo hemos integrado a lo largo de una longitud. Tomando la diferencial a ambos lados en la proposicion [43]
len la pagina 126} obtenemos:

ar=J-ds'
siendo dS’ la seccion de dicho circuito elemental. Sustituyendo en [10.4.0.1) obtenemos:

7,90 37 o =
?g 4B = Mo J-dS'dl" x 7
! 47 c! 7"3

Por la definicion [49 en la pagina 142| sabemos que en un circuito elemental se cumple J || dS” || dI’, de manera
que podemos simplificar la expresiéon anterior a:

JG Mo f dS'A T X po [T xT

= av’
c’ 47 c’ ?”3 47 c’ 7"3
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Integrando a ambos lados a lo largo de la seccién del circuito elemental, obtenemos:

J><r 1o J X T Mo/// Jx 7
dB = dB = V== av' = = av’
///1 [/;~ %/ ﬂ/ %/ 47 /]/%/ 7’3 47 V! 7’3

Q.E.D.

Lema 5. Sean ¢ : R? — R una funcion escalar y A : R — R3 una funcion vectorial, ambas diferenciables,
entonces:

ﬁx(gp]f)ch%x[f—/lxﬁgo

Proposmlon 50. Eziste una funcion vectorial A:R3 — R3 tal que se puede expresar la induccion magnética
en un punto R generada por un conductor volumétrico como el rotacional de A

E(fi):ﬁxj(é)

/// : T(R) 4

Demostracion. Por la proposicion 49 en la pagina 149] tenemos que la induccién magnética generada por un
conductor volumétrico viene dada por:

//// L ’-Zi////f(ﬁ’)x;dv’

- (1 r
Por la proposiciéon|7 en la pagina 18| tenemos que V <> =——,de forma que podemos reescribir la expresion
r r

5 () = 10 /// 7 () Xv(r) av’ (10.4.0.2)

Por otra parte, por el lematomando (p = —, tenemos:
r’

o (71)

stendo A:

anterior como:

donde el término marcado se anula porque la densidad volumétrica de corriente depende de las coordenadas pri-

- - (1
madas, mientras que el rotacional es respecto a las coordenadas sin primar. Asi, despejamos —J (R') x V <> ,
r

() <9 (L) =9 7(#)

r

obteniendo:

Sustituyendo lo anterior en [10.4.0.2] llegamos a:

g(ﬁ)zﬁ///ﬁx

—

J 1%’)

dv’
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Como la integral es a las coordenadas primadas, mientras que el rotacional segtin las coordenadas no primadas,
la integral y el rotacional conmutan, por lo que se obtiene:

é(ﬁ):ﬁx Z?////j<f/>dv’

=A

Con lo que llegamos al enunciado. Q.E.D.

Definicion 50. Llamaremos potencial vector a la funcion vectorial A que aparece en el enunciado de la
proposicion [0 en la pagina anterior]

Lema 6. Sea F : R — R3 una funcion vectorial de clase C?) | entonces la divergencia de su rotacional es
nula.
V- (VxF) =0

Corolario 21 (2? ecuacion de Maxwell). La induccion magnética B no tiene fuentes escalares; dicho de otra
forma, la divergencia de la induccidon magnética B es siempre nula.

V-B=0

Las lineas de campo de la induccién magnética B son siempre cerradas.

Demostracion. Por la proposicion [0 en la pagina anterior, tenemos que:

-

B=VxA
Por tanto, por el lema @ tenemos que, necesariamente:

6-5:0:// S . Bav =0
\%

para cualquier volumen V. Por el teorema de la divergencia (ver teorema [2 en la pagina 17)), tenemos que:

ozﬂ/ﬁ.édV:#E.dS*
1% S

y, en consecuencia, se cumple que «las gallinas que entran por las que salen» y el flujo de la inducciéon
magnética a lo largo de cualquier superficie cerrada es siempre nulo. Por ende, las lineas de campo de la
induccién magnética siempre son cerradas. Q.E.D.

10.4.1. Teorema de Ampére

Definicién 51. Sea F : R —s R” una funcién vectorial de clase C'?). Llamamos laplaciano de una funcién
vectorial F' a:

V2F = (V2R,...,V’F,)

Lema 7. Sea F : R3 — R3 una funcion vectorial de clase C®). Entonces el rotacional de su rotacional puede
expresarse como:

— = —

ﬁxﬁxﬁ:V<V-F>—V2f
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Teorema 17 (Teorema de Ampére en forma diferencial). En régimen estacionario de corrientes, siempre que
no haya denstdades volumétricas de corriente que entran o salen del volumen estudiado, el rotacional de la
induccion magnética B en un punto R coincide con la densidad volumétrica de corriente eléctrica J en dicho
punto R multiplicada por la permeabilidad magnética del vacio ug.

V x B(fz) :uof(fa)

Demostracion. Partimos de la proposiciéon [50 en la pagina 151f

E(ﬁ):ﬁxﬁﬂ/@dv’
Vx B (R) =¥ xFx ko ///V : dV’

Por el lema [7 en la pagina anterior] tenemos:

VxB(R)=v (V- ///V - dV’ -V Z?///‘//@dv’

Como la integral es a las coordenadas primadas, mientras que la divergencia y la laplaciana son a las coorde-
nadas sin primar, ambos operadores conmutan.

V x é(* - ///V | av’ ///V jf v’ (10.4.1.1)

1
Por el lema |2 en la pagina 51| tomando ¢ = —, tenemos:
r

v. ‘](R) 197 (7)+7 ()9 (1)
=0

donde el término marcado se anula porque la divergencia se realiza respecto a las coordenadas sin primar,
pero la densidad volumétrica de corriente depende de las coordenadas primadas. Por tanto:

v 7(#) :f(fef)v<1>

r r

Por la proposiciéon |8 en la pagina 19, tenemos:

r

V- @ :—f(é’)-ﬁ/ (1> (10.4.1.2)

1
De nuevo, por el lema |2 en la pagina 51 tomando ¢ = —, tenemos:
r

r r r

o T(#) = 9T (R) 4T (7)) (1> =7 (R)-¥ <1>
N

=0
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donde el término marcado se anula como consecuencia del corolario [19 en la pagina 129 pues estamos en
régimen estacionario de corrientes. Sustituyendo lo anterior en [10.4.1.2 en la pagina anterior] obtenemos:

o [T _ o [7®)

r T

Sustituyendo en el primer término de la ecuacién [10.4.1.1 en la pagina anterior] obtenemos:

///i. j<f/> dv’:_///wﬁ/. j(f’) o

Ahora, como la divergencia y la integral son respecto a las mismas coordenadas, podemos aplicar el teorema
de la divergencia (ver teorema [2 en la pagina 17)), obteniendo:

=0
—_——

J (R 7R - dd
\d T ! T

donde el término marcado se anula porque, por hipétesis no hay densidades de corriente eléctrica que entren o
salgan del volumen estudiado. En consecuencia, todo el primer sumando de la expresion [10.4.1.1 en la pagina|
lanterior se anula.

Por consiguiente:

V x E(R) - —Z—i ///V V2 @ v’ (10.4.1.3)

Concentrémonos en el término V2 . Por la definiciéon [51 en la pagina 152] tenemos:

2 j('é/) 2 Jo (é,> V2 Ty (ﬁ/> v Iz (ﬁ/>

r r T r

Como J depende de las coordenadas primadas, mientras que el laplaciano actta con respecto a las coordenadas
sin primar, J., J, y J. son constantes para el laplaciano. En consecuencia:

@ [B]- (e [ s @)= [ ) -
- ] (1)1 3) 5. () - ] ()

Por la proposicién |11 en la pagina 22| podemos expresar lo anterior como:

-

- '](f’,) = —amd () T (R) = ~4ns (R— ') T ()
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Sustituyendo en la ecuacion [10.4.1.3 en la pagina anterior] llegamos a:

Vx B(R)=-t ///V —amo (B R) T (R)av’ = Mo///wa (R-R)T(#)av'

Por la propiedad de traslacion de la delta (ver proposicion [10 en la pagina 21)), obtenemos:

¥ x B (R) = po ()
Q.E.D.

Teorema 18 (Teorema de Ampeére en forma integral). En régimen estacionario de corrientes, siempre que no
haya densidades volumétricas de corriente que entran o salen del volumen estudiado, la integral de la induccion
magnética Balo largo de cualquier curva C es igual a la intensidad de corriente eléctrica It que atraviesa la
superficie interior de dicha curva multiplicada por la permeabilidad magnética del vacio pg.

§é§ (é) ~dl = poly

I se considera positiva si circula en la direccion dada como positiva por la regla de la mano derecha al recorrer
la curva.

nl

I SN
) JUUUV

~ —

N I I ) dl

<

—

dl

Demostracion. Por el teorema de Ampére en forma diferencial (ver teorema [18]), tenemos:
¥ B (1) = o ()
Integrando a una superficie abierta S cualquiera a ambos lados, tenemos:

J[ % B(R) a8~ [[ T (R)-d5 = o [ 7 (R) a8

Por el teorema de Stokes (ver teorema |3 en la pagina 17|y por la proposicion 43 en la pagina 126, podemos

expresar lo anterior como:
55 B (R) -dl'= polr
C

donde C es la curva que delimita la superficie S. Q.E.D.
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Capitulo 11

Los potenciales magnéticos

11.1. El potencial magnético vector

Recomendamos volver a leerse la definicion [50 en la pagina 152y la proposiciéon 50 en la pagina 151]

Proposicion 51.

1. En funcion del potencial magnético vector, el corolario |21 en la pagina 159 queda:

La divergencia del rotacional del potencial magnético vector es siempre nula.

ﬁ(ﬁxg):a

2. Por otra parte, el teorema |17 en la pagina 155 queda:

En régimen estacionario de corrientes, siempre que no haya densidades volumétricas de corriente que
entran o salen del volumen estudiado, el rotacional del rotacional del potencial vector A en un punto
R coincide con la densidad volumétrica de corriente eléctrica J en dicho punto R multiplicada por la
permeabilidad magnética del vacio pyg.

Vv x (6 X K) (1??) :uof(ﬁ)

Demostracion. Los resultados se siguen trivialmente al sustituir la expresion dada para la induccidén magnética
B en la proposiciéon |50 en la pagina 151| en el corolario |21 en la pagina 152| y en el teorema |17 en la pagina 153l
Q.E.D.

Lema 8. Sea 1) : R® — R una funcion escalar de clase C?), entonces la el rotacional de su gradiente es

nulo. B
VxVy=0

Proposicion 52. El potencial magnético vector A asociado a una induccion magnética B no es unico.

Demostracion. Partimos de la proposicion [50 en la pagina 151;

— —

B=VxA
Supongamos que podemos expresar A como:

A=A +Vy
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donde A’ es una funcion vectorial y 1 es una funcién escalar. Como el rotacional de un gradiente es siempre
nulo por el lema [8 en la pagina anterior] tenemos:

VxA=Vx A +VxVip=VxA
=0

En consecuencia, existen A # A’ tales que:

y, en conclusién, el potencial magnético vector no es tnico. Q.E.D.

Proposiciéon 53. La induccion magnética B generada por cualquier tipo de distribucion de corrientes puede

exrpresarse como:
§<é>:m[§£ Id[’gxf+// Ts x 7o ///Jxrdv,
47 C! r ’ ’l” \

Andlogamente, el potencial magnético vector A generado por cualquier tipo de distribucion de corrientes puede

erpresarse como:
o R I 77 JS
A(R) =12 95 i // dS’ /// dV’
4 r T ! \ T

Demostracion.

= Partimos de la proposicién 49 en la pagina 149, que nos da la induccién magnética generada por cualquier
distribucién volumétrica de corrientes.

—

* /// = XTdV’

Si en vez de densidad de corriente volumétrica J_: tenemos densidad de corriente superficial jg, obten-

driamos: L
) R
o) . 2o

Pero, como la integral anterior se anula sobre cualquier punto que no pertenece a la superficie sobre la
que esté definida Jg, la expresion se nos simplifica a:

e s

Por tltimo, si contamos con una corriente que es lineal, la densidad de corriente Jgo es paralela a dl en
todo punto y su modulo es la intensidad de corriente I. Ademas, Jo se anula en todo punto que no
pertenece a la curva cerrada C. En consecuencia, podemos simplificar la expresion a:

e Idl x 7
B ( R) _ Mo 7§ ’ T
A Jor 7
Para concluir, por el principio de superposicién (ver proposicion |1 en la pagina 6]), tenemos que la

induccién magnética generada en cualquier punto R podré expresarse como la suma de las inducciones
magnéticas generadas por cada tipo de distribuciones de corrientes, con lo que llegamos al enunciado.
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= Se procede analogamente al punto anterior, pero partiendo de la proposiciéon |50 en la pagina 151]

Ejemplo 28. Tenemos un anillo por el que circula una intensidad I.

Por la proposicion [b3 en la pagina anterior] tenemos:

—

A(0,0,

Ejemplo 29 (Problema 61). Tenemos un anillo:

W

g

que esta girando a velocidad w.
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iQ  di

dl = Rydf = Rywdt

Por el axioma [2 en la pagina 143] tenemos:

= Idlx7v
B = % r3
Sustituyendo, obtenemos:
dB. (2) = ,LL()ZRQLL} }zowdtQ z _ )\MOR(Q)wQ zdt .
rOREAVERE (g
Integrando:
B.(2) = )\uofng 2T - )\uongQ z%ﬁ - )\,uong z .
TR+ T (R4a2)E 2 (R4a2)

Por otra parte, por la proposiciéon [53 en la pagina 157, tenemos:

A(R)=tod M _m_ I § ar=i

_47'(' c T _E‘/R%-FZQ

Ejemplo 30 (Problema 59). Tenemos:

N, I
I
| T ,'
‘ ’

I
| | | 1 |

| | 1
I D I
! I ‘\ I
' I \ !
! ﬁ ] N I
I I
I ZT’ I

z2=0 I v =
Z/ ~ v . ol
Z— Xz
N
n = i3
N
fdz':ndz'
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dB = @ndzlf sen® o 2
2a

ol na?

dB, (0,0, z2) = dz =
2 [a2 +(z— z’)Q]
L 2
& B, = / ponl a —d!
o 2 g

[aQ + (2 — z’)ﬂ

En vez de hacer la integral anterior, podemos hacer:

a
tana = /<:>z—zl—
zZ—2z tan o
ado
/
= —dz' = ———
sen< o

En consecuencia, queda:

nl nl [ sen® nl
BZ:MO/SQnsadZ/:W / 1A= [cos aip — cos ag] =
2a 2a J, sen o 2

1

~ onl z z—L
2 Vet 22 \/a2+(z—L)2

i Qué pasa si el solenoide es infinito? Entonces oty — 0 y ag — 7. En consecuencia:

_ pond

B, 5

[1 = (=1)] = ponl

11.2. Potencial magnético escalar

Proposiciéon 54. En régimen estacionario de corrientes, si la densidad volumétrica de corriente eléctrica J
es nula en una region del espacio, en dicha region existe una funcion escalar ¢, : RS — R de clase C) tal
que B = —-Vo,,.

Demostracion. Por el teorema de Ampére en forma diferencial (ver teorema [17 en la pagina 153), tenemos

que es:
V x B (Fz) = MOJ(E)
en todo punto R del espacio. Sea G C R? la region del espacio donde es J = 0. Entonces:
ﬁxé(ﬁ) =0 VReG
Como en G es V x B = 0, entonces existe una funcién escalar dm : R — R de clase C) tal que B (ﬁ) =

NV (é) VR e G. Q.E.D.

Definicion 52. Llamaremos potencial magnético escalar ¢,, a la funciéon ¢,, : R — R de clase C)
que satisface B = —V ¢, suponiendo ciertas las hipdtesis de la proposicion .
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Proposicion 55. El potencial magnético escalar ¢n, generado por un circuito elemental por el que circula
una corriente I viene dado por:
~ 1
om (B) = -5=0

4

donde Q) es el dngulo sdlido con el que se ve el drea delimitada por el circuito lineal estacionario desde el punto
R.

)

Demostracion. En todo punto ajeno al circuito elemental es J = 6, luego, por la proposicién, existe una
funcion escalar ¢, : R? — R de clase C) tal que B = —V¢,, en todo punto del espacio salvo en el circuito
lineal estacionario.

Por la proposicion [46 en la pagina 144 sabemos que la induccién magnética generada por un circuito
elemental viene dada por la expresion:

= [ = HOI deF
B(R) =G
i dr Jp 13

Por otra parte, por el teorema del gradiente, tenemos:
:ﬁgﬁm@gém:/ﬁ-dFJrC

donde C' es una constante, que podemos suponer nula sin pérdida de generalidad. Asi, sustituyendo, obtenemos

[ pel dlixF| _w]/¢d1xr .
Om = /!477%% T3]dr— dr

Como en el producto triple un cambio circular de los factores no altera el resultadoEL obtenemos:

,uol/?gdrxdl . ,uol/yg drxdl .
= T

Llamando dS := —d x dl_; llegamos a:

Mo[ dS

'Es una de las propiedades del producto triple. Puede verse en el siguiente enlace: https://en.wikipedia.org/w/index.php?
title=Triple_product&oldid=877202524#Properties
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Como el producto escalar es conmutativo:

uol/ﬁrdS ,uol/yg—rdS

_/," .
superficie dS' vista desde el punto R. Notese que esto es valido tinicamente por como hemos definido ds , un
cambio cualquiera en como definimos dS y lo dicho no seria cierto. Asi, podemos reescribir lo anterior como:

— “OI/¢dQ__W

Observacion 41. Notese que por la proposicion [55 en la pagina anterior] la diferencia de potencial magnético
entre dos puntos viene dada por:

om (o) = om (A1) = =1~ (925, ~ 25

11.3. El dipolo magnético: campo de una espira

Por la definicién |9 en la pagina 17 es justo el diferencial de dngulo so6lido correspondiente a la

Q.E.D.

Proposicion 56. El potencial magnético escalar ¢, generado por una espira de drea S despreciable en com-

paracion con la distancia al punto R; es decir, con ’S‘ < |7, puede aproximarse por:

o (1) <225

A 13

donde 7= R — R' eI es la intensidad que circula por la espira.

Demostracion. Por la proposicién [55 en la pagina anterior] sabemos que el potencial magnético generado por
un circuito elemental viene dado por:
_ 1
(Z)m <R> = _MO Q

4

Diferenciando a ambos lados, obtenemos:

I
Ay, = —“Ldﬂ
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Aplicando la definiciéon de dngulo solido (ver definicion |9 en la pagina 17)), obtenemos:

MOI—F~d§_MOIF~d§

dom= =3 = 4n 3

Integrando a ambos lados, obtenemos:

¢m://5d¢m_,uof//7" ds

Como ’5’ ’ < |7], podemos considerar que 7 no varia a lo largo de la superficie y, por tanto, 7 sale fuera de la
pol 7 pol - S
~ ds
bm Am 13 [ // ] dm 3

Definicion 53. Llamamos momento dipolar magnético m de una espira al vector superficie de dicha
espira multiplicado por la intensidad que circula por ella.

integral.

Q.E.D.

m =I5

Proposicion 57. El potencial magnético escalar generado por una espira por la que circula una corriente
I tal que su drea es muy pequenia en comparacion con la distancia al punto en el que se estd calculando el
potencial, siendo m el momento dipolar magnético dipolar, puede aprorimarse como:

o (1)~ 27

47 13

donde 7= R — R'.

Demostracion. Se sigue trivialmente de la proposicion [56 en la pagina anterior| al sustituir la definicion

Q.E.D.

Lema 9. Sean 6,5 :R? — R3? dos funciones vectoriales diferenciables, entonces:
$(CB)=Cx ($x5) + Bx ($xC) + (0-9) b+ (5-9) 0
donde: . . .
= =\ = oD oD oD

CV)D =005+ 0.5

( Y ox ey oy e 0z
Proposicion 58. La induccion magnética generada por una espira de momento dipolar m y de drea muy
pequena en comparacion con la distancia al punto R puede aproximarse por:

S o 3 (1M - 7) 7 — 12
B|R)~— =
47 T
Demostracion. Por la proposicion tenemos que el potencial magnético escalar generado por una espira que
cumple las condiciones del enunciado puede aproximarse como:

()= 2%

A7 13

Por la proposicién 54 en la pagina 160] sabemos:

(11.3.0.1)

]l
<L
-
3
|
‘t
o
<L
5
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Aplicando el lema |9 en la pagina anterior] obtenemos:

—

=0 =0

ﬁ[m;;] rﬁx(ﬁx:;))%—:;x(ﬁxrﬁ)+(rﬁ-ﬁ);+<£‘q>
N

El primer término se anula, porque por la proposicion

—

| T

7 en la pagina 18 V— = —— vy, por el lema

r r

pagina 156| el rotacional de un gradiente es siempre nulo. El segundo término se anula al ser m = cte. Por

S en laj
esa misma razon, se anula el cuarto término. Asi, tenemos:

ﬁ[m.g}_(m.e);_mma(ﬁ)mﬁ(ﬁ) 2(%)

o oy M
donde:

= (T’x,’fyﬂ"z) = (.’L’ - xlay - y/7Z - Z/)

7'3—7'5,;37’2%7’90 —ry3r2%rx —7'237’2%7"90 - 7"2—37“,% —=3ryry —3reTy
r6 r6 ’ -

6 R 5 )

)

ro
Analogamente:

0z ro 7 s
Asi:

2 2
=31,y —3ryry T — 377
b

2 2

(mﬂ2 — 3mgr? — 3myrery — 3maryr, MyTe — 3Maryry — 3myrs — 3m.ryT,
5 b

,

rd ’

M1 — 3Mgryry — 3myr.ry — 3mzr§
) ’]"5

r2

L. rem —3m -7
p (Mg, My, my) — 3m - 7 (1, 1y, 72) = —————

5
r
Sustituyendo en la ecuacién [11.3.0.1 en la pagina anterior] obtenemos:

Q.E.D.
Proposicién 59. FEl potencial magnético vector A generado por una espira de momento dipolar m y de drea

muy pequena en comparacion con la distancia al punto R puede aprozimarse por:

= (= ,u,()T?LXT_”
A(R)z—
A7 3

donde 7= R — R'.
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Demostracion. Partimos de la proposicion [57 en la pagina 163f

b ~ Mo M- T _ Mo
T 4 3 4
Por la proposiciéon |7 en la pagina 18| tenemos:

ﬁw‘ =

(11.3.0.2)
Por otra parte, por el lema |2 en la pagina 51| tomando ¢ = —, tenemos
- 7 15 - (1
V- <m> =¥ - i v< >
T T~~~ T
=0
, . N —
donde el término marcado se anula porque m = cte.
Asi, sustituyendo en la ecuacion [11.3.0.2) obtenemos:
0= (M
e ()
T r
Por la proposicién 54 en la pagina 160, obtendriamos:
B=-Vén,~ v (ﬁ : m) (11.3.0.3)
47 r
Por otra parte, por el lema [7 en la pagina 152] tenemos:
vV x (ﬁ X m) —Vv <ﬁ : m> ~v? <m> (11.3.0.4)
r r r
Estudiemos el ultimo sumando de la igualdad anterior: Por la definicion [51 en Ta pagina 152}
V() = (7 () 7 (5) 9 (7))
r r r r
Como m = ct—_e>, obtenemos:
(7))
r r
Como es r # 0, por la proposicion [I1 en la pagina 22 llegamos a:
()0
r
En consecuencia, por medio de la ecuacién [11.3.0.4] podemos expresar |11.3.0.3| como sigue:
Brlux (vx D) =vx (LvxD
47 r 47 r
Por analogfa con la proposiciéon |50 en la pagina 151, concluimos:
> Moz M
A~ =V x — 11.3.0.5
4 T ( )
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1
Por dltimo, por el lema [5 en la pagina 151| tomando ¢ = —, obtenemos:
r

ﬁx(m)—lﬁon—Tﬁxﬁ(l)
r T\/ﬂ—’ r

. = — .., .
donde el término marcado se anula porque m = cte. Por la proposiciéon |7 en la pagina 18L tenemos:

- m LT MmMXT
VX()—mx—
T'3

r r3

Sustituyendo en [11.3.0.5 en la pagina anterior] llegamos a:

MoTﬁXF

—
~
~

r3

5
3

Q.E.D.

11.4. Distribucién de dipolos puntuales

Definiciéon 54. Sea una distribucién de dipolos puntuales. Llamamos imanacién M a la densidad de mo-
mento dipolar magnético.

—

() = 47

Lema 10. Sea F : R — R3 una funcion vectorial diferenciable. Entonces la integral a lo largo de un volumen
de su rotacional, coincide con la la integral a lo largo de la superficie cerrada que encierra dicho volumen del
producto vectorial del vector normal a la superficie y F'.

///V(ﬁxﬁ)dvz%téﬁxﬁds

Proposicion 60. Una distribucion de dipolos de volumen V' puede ser modelada mediante una serie de
densidades de corriente equivalentes (llamadas de imanacion) que vienen dadas por:

T (R) = 9" 1 (R)
T () = 31 (R) x it

donde 1’ es el vector perpendicular a la superficie cerrada que delimita el volumen.
En funcion de dichas densidades de corriente de imanacion, el potencial magnético vector se expresa como:

A(R) =& ///V WW’ + # st’

y la induccion magnética viene dada por:

S (R Mo I X T Jsm X7,
B(R)_4ﬂ' [///V/ r3 dv—i_ﬁg/ r3 dS]
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~

Demostracion. Haciendo la diferencial a ambos lados de la proposiciéon [59 en la pagina 164] obtenemos que el
potencial magnético vector generado por un dV’ de distribucién de dipolos viene dado por:

dA (é) _ o di X7 (11.4.0.1)

A7 3

Por otra parte, por la definicién [54 en la pagina anterior] tenemos:

M (/) = 3@ & difi = M (R) av’
Sustituyendo en [I1.4.0.1] obtenemos:
a4 (R) = ﬁﬂz(i)wdv’ o

& E(E) = Z—i ///V WC[V (11.4.0.2)

1
Por otra parte, por el lema |5 en la pagina 151} tomando ¢ = —, obtenemos:
T

ﬁ’x<M>_ﬁ’<l>xM+lﬁ’xM
T T T

Por la proposiciéon |8 en la pagina 19, podemos reescribir lo anterior como:

— —

Fx M 1 — MXF:—ﬁ’X%—i—}ﬁ/XM
r

=

Vi x — = LIV x M <

r r3 r r3 r
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Sustituyendo en [11.4.0.2 en la pagina anterior], obtenemos:

ff //V,v’ dV’ ///IVXM )dV’ =
// . V' x dV’ ///v , l> —Lav’

Por el lema |10 en la pagina 166 podemos reescrlblr lo anterior como:

—

E(ﬁ):—ﬁ#g,ﬁ’xM s’ + ///V )dV’

donde 7 es el vector perpendicular a la superficie cerrada S’. Como el producto vectorial es anticonmutativo,
lo anterior es equivalente a:

A’(ﬁ):ﬁ#M@? s’ + ///VIVXJY >dv/

Por analogia con la proposiciéon 3 en la pagina 157, obtenemos que debe ser:

Im (é’) =V xM (é’)

o () =1 ()

Por consiguiente, aplicando la proposicion [53 en la pagina 157 obtenemos que:

T (B Jom (R
V! T ’ T
_ Mo [/// m X7 gy # Jom X7 TdS’]
7 \v T / T

Observacion 42. El modelo presentado en la proposicion [60 en Ta pagina 166] permite explicar por qué los
imanes generan campo magnético, a través de corrientes equivalentes de imanacion.

Q.E.D.

& O
QQ QQ o
SRS,
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Ejemplo 31 (Problema 71). Tenemos la siguiente situacion:

N

-—==>

Nos dan como dato la imanacion:

N (R') = Mo = M2
Asi, podemos calcular el momento dipolar magnético:

dim = MdV' = Mp2dV' <

4
o= // MozdV' = SrRiMy?
V/

Obtenemos las corrientes equivalentes:

1

=

szx]\Zizﬁ

<

js,m:Mxﬁ:Mosenegé
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Con esto, podemos calcular la induccién magnética:

5] Ho jSmXF
dB = Ko25m 2 g
AT 73
3 Mo JSm
dB| = ——2—dS

‘ A7 12

Por el dibujo podemos ver que las las componentes que no estan en el eje z se anulan entre si; de manera
que:

:JS,m

Mosen 6
dB, = 12 =02 cos (

CArx R(Q) €0

M O=m M, ™
< B, = Ho 0277/ sen> 0dh = ,uoo/ senf® sen’f db =
A7 00 9 0 —_

T 2
5 9) Risenfdyp <

=1-—cos2 0

M, & ™ M g
poMo / son 0d0 — / cos? 0 sen 00| = P00 (1 cog o — cos? 0 _
2 0 0 2 3 |,

_ oMo (2 2>:M0M04 2

3

= 2 oM
2 9 3 gHoo
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Capitulo 12

Medios materiales magnéticos

12.1. Imanaciéon y campo local (teoria microscodpica)

Consideremos un medio natural con imanacion uniforme (M (R') = — =cte):

Consideramos que la inducciéon magnética B (é) que hay en un punto (ﬁ) es la suma de la inducciéon

magnética externa Bey y la inducciéon magnética generada por los atomos mas proximos By. Esto es s6lo un
modelo (los hay mejores).

B = Bext + By
Para hallar el campo Bj, vamos a suponer que tenemos un agujero esférico en nuestro medio natural. La idea
es que la imanacion del medio va a generar unas corrientes equivalentes que, a su vez, generaran induccién
magnética. Supongamos que el mencionado agujero tiene radio Ry y es tal que Jn =0. Es decir, la densidad

volumétrica equivalente de corriente se anula en el agujero esférico. Sin embargo, si que tendremos una densidad
de corriente superficial equivalente Jg ,, sobre la superficie interior del agujero esférico.
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T

2]

Mediante la proposicion [60 en la pagina 166L calculamos el valor de js,mi

Jom =M xf=DM-1-sen(r—60)(—p) = —Msen ¢

A continuacién , obtengamos el valor de la induccién magnética B generada por las corrientes equivalentes
JSm.

Aplicando la proposicién [60 en Ia pagina 166] obtenemos:

dBZ_@Msene s(

4 0
= i R% - — 9) Rg sen 0dfdp = EM sen® 0dodyp <

2

=sen
2 - 2 -
< B, = g,qu = BO = —gquZ

En consecuencia, la induccién magnética total que hay en un punto R viene dada como:

o o 2 -
B = Bext + _§HOM

El resultado obtenido no es mas que un caso particular de la llamada ecuaciéon de Weiss, que sirve para
cualquier geometria (cualquier tipo de agujero):
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—

B:Bext+u0(7_1)]\2

donde la constante v depende de la geometria.

—

12.2. La excitacion magnética H

Proposicion 61. En un medio con imanacion magnética M # 0, el teorema de Ampére para la induccion
magnética B puede escribirse como sigue:

V% B(R) = o |Je (R) +V x 3 (R)]

donde Jc es la densidad de corriente volumétrica de las llamadas corrientes de conduccion o corrientes reales
Y V X M = Jy, es la densidad de corriente volumétrica de las corrientes equivalentes de imanacion.

V/ \\ //

Demostracion. Partimos del teorema de Ampére en forma diferencial (ver teorema |17 en la pagina 153)):

V x B = poJ (12.2.0.1)

En un medio con imanacién, M # 0, la densidad de corriente total puede expresarse como suma de dos
términos:

J=Jo+ Jm (12.2.0.2)

donde J¢ es la densidad de corriente volumétrica asociada a las corrientes reales o libres y J, es la densidad
volumétrica de corriente equivalente de imanacién. Por la proposicién [60 en la pagina 166| tenemos:

Jm =V x M
Sustituyendo esto ultimo en [12:2.0.2]y, a su vez, [12.2.0.2] en [12:2.0.1] obtenemos:

§x§<ﬁ>:uo[jc+ﬁ><]\ﬂ

con lo que llegamos al enunciado. Q.E.D.
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Definicion 55. Llamamos excitacion magnética H ala resta entre la induccién magnética B partida por
la permeabilidad magnética del vacio pp y la imanacién M.

Observacion 43. Notese que, segin la definicion la induccion magnética B en funcién de la excitacion
magnética Hviene dada como:

B = Ho (ﬁ +M )
Ademas, en ausencia de imanacién, se cumple:
g = ,uoﬁ

Teorema 19 (Teorema de Ampeére para H). En régimen estacionario de corrientes, siempre que no haya
densidades volumétricas de corriente que entran o salen del volumen estudiado, el rotacional de la excitacion
magnética H en un punto R coincide con la densidad volumétrica de corriente eléctrica real Jo en dicho punto

R.
Vo il (B) = Jo ()

Equivalentemente, la integral de la excitacion magnética H a lo largo de cualquier curva C' coincide con
el valor de la corriente eléctrica real 1o que atraviesa la superficie interior de dicha curva.

%ﬁ-di:]c
C

Demostracion. Por la proposiciéon 61 en la pagina anterior] tenemos:

VxB - =~ -

6x§:uo[j’c+6><]\2}<:> p Jo+VxM<e
0
V X B - -
e YXB e o
Ho

Como el rotacional es un operador lineal, obtenemos:

Por la definicién vemos que lo anterior es equivalente a:
6 X ﬁ = jc
Ahora, integrando la igualdad anterior a una superficie abierta S cualquiera a ambos lados, tenemos:
|| ¥ > (R)-as = [[ J ()3
S S

Por el teorema de Stokes (ver teorema |3 en la pagina 17|y por la proposicion 43 en la pagina 126, podemos

expresar lo anterior como:
%H@)J:k
C

donde C es la curva que delimita la superficie S. Q.E.D.
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Proposicién 62. Sies Jo (R) =0 en un volumen V C R3, entonces existe una funcion escalar i, : R® — R

de clase C? tal que:
V2%, (ﬁ) :ﬁ-M(ﬁ) :—ﬁ-ﬁ(ﬁ) VReV

Demostracion. Haciendo la divergencia a ambos lados de la definicion [55 en Ta pagina anterior] obtenemos:

. 1 - - =

V- H=-V-B-V-M
Ho

pues la divergencia es un operador lineal. Por el corolario |21 en la péagina 152L esV-B=0VReR3 y, en
particular, es V- B =0VR € V. Por tanto, obtenemos:

V-H=-V-M (12.2.0.3)

Por otra parte, por el teorema (19 en la pégina anterior} si es jc (E) =0VR e V', seré:

ﬁxfl(ﬁ)z@VﬁEV

y, en consecuencia, sabemos que existe una funcién escalar 1, : R — R de clase c® (para que V x H sea
continua) tal que:

ﬁ(}?) :—wm( ) VReV
Haciendo la divergencia a ambos lados en la ecuacion anterior, obtenemos:
V-H=-V%,

Sustituyendo la ecuacion [12.2.0.3] en la expresion anterior, llegamos a:

V-M=V-H=-V%, oV -M=-V-H=vV%,
Q.E.D.

Definicion 56. Si se dan las condiciones para aplicar la proposicion llamaremos densidad volumétrica
de masa magnética p,, a la funciéon escalar:

—

pn () = =921 (F)
Anélogamente, llamaremos densidad superficial de masa magnética o, a la funcién escalar:
o (7) =1 (7) -

Proposicion 63. Si es jc (é) = 0 en un volumen V. C R3, entonces el potencial magnético ,, puede

obtenerse como:

—»

Y (B 477 ///V/pmr dv+//lam )4

donde py, es la densidad volumétrica de masa magnética y o, es la densidad superficial de masa magnética.
Similarmente, la excitacion magnética H es susceptible de expresarse como:

pm Om
/// P\ )T s // )7 s
477' \"d 7" !
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Demostracion. Partimos de la proposicion 62 en la pagina anterior] por tanto, sabemos que:

ﬁ-ﬁ(ﬁ):pm(é) VReV

Bien, ahora supongamos que en nuestro volumen tenemos tnicamente una masa magnética m,, puntual (algo
que no tiene sentido fisico estrictamente) e integremos la expresion anterior al volumen V:

// V- ﬁ dV /// Pm dV M
\4
Por el teorema de la divergencia (ver teorema [2 en la pagina 17)), lo anterior es equivalente a:
# A (R)-as = m,
S

La formula anterior debe valer para cualquier volumen; luego, en particular, podemos escoger una esfera cuyo
centro esté en la posicion de m,,. Como la excitacion magnética generada por una masa magnética puntual

no puede depender de la direccion (una masa magnética puntual tiene simetria esférica), sabemos que H (R)

serd constante a lo largo de dS y ademas, sera H (R) I dS en todo momento. Asi, obtenemos:

mMm
4dr?

H (ﬁ) 47r? = m,, = H (ﬁ) =
Como habfamos dicho que la excitacion magnética generada una masa magnética puntual debe tener simetria

esférica, debe ser:
N~ 1 m
i (R) _ L M
ar 2

A continuacién, vemos que si tomamos:

1 my,

wm a_ T

47 r

= d 1mm 8 1mm A 1 ~ oyl =
~V¥m = _dF<47rr> = or <4ﬂ>“ it =1 (R)

Luego, ya hemos encontrado el potencial magnético generado por una «masa magnética puntual». Notese que
la expresion es analoga a la obtenida en electroestatica.

Siguiendo los mismos pasos que en la proposicion [16 en la pagina 29| llegamos a que el potencial magnético
generado por una distribucién volumétrica de masas magnéticas es:

entonces:

—»

wm T 4r ///V/ pm r dV,

Si nos restringimos a una superficie, entonces podemos expresar el potencial anterior como:

—»

O'm ,
wm 47'(' //l dS

Asi, el potencial magnético generado por cualquier distribucién volumétrica y superficial de masas magnéticas

puede expresarse como:
o (R) = ﬁ ///V | A7) SR/) dv + // / ) Sﬁl) ds'
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Para obtener las expresiones para la excitacién magnética, simplemente aplicamos H = —V1,,, obteniendo

omT

_i pmr !/ /
_47'(' [ﬂv/ T3 dv //S’ 7"3 dS:|

Ejemplo 32. Tenemos un iman de forma esférica con una imanaciéon uniforme con M = M2

N

-————>

>

Hallamos las densidades volumétrica y superficial de masa magnética

—V-M=0

:M~ﬁ:MOCOSH

Con esto, podemos obtener el diferencial de excitacion magnética

siendo H = H, (—

Asi:

notese que [H]|

~ 1 on?”, .,
dH = ———dS
An 13

’dH‘ ! MOCOSQR 2 sen AdOdp
47 RO

1 M, 0
dH, = = 0];;)8 cos HRg sen 0dfdy
T

Z). Integrando, obtenemos:
1 T 1 cos39]" 1 M,
H, = 2M0/0 cos? @ sen §df = §M0 [— 3 ]o = EMO (1-(-1)) = 30
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12.3. Susceptibilidad magnética

Microscopicamente, tiene sentido pensar que el momento dipolar magnético de un dipolo magnético sea
proporcional a la induccién magnética en el lugar donde se encuentra el dipolo. Es decir:
m o B
Esto motiva la siguiente definicién:
Definiciéon 57. En un medio sin imanaciéon permanente, llamamos susceptibilidad magnética y,, de
un medio al factor de proporcionalidad que relaciona la imanaciéon de un medio M (ﬁ) con la excitacion
magnética H (ﬁ)

—

M:me:j

Observacion 44. Por la definicion de excitacion magnética (ver definicion [55 en la pagina 174)) al aplicarle la
definicién [57] obtenemos:

—

M B - - /1 B -1 4
::—M@M(—kl):@M: Xm B
Xm Mo Xm 140 to 1+ xm

Observacion 45. Por la observacion [43 en la pagina 174} al aplicar la definicion llegamos a:

—

B = o <ﬁ+Xmﬁ) :M0(1+Xm)ﬁ

Analogo a lo visto en electroestatica y para la densidad volumétrica de corriente E , definimos:

Definicion 58. Llamamos medio is6tropo a aquel en el que la imanaciéon M y la excitaciéon magnética H
son paralelos en todo momento:

M| H
Anéalogamente, llamamos medios anisétropos a aquellos en los que M K H.

Xm,11 Xm,12 Xm,13
La susceptibilidad seria en este caso un tensor (una matriz 3 X 3): Xm = | Xm.21 Xm,22 Xm.23

Xm,31 Xm,32 Xm,33

Definicién 59. Llamamos medios lineales a aquellos en los que la susceptibilidad magnética no depende de
la excitaciéon magnética:

Xm # 3 (ﬁ )
Anéalogamente, llamamos medios no lineales a aquellos en los que X, = § (ﬁ )

Definicion 60. Llamamos medios homogéneos a aquellos en los que la susceptibilidad magnética no depende
de la posicion:

Xm # (fi)

Anéalogamente, llamamos medios no homogéneos a aquellos en los que x,, = § <]§>
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Definicion 61. En ausencia de imanaciéon permanente, llamamos permeablhdad magnética p de un medio
al factor que relaciona la induccién magnética H con la induccién magnética B:

B=uH

Por la observacion 45 en la pagina anterior], tenemos que:

= po (1+ Xm)
donde x.,, es la susceptibilidad magnética del medio y ug es la permeabilidad magnética del vacio.

Definiciéon 62. Llamamos permeabilidad magnética relativa p, de un medio al cociente entre la per-
meabilidad magnética de dicho medio u entre la permeabilidad magnética del vacio pg.

Hr 1= £ (14 xm)
Ho

Definicion 63. Decimos que un medio magnético es
= paramagnético si x,, > 0 A x,, < 1. En consecuencia, en estos materiales es y =~ g y pr = 1.
» diamagnético si x, < 0 A |xm| < 1. Por consiguiente, en estos materiales es p & g y pur = 1.

= ferromagnético si y,, > 0 A x> 1. De esta forma, en estos materiales es p = poXm ¥ br = Xm-

12.3.1. Susceptibilidad magnética de materiales reales
= Paramagnéticos: El aluminio: 0,21 - 10~%; el aire: 3,6 - 1077; el platino: 2,9 - 1074
» Diamagnéticos: El agua: —0,88 - 107°, el cobre o la plata.
» Ferromagnéticos: El cobalto: 2,5 - 102, el niquel: 2 - 102, el acero: 2 - 103, el permalloy’®: 10°, el hierro

(< 0,05% de impurezas): 2 - 10° o el sumpermalloy: 10°.

12.4. Ciclos de histéresis

Los materiales ferromagnéticos presentan memoria magnética o histéresis.
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La idea es la siguiente, yo tengo un material no imanado M = 0 al que le aplico una excitacién magnética
H hasta que el material no es capaz de aumentar mas su imanacion (1), llegando a la imanacion de saturacion
M. Si ahora, disminuyo la excitacion magnética hasta que H=0 (2), entonces la magnetizacion no es nula,
sino que tiene cierto valor M, llamado magnetizaciéon remanente. A continuacion, aplicamos el campo H en
sentido contrario, de manera que la magnetizacion disminuye hasta que cambia de signo (3) y alcanza el
valor — M. El corte con el eje de abscisas se llama campo coercitivo o —H¢. Ahora, disminuimos el campo
magnético a cero (4), nuevamente y la magnetizacion cuando H = 0 es —M,.. Por ultimo, volvemos aumentar
el campo magnético (5) y, en consecuencia, la magnetizacion aumenta hasta que cambia de signo cuando
H = H¢ y, de nuevo, alcanzamos la magnetizaciéon de saturaciéon M. Esto se llama el ciclo de histéresis.

En estos diagramas, puede obtenerse la susceptibilidad magnética como:

aM
m - 17
Xm (H) dH

Cada material tiene un ciclo de histéresis caracteristica. Veamos unos ejemplos:
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Aproximadamente lineal

Materigl ferromagnético ”duro”

Material ferromagnético ”blando”

12.5. Condiciones de frontera entre dos medios magnéticos

Proposicion 64. En la frontera entre dos medios magnéticos se conserva la componente normal a la superficie
de contacto de la induccion magnética.

By, =By

n n

Demostracion. Tomamos un cilindro tal que sus tapas son paralelas a la superficie de contacto entre ambos
medios magnéticos de forma que una de sus tapas esté en un medio y la otra en el otro; es decir, una «pillbox».
Gréficamente:
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Por otra parte, por el corolario |21 en la pagina 152] sabemos que la divergencia de la induccién magnética
B es nula en todo punto:

- —

V-B=0

Si integramos al volumen de nuestro cilindro la ecuacién anterior, obtenemos:

// V- BdV =0
1%

Por el teorema de la divergencia (ver teorema |2 en la pagina 17)), debe ser:

#Edg:o
S

donde S es la superficie cerrada que delimita el cilindro. Ahora bien, podemos descomponer dicha integral en:

0—dpas- | Bds+ [ Bds+ [ B-d§
S tapa superior tapa inferior superficie lateral

Si hacemos tender la altura transversal del cilindro a cero (b — 0), obtenemos:

02// ég-d§2+/ él-d§1+0
SQ Sl

Lo anterior se debe a que el valor de la integral a lo largo de la superficie lateral tiende a cero cuando la altura
transversal h tiende a cero.
A continuacién, tomamos un 7 tal que dSy = dSsn y dS7 = dSy (—n), de forma que:

o:// Ez-d§2+// El-dS*l:// andSQ—// By, dS;
So S1 S2 S1

El signo menos viene de:

By -dS; = By (—7) dS; = —B1,dS,
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Cuando h — 0, dS7] = dS2 =: dS, por lo que obtenemos:

// B,,dS — // By,dS =0
S S

De esta forma, al ser la suma de las integrales la integral de la suma:

//S (Bs, — By, )dS =0

Como este argumento debe cumplirse para cualquier cilindro, necesariamente:
BQn — Bln =0« Bgn = Bln
Q.E.D.

Corolario 22. En la frontera entre dos medios magnéticos de permeabilidades magnéticas p1 y po se da:

poHs, = piH,

Demostracion. La demostracion se sigue trivialmente de la proposicion [64 en la pagina 181]al hacer uso de la
definicién [61 en la pagina 179 Q.E.D.

Proposiciéon 65. En régimen estacionario de corrientes, siempre que no haya densidades volumétricas de
corriente que entran o salen del volumen estudiado, en la frontera entre dos medios magnéticos la resta de las
componentes tangenciales de la excitacion magnética es igual a la densidad superficial de corriente eléctrica
libre (de conduccidon) que atraviesa la superficie de contacto entre ambos medios en direccion perpendicular a
la direccion tangencial tomada.

Hlt - HZt - JS,C’,:)?

donde Jg ¢z es la densidad de corriente superficial libre que circula por la frontera entre ambos medios mag-
néticos en la direccion &, siendo & =t x n donde 1 es el vector normal a la superficie de contacto entre ambos
medios que apunta hacia el medio dos.

Demostracion. Tomamos un rectangulo tal que dos de sus lados son paralelos a la superficie de contacto entre
ambos medios magnéticos. Graficamente:
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h—0

A4

=+ l@k)

Por el teorema de Ampére para el campo H en forma integral (ver teorema|19 en la pagina 174[), tenemos:

%ﬁ-di:fc
C

Podemos dividir la integral a lo largo del rectangulo en cuatro tramos:

%ﬁ-df:/ﬁl-fdl+ ﬁ.ﬁdz+/ﬁ2.(—f)dz+ H-(-n)dl = Ic
C 1 1—=2 2 2—1

donde 7 es el vector unitario normal a la superficie de contacto entre ambos medios que apunta hacia el medio
dos. Si hacemos tender la altura del rectangulo a cero (h — 0), entonces nuestra expresion queda:

ygfl-df:/ﬁl-fdl—/ﬁg-idlzlc@
C 1 2

donde I¢ ; es la corriente de conduccién que circula por la frontera entre ambos medios y & = t x 7. Como en
un rectangulo dos lados paralelos miden lo mismo (llamemos a dicha longitud L), obtenemos:

L L
%ﬁ'dzz/ Hltdl—/ Hodl = Io; =
C 0 0

Ic s

(Hy, — Hy,) L =1; & Hy, — Hy, = L‘”
Por el corolario [18 en la pagina 127, podemos expresar el término de la derecha como Jg ¢ ;. Asi, llegamos al
enunciado. Q.E.D.
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Corolario 23. En régimen estacionario de corrientes, siempre que no haya densidades volumétricas de co-
rriente que entran o salen del volumen estudiado, en la frontera entre dos medios magnéticos se cumple:

By, By, 7
—— =Jsci
251 w2

donde Jgz es la densidad de corriente superficial que circula por la frontera entre ambos medios magnéticos
en la direccion z, siendo & =t x 1 donde 1 es el vector normal a la superficie de contacto entre ambos medios
que apunta hacia el medio dos.

Demostracion. El resultado se sigue trivialmente de la proposicién |65 en la pagina 183| al utilizar la defini-
cion |61 en la pagina 179| Q.E.D.

Corolario 24. En régimen estacionario de corrientes, siempre que no haya densidades volumétricas de co-
rriente que entran o salen del volumen estudiado, si no circula corriente eléctrica en la frontera entre dos
medios magnéticos, entonces la componente tangencial de la excitacion magnética H se conserva.

By, By,

Hgt = Hlt = =
2 H1

Demostracion. La demostracion se sigue trivialmente de la proposicion [65 en la pagina 183|y del corolario
al sustituir Jgcz = 0. Q.E.D.

12.6. El circuito magnético

Definicion 64. Llamamos flujo magnético ®,, a través de una superficie S a la integral de la induccién
magnética B a lo largo de dicha superficie.
&, = [ 5-a3
S

Proposicion 66 (Ley de Ohm para el circuito magnético). Supongamos que nos encontramos en régimen
estacionario de corrientes y, ademds, que no hay densidades volumétricas de corriente que entren o salgan
del volumen estudiado. Por anadidura, tenemos un medio magnético con forma de cable, por el que circula un
flujo magnético ®,,. Si en cada seccion transversal del medio (transversal con respecto a la direccion de ®,,)
se cumple que la induccion magnética B es constante y, al tomar una curva cerrada C que atraviesa el centro
del medio magnético en todo momento, B es siempre paralela a dicha curva C; entonces la intensidad libre
Ic que atraviesa la superficie abierta definida por dicha curva es igual al producto del flujo magnético ® que
circula por el medio y una cierta magnitud % .

m=9%o,%
donde:
m = 7§ f-di= 1,
c
v di
7= S
o WS

sitendo p la permeabilidad magnética del medio y S la superficie transversal del cable.

Licencia: Creative Commons 185


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/deed.es

CAPITULO 12. MEDIOS MATERIALES MAGNETICOS
Lain-Calvo 12.6. EL CIRCUITO MAGNETICO

|
|
1 L |
B — D |
</_'\> '
n |
T D |
' |
' |
' |
' |

Demostracion. Por el teorema de Ampére para la excitaciéon magnética en forma integral (ver teorema
la pagina 174|) aplicado a la curva cerrada C' que recorre el centro del medio magnético, sabemos:

%ﬁ-df—]c—m
C

Por otra parte, por la definicion [61 en Ia pagina 179] tenemos:

%H dl = dl

siendo i la permeabilidad magnética del medio. Si la induccién magnética B es paralela a la curva C' en todo

momento, entonces:

51§H - & (12.6.0.1)

Por otra parte, siendo S una superficie transversal cualqulera del medio, por la definicién [64 en Ia paginal

tenemos:
B, — // B.d§
S

donde dS I dl. Como B es constante a lo largo de toda superficie transversal del medio y B es paralelo a la
curva C' en todo momento, lo anterior se simplifica a:

)

®,, = BS < B = ?’"
Sustituyendo en la ecuacién [12.6.0.1], obtenemos:
m = H dl' = dl_<1>m§1§°”=q>m%
o wS

Q.E.D.

Definiciéon 65. Llamaremos fuerza magnetomotriz al factor m que aparece en la proposicién
[pagina anterior]

Definicion 66. Llamaremos reluctancia a la magnitud % que aparece en la proposicion |66 en la paginal
lanteriorl
yg dl
X =P —
o mS

siempre que se cumplan las condiciones de la mencionada proposicién.
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12.7. Ejemplos

Ejemplo 33 (Problema 76). Tenemos:

| - 7 7
I | ] | ﬂ
] | )
I NPT | NI:‘“<> =2
i i —
) Mt sl Sl 0 R
&

Tenemos, por la definicién [66 en la pagina anterior}

ll x l2

2#31 * ,ugSl ,LLSQ
Y, por la proposicién [66 en la pagina 185 obtenemos:
NI
NI =m=0 (R + Ry + R+ Ry + %) = D= m o 5
wS1 + 1051 + uSa

Este sistema es un relé que, en la préctica, sirve para trasladar un interruptor de un sitio donde podria
ser peligroso a otro donde no lo es tanto.

Ejemplo 34 (Problema 75). Tenemos un iman esférico con una imanacion M = (Mg + M;z) 2.

Z
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Para resolver este problema o bien aplicamos corrientes equivalentes, o bien aplicamos las masas magnéti-
cas. Lo vamos a hacer de ambas formas. Empezamos con corrientes equivalentes. Por la proposicion

tenemos:

Jsm=Mxn=|My+ M, _z -sen 0
=Ry cosf

Por la proposicion 60 en la pagina 166, tenemos:

é:/m//J5§rds
47 S r

Diferenciando a ambos lados, en nuestro caso, como Jg L 7, obtenemos:

5 Mo Js
dB = ——=dS
47 12

po Js ™
dB, = Eﬁ% cos (— — 9) R2 sen §dfdy <

2

< B, = ZWZ—D (Mo + MRy cosf) sen® 0df = % / My sen® 0d0 + / M, Ry cosOsen®0df| =
T Jo=0 0 0

=0

2 - 2 R
= gﬂoMO = B = gMOMOZ

Ahora, resolvamos el problema por masas magnéticas. Por la definicién [56 en Ta pagina 175 tenemos:

pm:—ﬁ'M:—Ml
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om = M cos b

A continuacion, por la proposicion [63 en la pagina 175] sabemos:

oL 50

Vamos con la componente volumétrica:

1 pm?
dH —d
V= dr 3 v
1 —M
dH, = — L cos Or? sen Odrdfdy

4 12

M 2m T rRo M 2 0 ™
—-H, = ! / / / cos O sen Odrdfdy = ——127TR0 Sent =0
4 4 2 ]
0
Ast:
~ 1 M cosf
‘dH - 28U B2 sen 0dfdp
ar 2
~—

:Rg

1 1 (7
—dH, = 4—M cosfsenfdidy = —H, = 2/ (Mo 4 M, Ry cos 0) cos? § sen 0df) =
u 0=0
1 cos? 1™ cos*9”™ 1 2 My
== (M |- M - e 1V =0
2( 0[ 3 L+ 1RO[ 4 L) 2< 03+0> 3

My .
—Q—Z
3

En consecuencia:

H=-

Por la observacion [43 en la pagina 174} tenemos:

3

Imaginemos que ahora hacemos un agujero cilindrico en la esfera.

_ M, 2
B = o <—02 + Mo»?) = gquof2
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Teniamos:

—

M = (Mo —i—MlZ)ﬁ

Jm =0

Jsm = (Myz + M) sen 0

Asi, la induccion magnética generada por el trozo de esfera que tenemos seria:

L T—0g
B, = ro [/ MlRocosesen39d0+/
2 90 90

T—0g
My sen® dﬁ}

senfy = Ri < 0y = arcsin <}§>
0 0

Ahora, si consideramos la superficie cilindrica interior:

N
N

/\
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Por el método de corrientes equivalentes, por la proposicion [60 en la pagina 166| tendriamos en cilindricas:

Jsm =M x 7= (Mg + M;z) (—@)

No obstante, vamos a hacerlo mediante masas magnéticas. De nuevo, por la definicion [56 en Ta pagina 175}

Pm = —M;
om = (Mo + M z) cos 6

Notese que:

=0

[Jm] superficie interior

De esta forma, por la proposicion [63 en la pagina 175 tenemos:

N |
=g

T—06

T—0g
/ M, Ry cos® 0 sen 6d6 + /
00 90

4 o770 3 n7 760
:_1 [_MIROCOS 9] N [_Mocos 9] s
90 3 90

0
5 M cos?  sen Hde} (—=2) =

_1 M1R0
2 4

[0084 (m—6y) — cos? 90] + % [cos3 (m — ) — cos® 00]> 3

Como cos (m — 0p) = — cos (m — 6p), obtenemos:

-~ 1 (MR, 4 Mo 3 3 .
H = 3 < 1 [cos™ (6p) — cos™ O] —i-? [— cos” g — cos® b)) 2 =

1My
23
Por la observacion (43 en la pagina 174} tenemos:

M,
(—2 cos® 00) zZ= —?O cos® 0y

—» M,
B= —uo?o cos® 02
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Capitulo 13

Inducciéon electromagnética

13.1. Ley de inducciéon de Faraday-Lenz

Axioma 4. La fuerza electromotriz € = 950 E - dl inducida en una espira cerrada C coincide con la variacion
con respecto al tiempo del flujo magnético ®,, a través de la espira.

0P,
ot
Ejemplo 35 (Dinamo). Tenemos una espira que rota con velocidad constante w dentro de un campo magné-
tico.

E =

W

P

lI;)

B-S = BScoswt
P, = //BcoswtdS:BScoswt
S

Asi, por la ley de induccion de Faraday-Lenz (ver axioma , tenemos:

P
V(t):=e(t) — 8872” = BSsenwt
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Observacion 46. Podemos entender la ley de Faraday-Lenz de forma intuitiva de la siguiente forma: a una
bobina «no le gusta» que cambie el flujo magnético que la atraviesa y se opone a cualquier cambio, generando
para ello un flujo. Pero para generar un flujo, es necesario que circule una intensidad.

B = unl (t)

Ejemplo 36 (El transformador). Un transformador funciona gracias a la ley de induccion de Faraday-Lenz.

=
1
5
?

Ejemplo 37. Tenemos dos masas una de aluminio y otra de neodimio (imanado) y las dejamos caer por el
interior de un tubo de laton.

La masa de aluminio caera a través del tubo de latéon como si el tubo no estuviera. Sin embargo, mientras
cae la masa de neodimio imanada, la induccién magnética en el interior del cilindro variarid. De hecho, si
vemos el cilindro como un montén de espiras circulares apiladas una encima de otra, conforme caiga la masa
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imanada, el flujo magnético a través de ellas cambiara. Al cambiar, por el axioma[4 en Ta pagina 192] se creara
una corriente inducida en ellas; dicha corriente generara una induccién magnética en el interior del cilindro
que se opondra a la induccién magnética generada por el iman. Dicha induccién generara una fuerza sobre la
masa imanada que se opone a su caida. Por tanto, la masa imanada caerd mas lentamente que la masa sin

imanar.

13.2. La corriente alterna de la red eléctrica (en Europa)

En Europa, la corriente eléctrica de la red tiene una frecuencia de f = 50 Hz y un valor eficaz de 220 V.
Por tanto, en sistema internacional, podriamos modelar matematicamente la tensién como:

V (t) = 220v/2 cos (2750t)

100 -

—200 -

300 -

Si conectamos un aparato de resistencia R, entonces, por la ley de Ohm, la intensidad que circula vendra
dada por:

2204/2
I= v_ 0v2 cos (2mw50¢)
R
Estudiemos la potencia:
2
P =V@)I{t) = V(Pf) = 2. 220% cos? (2r50t)
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B(t) (W)

8.00-10* A

6.00 - 10*

4.00-10*

2.00-10* 4

t(s)

0.0100  0.0200 0.0300  0.0400  0.0500  0.0600  0.0700  0.0800

Por otra parte, la potencia media transmitida por la senal en un periodo T' (llamando Vp = 220V/2 y

wo = 50) es:
1 (T 1 [T V2cos?wt V2
Pty== [ V@) I({t)dt== 07 gt = -0
(t T/O 1) T/0 o u

13.3. Obtencién de la tercera ecuacion de Maxwell

Teorema 20 (Tercera ecuacion de Maxwell). El rotacional del campo eléctrico E en cualquier punto R Y
cualquier instante t coincide con el opuesto de la variacion con respecto al tiempo de la induccion magnética
B en el mismo punto R e instante t.

ﬁxﬁ(ﬁ,t) :—M

ot

Demostracion. Sea C' una curva cerrada cualquiera. Por el axioma [4 en la pagina 192 debe cumplirse:

Por la definicion [64 en la pagina 185] podemos reescribir lo anterior como:

§£E dl' = —[//B dS]

Por el teorema de Stokes [3 en la pagina 17| lo anterior es equivalente a:

J(9x8)as= 2 [ 505
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Como la integral es al espacio, mientras que la derivada parcial es con respecto al tiempo, ambos operadores

conmutan. . .
B).a5= [[ 22 F+22) .46 =
//S(VX )ds //S - dS@//g(Vx +8t> 45 =0

Como lo anterior debe ser cierto para cualquier superficie S que se apoye sobre la curva C, el integrando debe
ser nulo:

— —

B — = —
g =0 VXxFE=-—

= 5. 0B
V><+at

ot
Q.E.D.

Corolario 25. El campo eléctrico E siempre puede expresarse como la suma del opuesto del gradiente de un
potencial ¢ y el opuesto de la derivada con respecto al tiempo del potencial magnético vector A.

B(f.t) =~ (fe) - 22 (0)

Demostracion. Partimos del teorema [20 en la pagina anterior}

0B

s 7. OB
V x o

Por la proposicion |50 en la pagina 151|, sabemos que podemos expresar la induccién magnética B como el
rotacional del potencial magnético vector. Asi:

L 0 /o
VXE=—-— (V X A)
ot
Como el rotacional es un operador espacial y la derivada con respecto al tiempo es un operador temporal,
conmutan y obtenemos:

ﬁxE:—ﬁx%@ﬁxzﬂﬁxaA

24 _ 5
ot

Como el rotacional es un operador lineal, obtenemos:

. L 9A .
Eir 22| =
Vx( +8t> 0

En consecuencia, sabemos que existe una funcion escalar ¢ : R — R tal que:

L L - A
:—V¢<:>E:—V¢—aa—t

L 94
E _
* o

Q.E.D.

13.4. Coeficientes de autoinduccion e induccién mutua

Definicién 67. Sean C;,C; dos circuitos elementales. Llamamos coeficiente de induccién mutua M;;
al opuesto del factor que relaciona la fuerza electromotriz presente en el conductor i-ésimo con la variacién
temporal de la corriente eléctrica que circula por el conductor j-ésimo.

ol
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donde [M;;] = [Tﬁ] VXb H = Henrio.

Ademas, llamamos coeficiente de autoinducciéon M;; al opuesto del factor que relaciona la fuerza
electromotriz presente en el conductor i-ésimo con la variacién temporal de la corriente eléctrica que circula
por él.

ol;
ot

Proposicién 67. El coeficiente de induccion mutua M;; entre dos conductores lineales cerrados C; y C; puede

calcularse como: .
dl; x 7 =
o= [ s

™ S; Cj T

siendo S; la superficie definida por la curva C;.

i = —Mi;

L(t) 1;(t)

Demostracion. Por la proposicion 46 en la pagina 144} sabemos que la induccién magnética generada por un
conductor lineal cerrado C; en un punto R es:

B»(R»):M()I] dl_;XF
47 C. ?"‘3
J

Por la definicién [64 en Ta pagina 185 sabemos que el flujo magnético generado por el conductor j-ésimo a
través de la superficie S; viene dado por:

U—//B ds_//“(ﬂ%dlxﬁ 45, — uol//ygde‘ i

Por el axioma |4 en la pagina 192] tenemos que la fuerza electromotriz presente en el conductor i-ésimo debido
al conductor j-ésimo puede expresarse como:

8(I)ij Ho dl_;XF = an
ij == =—-—= -dS; =
€ ot 47?//&950]. 73 S ot

Por la definicién 67 en la pagina anterior], deducimos que:

M:,UO//¢ dl}x;.dg.
J 4 S; Cj 7“3 !

Q.E.D.
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Proposicion 68. Sea un sistema de n conductores lineales cerrados por los que circulan corrientes eléctricas

Ii,...,I,. Sean, ®1,..., P, los flujos magnéticos que circulan a través de las superficies S, ..., S, delimitadas
por las curvas C1, . .., Cy. Entonces los flujos magnéticos estdn relacionados con las intensidades de la siguiente
forma:
P=M-1I

donde:

(I)l Il Mll T Mln

o= || 1=[:| ™M= : z
q)n In Mnl to Mnn

siendo M;; el coeficiente de induccion mutua entre los circuitos i-ésimo y j-ésimo.

(J)
(1) O
i
1
@)i\\ (f: )
[,; n

Demostracion. Por la definicion [67 en la pagina 196] tenemos:

oI,
Por la ley de Faraday-Lenz (ver axioma |4 en la pagina 192)) debe ser:
0P, oI,

Multiplicando a ambos lados por 9t e integrando, obtenemos:
®;; = M;;jI; +C
donde C' es una constante. Dado que si I; = 0, debe ser ®;; = 0, deducimos que C' = 0. Asi, tenemos:
;5 = M;jl;

Para obtener el flujo magnético total que fluye a través de la superficie S; tinicamente tenemos que sumar a

todos los conductores j. Ast:
n n
= Bij=Y Ml
j=1 j=1
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Al ser lo anterior valido Vi = 1,...,n, podemos expresar la igualdad anterior en forma matricial:
P=M-1
Q.E.D.

13.4.1. Fo6rmula de Neumann

Proposicion 69 (Formula de Neumann). El coeficiente de induccion mutua M;j entre dos conductores lineales

cerrados C; y C; puede expresarse como:
RS
7I8 C; Cj T

Demostracion. Por la definicién [64 en la pagina 185 sabemos que el flujo magnético generado por el circuito
j-ésimo en el conductor i-ésimo viene dado por:

@ij:// B
S;

siendo S; la superficie delimitada por la curva C;. Por la proposicion [54 en la pagina 160, podemos expresar

Bj =V x ffj, obteniendo:

%.:/Si (V% 4)) 4§,

Ahora, por el teorema de Stokes (ver teorema [3 en la pagina 17)), tenemos:

D = 512 A; - di; (13.4.1.1)

Por ultimo, por la proposicién p3 en la pagina 157 sabemos que el potencial magnético vector generado por
el conductor j-ésimo viene dado por la expresiéon:

i - Moyﬁ 1dl;
J 47 C; T

Sustituyendo en la ecuacion [13.4.1.1] llegamos a:

§’§ Ldl; MOI%% di; - di;
z]— i =

Por la ley de Faraday-Lenz (ver axioma |4 en la pagina 192)), obtenemos:

0®;; dl dl 8[
i =T ot - r

Por la definicién [67 en la pagina 196| debe ser:
RS
T C; Cj T

Corolario 26. La matriz de coeficientes de induccion mutua M de un sistema de n conductores es simétrica.
En otras palabras:

Q.E.D.

Mij:Mji \V/’i,j:1,...,n
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Demostracion. Se sigue trivialmente del enunciado de la proposicion [69 en la pagina anterior] pues el producto
escalar es conmutativo. Q.E.D.

Ejemplo 38. Queremos obtener el coeficiente de inducciéon mutua entre un circuito lineal indefinido y una
espira rectangular.

AN
h s

| - (2)

Como, por el corolario [26 en la pagina anterior|es Mo = Mas1, podemos calcular este altimo que es més
sencillo. Por el teorema de Ampére en forma integral (ver teorema |18 en la pagina 155)), obtenemos facilmente
que la induccion magnética generada por un conductor rectilineo indefinido es:

" I
B:&A
2rr

Por la definicién [64 en la pagina 185] tenemos:
. . zo+a c+b i I c+b d T b
qmz//B-dS:/ / “Odzdr:“oa/ T:“”m(” >
S 2=zg Jr=c 27T 2T c r 2 c

b
M12:M21:‘;°an< +C)
T

Asi:

Cc

13.5. Campos inducidos por movimiento

Sean dos observadores inerciales O y O’. O est4 en reposo, mientras que O’ est4 montado en el «AVE»,
que se mueve a una velocidad constante @' con respecto de O. Supongamos, que hay una particula de carga ¢
a bordo del AVE. Para el observador inercial hay, en la posicion de carga ¢ hay un campo eléctrico Eo y una
induccién magnética Bo. De esta forma, para el observador O la fuerza que actiia sobre la carga debe ser:

ﬁo:qﬁo+q17x Eo

donde el altimo sumando viene dado por la fuerza de Lorentz.
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Sin embargo, para el observador O’ la carga esta quieta; luego para ¢l sobre la carga ¢ tinicamente actta
el campo eléctrico Ep/. Es decir:
For = qEo

Como necesariamente es Fp = For, seré:
qEo = qEo + qu X Bp & Eor = Eo + U X Bp

Dicho de otra forma, para O’ se genera un campo eléctrico inducido por el movimiento.
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Lain-Calvo

Capitulo 14

Energia magnética

14.1. Enmergia de un sistema de circuitos lineales

Proposicion 70. La energia magnética U,, almacenada en un sistema de n conductores lineales cerrados

Ci,...,Cp por los que circulan intensidades Iy, ..., I, viene dada por la expresion:
1 n n
Un =35 z; z; Mi;Ii1;
=1 j=

siendo M;; el coeficiente de induccion mutua entre los conductores i-ésimo y j-ésimo.

Demostracion. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que la corriente eléctrica I; que circula por el
conductor i-ésimo es debida a una bateria. De esta forma, la fuerza electromotriz presente en el conductor
i-ésimo tiene dos términos, uno de ellos viene dado por la bateria, mientras que el otro se corresponde con la
fuerza electromotriz inducida. Por la ley de Ohm (ver teorema |14 en la pagina 133)) y por la ley de induccion
de Faraday-Lenz (ver axioma [4 en la pagina 192)), tendriamos:

0P,
E; — 8751 = IiRi
Multiplicando a ambos lados por I; (t), tenemos:
09; 09;
g l; — 78; I; = IZZRl s gl = 761;1 I; + IZQRz

El término de la izquierda se corresponde con la potencia suministrada por la baterfa, mientras que el segundo
sumando de la derecha se corresponde con la potencia disipada en el circuito por efecto Joule. De esta forma,
la variacién con respecto al tiempo de energia potencial magnética en el circuito debe ser necesariamente el
primer sumando del lado derecho de la ecuacion:

oU; 09,

P=""I
ot ot

Multiplicando ambos lados por 9t, obtenemos:
oU; = 09, 1;

Integrando a ambos lados, obtenemos:
q)i,ﬁnal
U; = / 1;d®;
0
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Vamos a ir trayendo del infinito cada uno de los n conductores lineales cerrados. De esta forma, el trabajo
que tenemos que hacer para aumentar el flujo que circula por el primer conductor de cero a su flujo final
®1 final cuando sélo existe el primer conductor es:

(I’l,ﬁnal
w1 = / Ildq)l
0

Por la proposicion 68 en la pagina 198 tenemos:

(I)l = MHIl = dq)l = Mlldll

ya que so6lo existe el conductor 1 por el momento. En consecuencia:
I final 1 )
w1 = / IlMlldfl = §M1111
0

Ahora, hacemos aparecer el conductor 2 y, de nuevo, calculamos el trabajo que tenemos que hacer para
aumentar el flujo que pasa por él entre 0 y su flujo final ®3gna1. De nuevo, por la proposicion

tenemos:

Oy = Mo1Ih + Magls = dPy = MardIly + Maadls
En consecuencia:

Il,ﬁnal IQ,ﬁnal 1 9
Wy = Iy My dI + IoMosdly = Moy 1115 + §M22I2
0 0

Y, en general, para el conductor i-ésimo:

i—1 i—1
j=1 J=1

i—1 Ij,ﬁnal Ii,ﬁnal i—1 1
- 0 -

En consecuencia, la energia magnética almacenada viene dada por:

n n i—1 n i—1
Umzz;wi:; X;MWII + Muﬂ Z MZZIQ+Z;2M”II
i= 1= J =17

Como, por el corolario[26 en la pagina 199 la matriz de coeficientes de induccién mutua es simétrica, podemos
escribir lo anterior como:

n i—1

m_z Mﬂ%ZZ( M LI + Mjifj1i> Z MuI2+Z Z M”n -

=1 j=1 le_l

J#i

1 n n
=3 >N ML

i=1 j=1
Q.E.D.
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14.2. Distribucién de corrientes. Densidad de energia

Lema 11. Sean A, B : R — R3 dos funciones vectoriales de clase CY). Entonces:
ﬁ-(ﬁxé) :é-(ﬁxﬁ)—fi(ﬁxé)

Proposicion 71. La energia magnética almacenada U, en una distribucion (con volumen V') de conductores

viene dada por: )
A
Un = /// / Jo - 0AdV
v JA=0

donde Jo es la densidad volumétrica de corriente eléctrica de conduccion y A es el potencial magnético vector.
En régimen estacionario de corrientes, la energia magnética almacenada puede expresarse como:

B
Un = /// H - §Bdv
T.E. JB=0

donde T.E. indica todo el espacio, H es la excitacion magnética y B es la induccion magnética.

Demostracion. Vamos a dividir nuestra distribucion volumétrica en infinitos circuitos elementales por los que
circulan corrientes reales (de conduccion).

v

dS

Si la corriente que circula por cada uno de ellos es dlc, sabemos que se cumple:

dUu = / dlod®,,
siendo U la energia potencial magnética. Diferenciando a ambos lados la expresion anterior, obtenemos:

d(dU) =dlcd®, (14.2.0.1)

Por otra parte, por la definicion [64 en Ta pagina 185| tenemos:

cpm:// B-dSq
Sc
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Por la proposicion [50 en la pagina 151} podemos expresar lo anterior en funcién del potencial magnético vector:

@mz//sc(ﬁxj)-d%

Ahora, por el teorema de Stokes (ver teorema [3 en la pagina 17)), obtenemos:

<I>m_§l§ff-df
C

donde C es la curva delimitada por la superficie S¢. Tomando la diferencial a ambos lados, obtenemos:

dd,, = A -dl

Sustituyendo en la ecuaciéon Por otra parte, por la proposicion 43 en la pagina 126| tenemos:

ale = Jo - dS

Notese que S # Se.
Sustituyendo en la ecuacién [14.2.0.1 en Ia pagina anterior], obtenemos:

d(dU) = Jo-dSA-dl

S1

df/ 15
A A

Como Jg || dS || dI (esto es trivialmente cierto en un circuito lineal), podemos reescribir lo anterior como:
d(dU) = Jo - AdSdl = Jo - AdV

Bien, para obtener la energia magnética almacenada, vamos a ver cuanto varia la energia potencial mag-
nética al variar el potencial vector A. De esta forma, aplicamos el operador de diferencia virtual § a ambos
lados, obteniendo:

§[d(dU)] = Jo - AdV

pues no estamos variando la densidad volumétrica de corriente real. Ahora, el término izquierdo de nuestra
ecuacion se corresponde con la variacion del diferencial inexacto de la energia magnética almacenada. Asf:

AU, = Jo - SAdV

Integrando a ambos lados, obtenemos:

i
Um:////ﬂ Jo - 6AdV
V JA=0
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En régimen estacionario de corrientes, por el teorema de Ampére para el campo H en su version diferencial
(ver teorema (19 en la pagina 174)), podemos reescribimos lo anterior como:

U = ///V /,4:) (6 X ﬁ) S AdV (14.2.0.2)

Por el lema [11 en la pagina 204] sabemos:

ﬁ(ﬁx&éf)zéﬂ-(ﬁxﬁ)—ﬁ-(ﬁxéﬁ)<:><§><ﬁ)-6ff:§-(ﬁx&ff)—l—ﬁ-(%xé/f)

Sustituyendo en la ecuacion obtenemos:

m//// (7 x 6.4) dV+//// (Y x84)av

Notese que, por la proposicion p0 en la pagina 151y dado que los operadores virtuales y espaciales conmutan,
se tiene:

55:5(6xl):6x5£

Sustituyendo esto y por el teorema de la divergencia (ver teorema [2 en la pagina 17)), llegamos a:

i o
Uy, = # / (H x 04) - aS + /// ~ H-5Bav (14.2.0.3)
S JA=0 V JB=0

Si extendemos la integral a todo el espacio (no s6lo a nuestro volumen V'), la superficie de nuestra integral
de la izquierda es la superficie del infinito y alli:

L1 J
R
47 v T

L1 J .
A:/// —dV’:>5A:—f:> ‘6/1‘ ~
471' \ T
S ~ r?
Por tanto: B
A - - - 1 1
# / <H><6.A) -dS ~ lim —frdrf lim —er——f—>0
o A‘ 6 r—00 r—00 r T r—00

En consecuencia, al extender las integrales de la ecuacion [14.2.0.3 a todo el espacio, obtenemos:
g — —
Un = /// H .- $BdV
T.E.JB=0

Corolario 27. En régimen estacionario de corrientes, la energia magnética almancenada Uy, en una distri-
bucion Lh.i. (con volumen V') de conductores viene dada por:

—1/// uH2dV:1/// é.ﬁdvzl// Jo - AdV
2 )J)]rE. 2 )JlrE. 2 )l

donde T.E. mdzca todo el espacio, J es la denszdad volumétrica de corriente eléctrica, A es el potencial
magnético vector, H es la excitacion magnética, B es la induccion magnética y i es la permeabilidad magnética
del medio.

Q.E.D.
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Demostracion. Por la definicién [61 en la pagina 179] tenemos:

B=uH

Como el medio es L.h.i.:
0B = udH

Sustituyendo en el enunciado de la proposicién [71 en la pagina 204}, obtenemos:

m_///TE/H ] pH - SHAV = ///TEMHQdV— MEMH Hdv

Por la definicién 61 en la pagina 179] tenemos:

Um:/// B-Hdv
2 J)rE

Por otra parte, por la proposiciéon [50 en la pagina 151] obtenemos:

/// V X A -Hadv (14.2.0.4)
T.E.
Por el lema |11 en la pagina 204] tenemos:

ﬁ-(ﬁxﬁ):(ﬁxﬁ)-ﬁ—fi(ﬁxﬁ)

Aplicando el teorema de Ampére en su forma diferencial para el campo H en lado derecho, obtenemos:
V- (ffxﬁ) = (ﬁxA’)-ﬁ—Ejg@ (6xg>‘ﬁ:§-(gxﬁ>+jc'g

Sustituyendo en la ecuacion [14.2.0.4] tenemos:

///TE (Axd)av+3 ///TEJC Adv

Por el teorema de la divergencia (ver teorema [2 en la pagina 17)), tenemos:

1 Lol L1 S
Uy = = # (A x H) dS ¥ = /// Jo - AdV (14.2.0.5)
20 2 e

— 1 Jx 7
Ao ff Lt
471'///{// r3 v
L1 J 11 o1
A:/// —dV’:>5A:—f:>‘5A‘~f
am Jf)ve dmr T

S ~r?

En la superficie del infinito:

Por tanto: 1 ) .
# (Exﬁ) cdS ~ lim [ Z=rdr = 1m [ —dr=—-=——0
Yoo

r—00 rr r—00 r r r—oo
Asi, la expresion se simplifica a:

1 — —
= /// Jo - AdV
2 Jl)rE.

Finalmente, como jc — ( fuera del volumen del conductor, la integral anterior se reduce a:

1 .
Um:///JC'AdV
2 v

Q.E.D.
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Ejemplo 39 (Problema 67). Tenemos un hilo que atraviesa una corriente lineal cerrada de radio a segin
descrito en el dibujo:

AN
ES

z:O, 0,—2)

Nos piden calcular el campo Ben el eje Z en los puntos z < 0.
Por la proposicion 46 en la pagina 144} la induccién magnética generada por la corriente lineal cerrada (la
espira) viene dada por:

- ol di' x 7 wol raN2 .
By = oL f AT gl (02,
T Jo r 2a \z

Por otra parte, el campo generado por la corriente lineal viene dado por:

—

dl

N

=sen «

~ =
dB. — wol dyz  poldyrsen®  uoldyz  polz dy
= T T — T o = 5 =

4 3 4 3 4T r2 e 4m (yz—l—z?)%
B:Mofz/ _dy el oy | ol
AT o (42 + 22)% 4 | 22, /y2 + 22 o 4722
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Asi, obtenemos que la induccién magnética total es:

B _ mola o opol MOI(

L, 1
(2) = 2.2 ° T g2t T g \ P a:)

2

Ejemplo 40 (Problema 68). Tenemos una superficie plana situada en plano XY por el que circula una
corriente superficial:

—_

J (I‘,y,O) = JOi'

Nos piden determinar el potencial magnético vector. Para ello, podriamos hallar primer la induccién magnética.

5 _ Mo jSXF '
B="— d
471'/// 73 s

Ho Jo
47 12

Sin embargo, en vez de hacerlo como hemos puesto antes, podemos aplicar la ley de Ampére para el campo
H en su forma integral (ver teorema |19 en la pagina 174[) en un rectangulo:

(2)

‘dﬁ‘ - s’

AN

N

(4)
?foﬁ-dfzf

ﬁ.dr+/ ﬁ.df+/ goai + [ B-di=15
/(1) Y (2) (3) Y (4)

H1ldi==0 H1di==0
a a a
@H(z:§>b+H<z:—§>b:1®2H<z:§>b:I:JSb@
—_———
(=)

a Js

H( _ 7> _ s

“T3) 7

Vemos, que efectivamente se cumple la proposicién [65 en la pagina 183}

Hy, — Hi, =Jg
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Por otra parte, como estamos en el vacio, por la definiciéon [61 en la pagina 179 tenemos:

—

B = ,uoH
En consecuencia:

, J
Bz:%(—y) si 2> 0

. J
Bzz%gsizd)

Por la proposicién 50 en la pagina 151 sabemos que es:

— =

B=VxA

B=(0,B,0) = (ﬁxﬂ)y

Por otra parte, por la proposicion [50 en la pagina 151 sabemos que podemos calcular el potencial magnético

vector de la siguiente forma:
A=H // 5 4
am J)g T

Asi, vemos que, necesariamente serda A, = 0 = A,. Por tanto:

L A,
VxA= <0, 8,0)
0z
De esta forma, para z > 0:
04,  podo _ kodo
5 — 9 S Ay = — 5 z+ kq

y para z < 0:
0Az  poJo toJo
=— A, =—2z+k
9z 2 R
Como el potencial es una funcién continua, debe ser k1 = ks. Podemos tomar el origen de potencial en el
plano de forma que allf seria A = 0.

14.3. Fuerzas en una distribucion de corrientes

Proposicion 72. La fuerza total que actia sobre una distribucion de corrientes eléctricas con densidad volu-
métrica de corriente J a causa de una induccion magnética B viene dada por:

ﬁ—// Tx Bav
Vv

Demostracion. Por el axioma [3 en la pagina 146, tenemos que la fuerza que acttia sobre un diferencial de
corriente lineal por la que circula una corriente dI viene dada por:

dF =dIdl x B
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Por la proposicion 43 en la pagina 126 tenemos:

dF = J-dSdl'x B
Como en una corriente lineal es dS I dl % J, podemos reescribir lo anterior como:

dF = Jx BdV

ﬁ:///fxédv
Vv

Definicién 68. Llamamos densidad de fuerza magnética f a la fuerza por unidad de volumen que sufre
una distribucién de corrientes eléctricas. ~
L dF /-
)~
/ ( dv

Por la proposicién [72 en la pagina anterior] tenemos:

Integrando a ambos lados, obtenemos:

Q.E.D.

—

f:fxé

14.4. Fuerzas magnéticas

Proposicion 73. En una distribucion de n circuitos lineales cerrados aislada no varia el flujo magnético.

Demostracion. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que la corriente eléctrica I; que circula por el
conductor ¢-ésimo es debida a una bateria. De esta forma, la fuerza electromotriz presente en el conductor
i-ésimo tiene dos términos, uno de ellos viene dado por la bateria, mientras que el otro se corresponde con la
fuerza electromotriz inducida. Por la ley de Ohm (ver teorema (14 en la pagina 133)) y por la ley de induccion
de Faraday-Lenz (ver axioma |4 en la pagina 192)), para cada uno de los circuitos elementales tenemos:

0P;
i — = LiR;
o
Multiplicando a ambos lados por I; (t), tenemos:
0P; 0P;
ili — =1 = I}R; & eil; = —*I; + I} R;
€ ET iR &€ g + IR

El término de la izquierda se corresponde con la potencia suministrada por la bateria, mientras que el segundo
sumando de la derecha se corresponde con la potencia disipada en el circuito por efecto Joule. Como la potencia
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suministrada por la bateria esta fija, la tinica forma en la que se puede influir en el sistema es a través de la
variacion del flujo magnético. De esta forma, la potencia P que un agente hace sobre el circuito viene dada
por:

aw_, oo
dt ot
Por ende, si el trabajo que hacemos sobre el sistema es nulo, la variaciéon de flujo también debe ser nula.
Q.E.D.
14.4.1. Sistema a flujo constante &, =cteVi=1,....n
Proposicion 74. La fuerza total que actia sobre un conjunto de n conductores lineales cerrados aislado
(P, = cteVi=1,...,n) es igual al opuesto del gradiente de la energia magnética almacenada en el sistema.
F=-VU,

Demostracion. Si tenemos un sistema aislado, entonces la energia debe conservarse:

dW = —-dU,,

Por otra parte, por definicién de trabajo:

Por tanto:

Q.E.D.

14.4.2. Sistema a intensidad constante Iy =cteVi=1,...,n

Proposicion 75. La fuerza total que actia sobre un sistema de n conductores lineales cerrados al mantener
constantes las intensidades 11, ..., I, que circulan por ellos coincide con el gradiente de la energia magnética
almacenada en el sistema.

F =+VU,,

Demostracion. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que la corriente eléctrica I; que circula por el
conductor i-ésimo es debida a una bateria. De esta forma, la fuerza electromotriz presente en el conductor
i-ésimo tiene dos términos, uno de ellos viene dado por la bateria, mientras que el otro se corresponde con la
fuerza electromotriz inducida. Por la ley de Ohm (ver teorema [14 en la pagina 133)) y por la ley de induccion
de Faraday-Lenz (ver axioma [4 en la pagina 192)), para cada uno de los circuitos elementales tenemos:

0,
€ — 8; =LR;
Multiplicando a ambos lados por I; (t), tenemos:
0®; 0®;
eil; — —at’ I =I’R; & &l = a—t’li +I’R;
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El término de la izquierda se corresponde con la potencia suministrada por la bateria, mientras que el segundo
sumando de la derecha se corresponde con la potencia disipada en el circuito por efecto Joule. Multiplicando
la ecuacion anterior por 0t, obtenemos:

g;;0t = 0;1; + IERZ@t

Llamaremos Uy a la energia potencial que mantiene constantes las intensidades Iy, . .., I,,. De esta forma, debe
ser:

dUy; = d;T;

Sumando a todos los conductores, obtenemos:

AU, =) T;d®; (14.4.2.1)
=1

Por otra parte, por la proposicion [70 en la pagina 202 sabemos que:

1 n n
Un =5 > ML

i=1 j=1

Por la proposicion 68 en la pagina 198 podemos expresar lo anterior como:

1 n
U, = 5 ;I@i
1=

Diferenciando a ambos lados, como, por hipétesis, I; = cte Vi = 1,...,n, obtenemos:

1 n
U = 5 ; L,d®;

Relacionado la ecuacion anterior con la ecuaciéon llegamos a la conclusion:
AUy = 2dU,, (14.4.2.2)
Por otra parte, por el teorema de energia mecénica tenemos que:
dUy =dW + dUp,

Usando |14.4.2.2] y aplicando la definicién de trabajodW = F. dr, obtenemos:

AUy,

pra

2dU,, = F - di + dUy, < dUy, = F - dF & F =

Q.E.D.
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Capitulo 15

Ecuaciones de Maxwell

15.1. Las ecuaciones de Maxwell

Teorema 21. En régimen estacionario de corrientes, en todo punto R debe cumplirse:

ﬁ_E’:ptotal v.B—0
€0

. B - -

VxE:—aat VxH=Jc

donde E es el campo eléctrico, B es la induccion magnética, H es la excitacion magnética, piota €S la densidad
volumétrica de carga total y €y es la permitividad eléctrica del vacio.

Demostracion. Lo anterior es simplemente una recopilaciéon de los teoremas [I en la pagina 14] [19 en la
[pagina 174] vy [20 en la pagina 195y del corolario [21 en la pagina 152 Q.E.D.

Teorema 22 (Ley de Ampeére generalizada). En todo punto R del espacio se cumple que:
L oL/ L oD /=
5 5(8) - o7 (1) - w2 (8

donde B es la induccion magnética, J es la densidad de corriente volumétrica y D es el vector desplazamiento
eléctrico.

Demostracion. Partimos de la ecuacion de continuidad (ver teorema |12 en la pagina 128)):

Ops _
ot

Por el teorema de Gauss generalizado en forma diferencial (ver teorema |9 en la pagina 88|), tenemos:

V-J+ 0

pr=V-D
Sustituyendo, tenemos:
I NP
VT4 (VD) =0
ot
Como la divergencia es un operador espacial mientras que la parcial con respecto al tiempo es un operador
temporal, ambos conmutan:

ﬁ-f+ﬁ-<w>=0@ﬁf:—ﬁ-<w> (15.1.0.1)
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Partimos de la ley de Ampére para el campo B en el caso de corrientes estacionarias (ver teorema |17 en|

la pagina 153):
VXxB= /LoJ

Por el lema [6 en la pagina 152] la divergencia del término izquierdo de la ecuacién es nula. Sin embargo, por
el teorema [12 en la pagina 128 sabemos que la divergencia del término derecho no es nulo a menos que nos
encontremos en régimen estacionario de corrientes. Por tanto, tiene sentido pensar que hace falta afiadir un
término en el lado derecho de la ecuacién que permita que se cumpla la ecuaciéon de continuidad. Llamemos
a dicho término X : R3 — R3. Asi, tendrfamos:

V x B=pupJ +X
Tomando la divergencia a ambos lados, obtenemos, ya que la divergencia es un operador lineal:

OZMOV-J+V-X<:>V-J:—V-Xz—V-(X)

Por la ecuacién [15.1.0.1 en la pagina anterior, debe ser:

. D » /(1 - . D 1 -
\va oD V- [=-X)evVv. 9D 1 X|=0
ot o ot po
La solucién general de dicha ecuacion es:
D 1o = = -~ = oD =
- - — Y=0&X= — Y
ot 10 V x Mo ( ot V X )

donde Y : R? — R? es una funcién vectorial cualquiera. Sin embargo, si fuera V x Y # 0, entonces aunque

fuese il 6, siempre habria un campo V x Y de fondo que contribuiria al rotacional de la inducciéon
oD

e 6, concluimos que es VxY=0. Asi, el

magnética. Como debe ser VxB=0VRsiesJ=0VR y
teorema de Ampére generalizado queda:

L - 9D
VXB:[LOJ+/LOE

Q.E.D.
Teorema 23 (Ley de Ampére genralizada para el campo ﬁ) En todo punto R del espacio se cumple que:
R NV )
it (1) = () + 2 (1)

donde H es la excitacion magnética, Jo es la densidad de corriente volumétrica real (de conduccion) y D es
el vector desplazamiento eléctrico.

Demostracion. Partimos del teorema [22 en la pagina anterior}

> o - 9D
B = poJ + po—
V x pod + 1o,

Por la observacion (43 en la pagina 174} tenemos:

ﬁx [uo(ﬁ—l—]\z)} :u0j+u0%l?®uo<ﬁxﬁ+ﬁx]\2):uof—i—u()%l?@
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- - 9D
SVxH=J-VxM + 887

Por la proposicién [60 en la pagina 166, tenemos:

. . - - 9D - 8D
H=J—-J,+— =J —
VX T Tty

donde jc es la densidad volumétrica de corriente eléctrica real. Q.E.D.

Teorema 24 (Ecuaciones de Maxwell). El electromagnetzsmo clasico queda resumido con las ecuaciones para
el campo eléctrico E y la induccion magnética B:

§_E‘:Ptotal v.B—0
€0
. - 0B - oD

donde E es el campo eléctrico, D es el vector desplazamiento eléctrico, B es la induccion magnética, piotal
es la densidad volumétrica de carga total, Jo es la densidad volumétrica de corriente real, J,, es la densidad
voumeétrica de corriente equivalente, g es la permitividad eléctrica del vacio y g es la permeabilidad magnética
del vacio.

Demostracion. Lo anterior no es mas que una recopilaciéon de los teoremas|l en la pagina 14| [22 en [a pagina 214]

v [20 en la pagina 195|y del corolario |21 en la pagina 152| Q.E.D.
Teorema 25 (Resumen del electromagnetismo). Todo el electromagnetismo cldsico queda descrito con las
ecuaciones:
V-D=p; V-B=0
VXxE=—— V x H = —
ot T o
é:uo(ﬁﬂ\?) D=¢E+P
- 8Pf
V-J =0
"o

donde E es el campo eléctrico, D es el vector desplazamiento eléctrico, P es el vector polarizacidn, ps es la
densidad volumétrica de carga libre, B es la induccion magnética, H es la excitacion magnética, Jo es la
densidad volumétrica de corriente real, J es la densidad voumétrica de corriente total, g9 es la permitividad
eléctrica del vacio y po es la permeabilidad magnética del vacio.

Demostracion. Lo anterior no es mas que una recopilacién de los teoremas |9 en la pagina 88| [23 en la paginal
lanterior], [20 en la pagina 195] [I2 en la pagina 128| del corolario 21 en la pagina 152 de la definicién
y de la observacion I3 en Ta pagina 174} Q.E.D.
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15.2. Soluciones armonicas

Proposiciéon 76. Las ecuaciones de Maxwell admiten soluciones armonicas, es decir, admiten soluciones en
las que la dependencia temporal de todas las funciones involucradas es un semo o un coseno.

Demostracion. Supongamos que:
E <§, t) = Er (ﬁ) cos (wt + ¢g)
B (E, t) = Br <§> cos (wt + ¢B)

donde ET <§> y B, (E) son funciones cualquiera que incluyen la dependencia del campo eléctrico y de la
induccién magnética. Veamos que esto es consistente con las ecuaciones de Maxwell:

V- E(R,t) :ﬁﬁp(é> cos (wt + ¢vg)

pues el término del coseno es constante para la divergencia. Por el teorema [24 en la pagina anterior] tenemos:

ﬁﬁ;(ﬁ) cos (Wt + ¢g) =V - E(R,t) = P<i,t> @p(ﬁ,t) :aoﬁ-ﬁp<ﬁ> cos (wt + ¢g)

De esta forma, la densidad volumétrica de carga p tiene forma armoénica. Prosigamos:

V- B(R,1) :ﬁB}(}?) cos (wt + ¢p)

Por el teorema [24 en la pagina anterior] tenemos:

— —

V-B;<ﬁ)cos(wt—|—903):§-§(R,t):0

Como hemos impuesto que B tenga dependencia temporal, debe ser:

=

VB (R) =0
Prosigamos:
V x E <ﬁ7t) =V X E;(ﬁ) cos (wt + ¢g)

Por el teorema [24 en la pagina anterior] tenemos:

v xE;(ﬁ) cos (wt + ¢g) =V x E(ﬁ,t) = —88? (R,t) :B}(ﬁ) cos (wt—HOB— g)

Luego, debe ser V x E} (é) = B,:‘ (Z—?) Y g = @B — g Por dltimo:

V E(ﬁ,t) -V x B}(R) cos (wt + vB)

Por el teorema [24 en la pagina anterior] tenemos:

V x E;(ﬁ) cos (wt + ¢B) =V x é(ﬁ,t) = o (f(]:f,t) +@ (ﬁ,t))

> oD
Luego, necesariamente tanto J como a5 deben tener forma armoénica para que se cumpla la ley de Ampére

generalizada.
Es decir, hemos probado que existen soluciones de la ecuacién de Maxwell tales que todas las funciones
que aparecen tiene forma armonica. Q.E.D.
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15.3. Ecuaciones de Maxwell en un medio l.h.i.

Definicion 69. Sean n,m € N. Decimos que un campo vectorial F:R" — R™ de clase C® es una onda
si satisface la llamada «ecuaciéon de ondas» no homogéna:

02F (Rt .
er(i) - L <

donde v es la velocidad de propagacion de la onda en el medio y la funcion f (ﬁ7 t) representa la densidad

de fuentes de la perturbacion.
Observacion 47. La ecuacion de ondas anterior también es valida para funciones escalares, tomando m = 1.

Teorema 26. Sea un medio l.h.i. Dios dijo:

1.
v.-E="
15
2. o
V-B=0
3. )
. . 0B
E=-""
V x o
/.

y se hizo la luz.
La velocidad de propagacion de la luz v en un medio de permitividad eléctrica € y permeabilidad magnética
u viene dada por:

= 0? = /P ok
2 O 14 oL
ViE e ot? <5)+MU ot
) R
V’B a— aa—B

Demostracion. A lo largo de la demostracién usaremos p = py y J= jc' pero el lector debe recordar que en
realidad estamos hablando de la densidad de carga libre y de la densidad volumétrica de corriente eléctrica.
Partimos de la tercera ecuacion de Maxwell (la que contiene V x E) y hacemos el rotacional a ambos

lados. ~
T (5 B) =7 x (J?;f)

Por el lema [7 en la pagina 152 y como el rotacional es un operador espacial y la derivada con respecto al
tiempo es un operador temporal, ambos conmutan, obtenemos:

6(6-5)—v2ﬁz—%(ﬁxé)
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Por la primera y la cuarta ecuacion de Maxwell:

(PN pp_ O] OE
@V(s)_VE_ Wor ~ o <
- 0? = /p aJ
2
S VE—euy =V (2) +uy

Por la definicién |41 en la pagina 132| podemos expresar la densidad volumétrica de corriente eléctrica J en
funcién del campo eléctrico E, obteniendo:

+ o —— (15.3.0.1)

Por el lema [7 en la pagina 152 y como el rotacional es un operador espacial y la derivada con respecto al
tiempo es un operador temporal, ambos conmutan, obtenemos:

D /s L. 0 /o -
V(V-B) ~ V2B = u¥ x T+ epg (VXE)
Por la segunda y la tercera ecuaciéon de Maxwell, lo anterior es equivalente a:

. - - 9B
—V2B:,UVXJ—€MW<:>

. 2B .o
<:>V2B—€/,LW:—ILLVXJ

Por la definicién |41 en la pagina 132| podemos expresar la densidad volumétrica de corriente eléctrica J en
funcién del campo eléctrico E, obteniendo:
5=

V2B — Euﬁ = —,uaﬁ x E

Y, de nuevo, por la tercera ecuacién de Maxwell, llegamos a:
0*B 0B
—EU— = o —
o =11
Como podemos ver, las ecuaciones|[I5.3. U 1y| [5.3.0.2]satisfacen la ecuacion de ondas dada en la definicion[69]
len la pégina anteriorl En consecuencia, E y B se propagan en el espacio como ondas. Por analogia con la

ecuacion de ondas (ver definicion [69 en la pagina anterior), tenemos la velocidad de propagacion en ambas
ondas es la misma y viene dada por:

V2B (15.3.0.2)

i JE SN
en VEL
De hecho, en el vacio, obtenemos:
1
v = =c
NEIT)
donde c es la velocidad de la luz en el vacio. Q.E.D.
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Esto ultimo es una coincidencia casual, es decir, nada de la teoria que hemos visto hasta ahora justifica que
justo el valor del cociente anterior sea la velocidad de la luz. Sin embargo; este hecho, unido a que las ecuaciones
de Maxwell admiten una solucién ondulatoria, apunta a que la luz es, precisamente, una onda electromagnética.
En otras palabras, hemos visto que las ecuaciones de Maxwell son compatibles con la existencia de la luz.

Observacion 48. Advertimos al lector de que si se encuentra en cuarto mal iluminado y enuncia las ecuaciones
de Maxwell, no se crearé luz que le permita ver mejor.

Observacion 49. De hecho, el indice de refracciéon de un medio con permitividad eléctrica ¢ y permeabilidad
magnética p viene dado por:

n =

c e
—_ = —_— £
v como VT
Corolario 28 (Ecuaciones de la telegrafia). En un medio sin cargas libres py = 0, las ondas electromagnéticas
vienen descritas por las ecuaciones:

. O°E OE

V2E —epi—— — ppo— =10
orr 1

0°B )]

2
B - - a5 —_— = 0
\Y% el 2 no "

Demostracion. La demostracion se sigue trivialmente del teorema [26 en la pagina 218| al sustituir py =
0. Q.E.D.

Proposicion 77. Recordemos que, por la proposicion |52 en la pdgina 156L el potencial magnético vector A
no es unico. Si imponemos la condicion (llamada de Lorenz):

99 _
ot

ﬁ%f—i—s,u 0

siendo ¢ el potencial escalar que aparece en el corolario |25 en la pdgina 196 entonces, tanto el potencial
magnético vector A como el potencial escalar ¢ satisfacen la ecuacion de ondas dada por la deﬁm’cio’n

a pagina 218

Demostracion. Por el corolario 25 en la pagina 196, podemos expresar el campo eléctrico como sigue:

Haciendo la divergencia a ambos lados, obtenemos:

ﬁﬁ:—ﬁ(%)—ﬁ-@f)

Por la primera ecuacién del 24 en la pagina 216|y, dado que la divergencia es un operador espacial mientras que
la parcial con respecto al tiempo es un operador temporal, ambos operadores conmutan, por lo que obtenemos:

p(Rt) o, O (s ¢
e v ot <V A>
Por hipotesis, tenemos:
P (Ra t) I v P ﬁ _ %
e v at \~Ho <
p (Rv t) _ 2 ﬁ
& e Vip+eu 92 &
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% p(R,1)
V23— e
< Vi —en ot? €

Y esta dltima ecuacién satisface la ecuacion de ondas dada en la definicion [69 en la pagina 218|
Por otra parte, por la cuarta ecuaciéon del teorema |24 en la pagina 216}

. - -  OE
V><B=,uJ+5uE

Por la proposicién 50 en la pagina 151 podemos escribir lo anterior como:

.o L OF
VXVXA:,UJ—I—QUE

Por el lema [7 en la pagina 152|y el corolario [25 en la pagina 196] tenemos:

V(V-A) —VZA:,quLE,ua [_W’_at

Como el gradiente es un operador espacial, mientras que la parcial con respecto al tiempo es un operador
temporal, ambos operadores conmutan. En consecuencia, llegamos a:

IV . . o B 24
. — 2 — — R — -
\Y (V A) VA= pJ -V <5u > TS

ot <

L A L/ B Ln ,
@V2A—euat2—V<5u£>—V(V-A>:—pJ

Como el gradiente es un operador lineal, obtenemos:

PA o 9
B v/ it

a1 <5“ at

VA ep w.g):_uf
Pero, por hipotesis, lo que hay dentro del gradiente se anula. Asi, obtenemos:

" 924 -
V2A — 5#@ = —,UJ

Y esta dltima ecuacién satisface la ecuacion de ondas dada en la definicion [69 en la pagina 218] Q.E.D.

Proposicién 78. Eriste una funcion escalar 1) : R3 — R tal que, definiendo:

oY
U -
=0T G
A =A—-Vy
e imponiendo la condicion de Lorentz:
o9’
A — =0
\Y +ep 5
se cumple:
. o, A
E=-V¢ —
Ve ot
B=VxA

Y, ademds A y ¢ satisfacen la ecuacion de ondas. Por 4iltimo, A y ¢ cumplen también la ecuacion de ondas
sty solo si i la cumple también.
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Demostracion. Por una parte:

= a/Y’_ b 9 /- -
VO T ((Hat)_at(A_vw)

Como el gradiente y la parcial con respecto al tiempo son operadores lineales y el orden del rotacional conmuta
con la derivada parcial:

_~,_8A’ B aA gq e _aif
Vo ot -V Vi - 8tv¢f Vo ot

Y, por el corolario [7.3.0.3 en la pagina 115| obtenemos:

Por otra parte, calculemos:

Como el rotacional es un operador lineal:

VxA =VxA-VxVi

Y, por el lema [8 en la pagina 156] el segundo sumando es nulo. Asi, por la proposicién [50 en la pagina 151
obtenemos:

VxA =VxA=8B

oA

ot .

satisfacen la condicién de Lorenz, entonces A’ y ¢’ satisfacen la ecuacién de ondas.
Por tltimo, por hipotesis, tenemos:

En consecuencia, como —V¢' — y B =V x A’, por la proposicién [77 en la pagina 220, como A’ y ¢/

/ o+ S
G ¢ v . (A _ ( 6t>
0=V A 4+euSr =7 <A Vlb)—i—e’:‘,u, -
Como la parcial y la divergencia son operadores lineales, obtenemos:
- o 0p 5 0%
A — =
&V +sua VY +ep rTey =0&
99 2 0%
A — =
& V-A+ ep— T (V VY —el—> 92 =0
Asi, si es:
02
2
VY — ep— 92 = =0

1 satisface la ecuacién de ondas dada en la definicion |69 en la pagina 218| y A y ¢ satisfacen la condicién de
Lorenz. Por la proposicién |77 en la pagina 220|, Ay ¢ satisfacen la ecuacién de ondas. Q.E.D.
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Capitulo 16

Energia electromagnética

16.1. Solucién «particular» de las ecuaciones telegraficas

Proposicion 79. Las ecuaciones de la telegrafia (ver corolario |28 en la pagina 220]) en régimen armdnico en
lo referido a la dependencia temporal en un medio de conductividad nula o = 0 que son isdtropas respecto a
la dependencia espacio-temporal admiten la siguiente solucion general:

E(ﬁ,t) :E’ocos (E-ﬁ—wt)

E(é,t) zgocos (E-ﬁ—wt)

Demostracion. Partimos del corolario [28 en la pagina 220| tomando o = 0:

- O°E
2 _
V°E —epu BIE
=~ O°B
2 _
V°B —epu 92 =0

Como vemos, por simetria de las ecuaciones, si resolvemos la ecuacién para F, la habremos resuelto para B.
Vamos a trabajar en el campo de los complejos. Como FE tiene dependencia armoénica con respecto al tiempo,
tenemos:

E (R, t) = Re [E,? (ﬁ) e—m] (16.1.0.1)

Por comodidad en la escritura, llamaremos:
E(C (é, t) = E} (E) et

Como ReE@ debe cumplir la ecuacion de la telegrafia para cualquier ¢, Imﬁc (que no es més que un desfase

suyo), también deber& cumplirla. Asi, Ec debe cumplir la ecuacion de la telegrafia. Sustituyendo, tenemos:
. 9 . .

V2Ec — ep=5Ec =0

C 1% o2 C

Como, en el campo de los complejos derivar con respecto al tiempo es equivalente a multiplicar por —iw,
obtenemos:
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Como la exponencial nunca se anula, debe ser:
VQE; + EMWZEF =0
Llamando k? := epuw?, llegamos a:

V2E, + k*E, =0
V2E;+KE-=0& { V?E, + k*E, =0
V2E, +k2E, =0

De nuevo, como las ecuaciones son simétricas, se resolvemos una, habremos resuelto el resto. Vamos con la
ecuacion con respecto a la coordenada x. Tenemos:
2 2 2
0°FE, n 0°FE, n 0°FE,
Ox? Oy? 022

+k*E, =0 (16.1.0.2)

Hagamos separacion de variables, es decir, supondremos que la solucién es de la forma:
By (z,y,2) = X ()Y (y) Z (2)
Sustituyendo en la ecuacion [16.1.0.2] tenemos:

d2X A2y d>Z
Y7+ X2+ - XY+ K2XYZ =0
dz? + dy? + dz? *

Como no nos interesa la soluciéon trivial £, = 0, podemos dividir por XY Z, con lo que llegamos a:

X1 &Y 1 d*Z1 d’X 1 d’X
= - 4= 0e =0~ 4 C%2X =0
dx2X+dy2Y+szZ+ dm2X+ v dac2+ v
—.C2

Notese que todo el término C? es constante para x y que C2 € R. Asi, hemos llegado a una ecuacion diferencial
de una variable. Siempre que sea C, # 0, la solucioén de la ecuacion anterior viene dada por:

X (l’) — AmeiCmac + Bxe—ijac

Por otra parte, tenemos:

2y 1 d*z1 2y 1 d*71
- k=l R0 =
G2y Tazz R TG ay Tt TG0
::C;
d?Y 1 5 2y

De nuevo, nétese que todo el término C), es constante para y y que CS € R. Asi, hemos llegado a una ecuacion
diferencial de una variable. Siempre que sea Cy # 0, la solucion de la ecuacion anterior viene dada por:

Y (y) = Aye'vY 4 B e 0w
Por 1ltimo, tenemos:

d*Z 1

d*Z 1
HE-Cl=Cle S+ -Cl-Cl=0«
D e

d=2 7 d=2 7
=:C2
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>PzZ1 ., >z,
- — -z 7 =
@dzzerC’Z O@dz2+0z 0

De nuevo, nétese que todo el término C, es constante para z y que C2 € R. Asi, hemos llegado a una ecuacién
diferencial de una variable. Siempre que sea C', # 0, la solucion de la ecuacién anterior viene dada por:

Z(Z) —_ Azeisz +Bze—iczz

Como C?2, Cg, C? € R, las soluciones obtenidas son las de un oscilador arménico. Recordemos que debe
cumplirse:

CH+Cr+C2 =k

Como k? € R, podemos imaginar que existe un vector k = (C, Cy, C) que es solucion de la ecuacion anterior.
En consecuencia, sabemos que existen D, Dy, D, ¢, ¢y, ¢, tales que podemos expresar la solucion como:

E, (z,y,7) = Re {Dxeikmm—i-iqﬁz Dyeikyy—i-iqﬁy Dzeikzz—‘rz’qﬁz}
Tomando G, := D,DyD., podemos escribir lo anterior como:
E, (z,y,2) = Re [Gei(kzm+kyy+kzz+¢z+¢y+¢z)}
Llamando ¢, := ¢; + ¢y + ¢, y recordando k= (Cy, Cy, Cy), lo anterior es equivalente a:
E,(z,y,z) = Re {Gxei(];'ﬁ”—"‘pz)}
siendo R = (x,y, z). Operando, podemos simplificar la expresion anterior de la siguiente manera:
E, (z,y,z) = GzRe (ei%) Re [Gxe”;'ﬁ} = G, cos pRe [Gxe“z'ﬁ]
Llamando N, := G, cos ¢,, obtenemos la expresiéon mas sencilla para F,:
E.(xz,y,z) = N Re [ei’;'é}

Como, sblo nos interesan soluciones que sean isétropas en la dependencia espacio-temporal, por analogia,
tenemos que:

E, (z,y,z) = N.Re [eig'lﬂ

=

Ey(z,y,z) = NyRe [eig'

En consecuencia, llamando Ey = (N, Ny, N.), obtenemos:

E}: (ﬁ) = EoRe [eig'ﬁ}

Volviendo a la ecuacién [16.1.0.1 en la pagina 223| obtenemos:

—

E (]?i, t> = Re {EoRe [ei’;’:'é} e*i“t] = EyRe [e“;'ﬁ*i“’t] = E cos <E R— wt)
Actuando analogamente para B , obtendriamos:
B (é,t) = Eocos (IZ ﬁ—wt)

Q.E.D.

Licencia: Creative Commons 225


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/deed.es

CAPITULO 16. ENERGIA ELECTROMAGNETICA
Lain-Calvo 16.2. TIPOS DE PROPAGACION

16.2. Tipos de propagaciéon

Existen dos tipos de propagacion, propagacion libre y propagacion guiada (una «guia de ondasy). Todo
esto se usa para el disefio de antenas. En propagacion libre si que es cierto que las ondas electromagnéticas
son transversales, pero en propagacién guiada no.

16.3. Caracter dieléctrico o conductor

. ea . . . g .
Proposicion 80. El hecho de que un medio sea conductor o dieléctrico depende del cociente —, siendo o la

EW
conductividad de dicho medio, € su permitividad eléctrica y w la frecuencia de la onda electromagnética que lo
atraviesa.

Demostracion. Siguiendo los mismos pasos que en la demostracion de la proposicion [79 en la pagina 223] pero
sin suponer ¢ = 0, obtenemos que el valor de k? viene dado por:

k* = w’ep + iwpo

Si k? € R, entonces la solucién no tiene amortiguamiento y el medio es un dieléctrico perfecto (pues es o = 0),
este es el caso de las soluciones dadas por la proposicion [79 en la pagina 223| En el limite contrario, si € — 0,
entonces k2 es casi un nimero imaginario puro (aunque nunca puede llegar a serlo) y en el medio las ondas
electromagnéticas sufren un brutal amortiguamiento. En este caso, el medio se comporta como un conductor
perfecto. Ya no hay mas casos, pues tanto la parte real como la parte imaginaria de k son positivas al ser
e, 1,0 > 0. Por tanto, vemos que el argumento de k? determina el caracter dieléctrico o conductor de un
medio.

arg k? = who _ ¢

wlep  ew
Q.E.D.

Lo anterior motiva la siguiente definicién:

Definicién 70. Denominamos factor de calidad @) al cociente entre la permitividad eléctrica € de un medio
y su conductividad ¢ multiplicado por la frecuencia de la onda.

Observacion 50. Segun la definicion un medio con un alto factor de calidad @ > 1 se comportara como
un dieléctrico puro, mientras que un medio con un bajo factor de calidad @ < 1, se comportara como un
conductor puro.

Definicion 71. En el caso de un medio conductor, llamamos distancia de penetracion § a la distancia

para la cual la amplitud de la onda es — veces la que era antes de entrar en el conductor.
e

Ejemplo 41. Un submarino no puede enviar transmisiones de radio sumergido porque el agua salada amor-
tigua la onda; veamoslo. En el agua se da € = 80eg y i = po. Asi, obtenemos o = 4,3 % Para la luz tenemos
87-10" < w < 16710 %, de manera que el factor de calidad del agua para la luz es Q ~ 6,2 - 10°; es decir,
el agua casi no absorbe la luz. Sin embargo, para las ondas de radio tenemos 2710* < w < 27108 y Q ~ 0,1,
luego es conductor. Por consiguiente, el agua absorbe rédpidamente todas las ondas de radio. Haciendo el
mismo céalculo con las ondas de radar, obtenemos f ~ 109 — 10! y @ =~ 10, una situacion intermedia. En este
caso la distancia de penetracion varfa entre 100 m y 200 m.
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16.4. Conservacion de la energia. Teorema de Poynting

Definicién 72. Llamamos vector de Poynting S al producto vectorial del campo eléctrico E y la excitacion
magnética H.
§(R) =5 (7) i (F)

g VA I W

mm? s-m?2 m?2
Definicién 73. Llamamos energia electromagnética almacenada de una onda a la suma de su energia
electroestatica almacenada y su energia magnética almacenada.

Uem = Ue +Up,

Teorema 27 (Teorema de Poynting). La variacion con respecto al tiempo de la energia electromagnética
almacenada en una onda electromagnética Ue,y, viene dada por:

5Uem:# §.d§’/// Jor Bav
6t S/ V

donde S es el vector de Poynting, Jo es la densidad volumétrica de corriente eléctrica de conduccion Y E es
el campo eléctrico.

Demostracion. Por la proposicion [38 en la pagina 114} tenemos:

D
U, = /// E - §DdV
T.E.JD=0

Anélogamente, por la proposicion [71 en la pagina 204} tenemos:

E — —
U= [l [ B-fiav
T.E. JB=0

Diferenciando en ambas ecuaciones a ambos lados, obtenemos:

&U, = E - 6D

&U,, = H - 6B

En consecuencia, dividiendo a ambos lados por 0t, obtenemos:

MU, 5 0D
- F. =
ot ot
&U,, - OB
=m _g.=
ot ot
Sumando ambas ecuaciones, obtenemos:
MU,  &U, 4 6D - 6B
-—m _gp.Z 1L H.=
5t ot T
Como, la diferencial es un operador lineal, obtenemos:
U, +U,) = 6D - 6B
el vm) _ gL L H. =
5t TR
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Por la definicién [73 en la pagina anterior] tenemos:

&dU.y = 6D -~ OB

=F - —+H - — 16.4.0.1
5t st ( )
Por otra parte, por la tercera ecuacion de Maxwell (ver teorema [24 en la pagina 216|), tenemos:
. . 0B
VXE=——
ot

Multiplicando escalarmente a ambos lados por H , obtenemos:

i (ﬁ X E) - %—f (16.4.0.2)

Ademas, por la cuarta ecuacién de Maxwell para H (ver teorema |25 en la pagina 216[), tenemos:

oD
VxH=Jo+ >
8 ERIT
Multiplicando escalarmente por E a ambos lados, llegamos a:
L (o =\ - = 20D
E. (v X H) =Jo-E+ B (16.4.0.3)
Restandole la ecuacién |16.4.0.3| a la ecuacién [16.4.0.2] obtenemos:
S (o o= = (= =\ = = = 0D - OB
H-(v E)—E~(V H):—J E-E- 2 _-fF.Z
. 8 ¢ ot ot

Por el lema |11 en la pagina 204] podemos expresar el lado izquierdo de la ecuacién anterior como:

. 9D - 0B

6-(5 ﬁ):—f~E—E-——H~—
8 ¢ ot ot
Usando la ecuacion [16.4.0.1) podemos reescribir el término derecho de la ecuacién como sigue:
> (o o - =
V- <E><H) — —Ju-E- gt’”

Por la definicién [72 en la pagina anterior], podemos expresar la ecuacién anterior en funciéon del vector de
Poynting.

&L}Uem

V§=-Jo E-—¢

Ahora, integramos al volumen V' a ambos lados:

// V.- Sdv = - ///Jc EdV — ///V&Igtem

Por el teorema de la divergencia (ver teorema [2 en la pagina 17)), lo anterior es equivalente a:

S ds' = // Jo - EdV—ﬂgim

siendo S’ la superficie que delimita el volumen V. Pasando términos al otro lado, obtenemos:

@ﬂgm = S.ds — /// Jo - EdV
S/

Q.E.D.
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Apéndice A

Registro de cambios

A.1. Version 1.0.0

= Primera version de los apuntes.

A.1.1. Version 1.0.1

= En el teorema 27 de la pagina 223, incorrectamente se habia usado la densidad volumétrica de corriente
eléctrica J en vez de la densidad volumétrica de corriente eléctrica real (de conduccion) Jeo. Es decir,
en dicho teorema, se ha cambiado J — J¢.

A.1.2. Version 1.0.2

= Faltaba el encabezado en la pagina 219, en la que comienza el capitulo 16.

A.1.3. Version 1.0.3

= En la primera linea de la demostracion del teorema 9 en la pagina 84 se ha cambiado «en forma diferencial
(4 en la pagina 24)» por «en forma diferencial (ver teorema 4 en la pagina 24)».

A.1.4. Version 1.0.4

= En la primera féormula de la demostraciéon de la proposicion 62 en la pagina 171, se ha cambiado:

por:

A.1.5. Version 1.0.5

» A lo largo de toda la secciéon 7.3 (Energia electroestatica en medios dieléctricos) para indicar la integral
a todo el espacio se habia usado erréneamente «T.E» en vez de «T.E.».

= En la demostracién de la proposicion 38 en la pagina 111, justo de bajo de la ecuacion 7.3.0.2 se ha
cambiado: «Por otra parte, por la linealidad de la divergencia:» por «Por otra parte:».
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= En la proposicion 45 en la pégina 134 se ha cambiado el enunciado:
El proceso de descarga de un medio lineal, isétropo y homogéneo tanto para D como para J viene

descrito por:
(1) - ()

donde p (R, t) es la densidad de carga volumétrica en el punto R del medio en un instante t, po (ﬁ)

es la densidad de carga volumétrica que habia en el punto R del medio en el instante t = 0, o esla
conductividad del medio y € es la permitividad eléctrica del medio.

por:

El proceso de descarga de un medio lineal, is6tropo y homogéneo tanto para D como para J de volumen
V' viene descrito por:

P (ﬁ, t) = po <R> e st VR eintV
donde p (ﬁ, t) es la densidad de carga volumétrica libre en el punto R del medio en un instante t,

00 (ﬁ) es la densidad de carga volumétrica libre que habia en el punto R del medio en el instante t = 0,

o es la conductividad del medio y € es la permitividad eléctrica del medio. Notese que lo anterior es s6lo
valido para el interior de V' y no para su frontera (la superficie que lo delimita).

= En la proposicion 71 en la pégina 200 se ha cambiado el enunciado:
La energia magnética almancenada U, en una distribucion (con volumen V') de conductores viene dada

por:
E — —
%zw/(mmv
v JA=0

donde T.F. indica todo el espacio, J es la densidad volumétrica de corriente eléctrica y A es el potencial
magnético vector.
En régimen estacionario de corrientes, la energia magnética almacenada puede expresarse como:

é — —
U,, = /// B-HdV
T.E. JB=0

donde H es la excitacion magnética y B es la induccidén magnética.
por:
La energia magnética almacenada U, en una distribucién (con volumen V') de conductores viene dada

por:
g — —
%5”/¢MAW
v JA=0

donde Jo es la densidad volumétrica de corriente eléctrica de conduccion y A es el potencial magnético
vector.
En régimen estacionario de corrientes, la energia magnética almacenada puede expresarse como:

g — —
%ZW'/BHW
T.E. JB=0

donde T.F. indica todo el espacio, H es la excitacién magnética y B es la induccién magnética.
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A.1.6. Version 1.0.6

= En la primera féormula de la demostracion de la proposicion 75 en la pagina 209, se ha cambiado:
e ;0t = 00;1; + I’ R,

por:
g;1;0t = 09, 1; + I?Riat

= En la definicién 40 en la pagina 122, se ha cambiado:
7(Rt) =o (1) (5(71))
T (ot) o= o () (5 (7))

por:

A.1.7. Version 1.0.7

= En el enunciado de la proposiciéon 71 en la pagina 200 se ha cambiado:
La energia magnética almacenada U, en una distribucién (con volumen V') de conductores viene dada

por:
g — —
Um:////ﬂ Jo-A-dV
v JA=0

donde J¢ es la densidad volumétrica de corriente eléctrica de conducciéon y A es el potencial magnético
vector.
En régimen estacionario de corrientes, la energia magnética almacenada puede expresarse como:

B‘ — —
T.BE. JB=0

donde T.FE. indica todo el espacio, H es la excitacién magnética y B es la inducciéon magnética.
por:
La energia magnética almacenada U, en una distribucion (con volumen V') de conductores viene dada

por:
A — —
Um—/// / Je -6 Adv
vV JA=0

donde J¢ es la densidad volumétrica de corriente eléctrica de conducciéon y A es el potencial magnético
vector.
En régimen estacionario de corrientes, la energia magnética almacenada puede expresarse como:

B
Un = /// H - 5BdV
T.BE. JB=0

donde T'.FE. indica todo el espacio, H es la excitaciéon magnética y B es la inducciéon magnética.

= En la demostracion del teorema 17 en la pagina 149, justo encima de la ecuaciéon 10.4.1.1, se ha cambiado
«Como la integral es a las coordenadas primadas, mientras que la divergencia y la laplacian son a las
coordenadas sin primar, ambos operadores conmutan.» por «Como la integral es a las coordenadas
primadas, mientras que la divergencia y la laplaciana son a las coordenadas sin primar, ambos operadores
conmutan.»
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A.1.8. Versiéon 1.0.8
= En el ejemplo 32 de la pagina 165 se ha cambiado:

4
o i = // MozdV' = ZmR3My
V/

por:

4
&= // MozdV' = S RiMo*
V/

= En el ejemplo 34 en la pagina 183 se ha cambiado:

nl =m=®(Z + Ly + %o+ %+ %) & P = I TQZ;T Iy
E—i_ 1051 +E
por:
NI
NI:m:(b(%1+%x+%2+%$+%1)<:>(I): 1y 2z lg
E—i_ 1051 +E

= En el dibujo del ejemplo 34 en la pagina 183 se ha cambiado nI — NI.

= En el enunciado de la proposiciéon 63 en la pagina 171 se ha cambiado:

47T /// oo )T // o )7 s
L /// GGy EaGLe

= En la daltima férmula de la demostracion de la proposiciéon 63 en la pagina 173 se ha cambiado:

== [ ///V ”:;)rdv’ //s Umrds’]
- iﬂ U//V ”;’;Tdv’ // erds’]

por:

por:

A.2. Version 1.1.0

= Se han aniadido demostraciones para las proposiciones 23 en la pagina 71, 24 en la pagina 72 y 25 en
la pagina 73. En consecuencia, la proposiciéon 25 ahora finaliza en la pagina 77; es decir, a partir de ese
momento hay un desfase de cuatro paginas con respecto a la versiéon anterior de los apuntes.

= En el enunciado de la proposicién 59 en la pagina 160 se ha cambiado:

= (= ,uomX’F
A<R>:—
47 3

por:

= (= ,LL()T?LXT_”
A<R>z—
A7 3
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Ademas, en la demostraciéon de la proposicién se han realizado los siguientes cambios:

B = -Vt (6 . m)
47 T
por:
B=-V¢,~lv <ﬁ : T)
también: . .
ot o <6xm> _ ¥ x (Wﬁxm>
47 T 4 r
por:
Bt o (exm> _ ¥ x (Nﬂvxm)
T T 4 r
también: .
A=H0g
47 T
por:
> Hog MM
~—V x —
47 r
y: . .
S oM X T
A="—
A7 3
por:
Mo m X T
T4x 3

= En la demostracion de la proposicion 60 en la pagina 164 se ha cambiado:

—

M ¥ x M )
// V x dV’ /// - gy
v/ \" T
M ﬁ’ AV M
=2 // V' % i (R) v’ + /// >dV’
47'(' \" T \"

Ademas, algo mas adelante se ha cambiado «Como el producto escalar es anticonmutativo, lo anterior
es equivalente a:» por «Como el producto vectorial es anticonmutativo, lo anterior es equivalente a:».

por:

= En la demostracion de la proposicion 63 en la pagina 172 se ha cambiado «Como la féormula anterior
debe valer para cualquier volumen, en particular, podemos escoger una esfera cuyo centro esté en la
posicién de m,,.» por «La féormula anterior debe valer para cualquier volumen; luego, en particular,
podemos escoger una esfera cuyo centro esté en la posicion de m,,.». Algo més adelante también se
ha cambiado «Como, habiamos dicho que la excitacién magnética» por «Como habiamos dicho que la
excitacion magnéticar.
Por dltimo ha sido menester cambiar:

- d (1 my, a1 mpy)\ . Lmy, =/(3
Vo =——| ——— | = —— | —— =——7r=H(R
Ym dF<47r r > or (47T r )r ir 12 | < >

por:
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= Se ha cambiado completamente la definicién 58 en la péagina 174.

= En la definicién 26 en la pagina 86 se ha cambiado «Llamamos» por «En un medio sin polarizacion
permanente, llamamos».

= En la proposicién 30 en la pagina se ha cambiado «El vector» por «En ausencia de polarizacion perma-
nente, el vector».

= En la definicién 57 en la péagina 174 se ha cambiado «Llamamos» por «En un medio sin imanaciéon
permanente, llamamos».

= En la definicion 61 en la pagina 175 se ha cambiado «Llamamos» por «En ausencia de imanacién
permanente, llamamos».

= En la demostraciéon de la proposicién 64 en la pagina 177 se ha cambiado «y la otra en el otro. Grafica-
mentey» por «y la otra en el otro; es decir, una «pillbox». Graficamente».

= En la demostracion del teorema 22 en la paglna 211 se ha cambiado «Sin embargo, si fuera Y #* 0,
entonces» por «Sin embargo si fuera VxY #+ 0, entonces» y «concluimos que es Y = 0. Asi» por
«concluimos que es VxY = 0. Asi».

A.2.1. Version 1.1.1

= En la definiciéon 58 en la pagina 178 se ha cambiado «a aquel en la imanacion M» por «a aquel en el
que la imanacion M ».

= En la demostraciéon del teorema 26 en la pagina 219 se ha cambiado el altimo parrafo por «Esto tltimo
es una coincidencia casual, es decir, nada de la teoria que hemos visto hasta ahora justifica que justo
el valor del cociente anterior sea la velocidad de la luz. Sin embargo; este hecho, unido a que las ecua-
ciones de Maxwell admiten una soluciéon ondulatoria, apunta a que la luz es, precisamente, una onda
electromagnética. En otras palabras, hemos visto que las ecuaciones de Maxwell son compatibles con la
existencia de la luz.».

A.2.2. Version 1.1.2

= Se ha eliminado el ejemplo 18 en la pagina 77. Como consecuencia, el nimero correspondiente a los
ejemplos posteriores al mencionado se reduce en una unidad.
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