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[Ondas planas. Fasores }

En electromagnetismo, y otras disciplinas, es comun trabajar con campos que
presentan una variacion periddica, mas concretamente senoidal (o cosenoidal).
Presentan la forma:

A(x,y,z,t) = Ay(x,y,z) cos(wt + @(x,y,2))

En donde se separa la dependencia espacial (en x, y, z) de la temporal (t) .
Aprovechando la identidad de Euler:

el? = cos(0) + jsin( )

Se puede expresar A(x, J; z, t) en funcidn de la identidad de Euler con una

sencilla manipulacion. .
Cel? = Ccos(6) + jC sin(6)

Y haCiendO 9 = wt + (p(xl y: Z) y C = Ao(x; y; Z)
A(x, Y, Z, t) — Re[A(X, Y, Z)gf‘P(X,y,Z)ejwt]

A(x,y,z,t) = Ao(x,y,z)el P(¥¥.2)
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[Ondas planas. Fasores

Propiedad importante de los fasores: sencillez en su derivacion en integracion

con respecto al tiempo: A = Re[A,(x,y,2) exp( jwb)]
*Derivacion

0A

d
= = 57 (Rel4s(x,y, 2) (exp(jwt))])

d
= Re [As(x, 7.2 5 (exp(jwt))] = Re[As(x,, 2)jw exp(jt)]

04; .
e 0

*Integracion

jAdt = jRe[A(x, y,z) exp(jwt)] dt = Re [A(x, Y, Z) jexp(ja)t)dt]

B 1 : JA dt = 4s
= Re|A(x, y, z)j—wexp(fwt) S jw
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[Ondas planas. Fasores }

El fasor de A es: A\(X, Y, Z) — A(x’ Y, Z)ejcp(x,y,Z)
O abreviado: A = Aeffp
Ejemplos:

*Expresar en forma fasorial el campo:
A=10cos(108t —10x + 609) 2 = & = 107 e —J10%pi60° — 107 J(602-10x)
*Dar la forma temporal del campo:

— 20 _ Jj2mx\
Azj—,x+10exp 3 y

— A Jj2mx\ _ TN Jj2nx\ _
A =20(—j)x + 10exp — )V = 20 exp (—] E)x + 10 exp o A

5 T 21X\
A = 20 cos(wt —E)x + 10 cos (wt +T>y
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[Ondas planas. Ecuacion de ondas en el vacio }

Planteamiento: Se supone gue algun dispositivo genera campos eléctricos y

magnéticos que de alguna manera han sido transmitidos al espacio. Partimos

de las Ecs. de Maxwell son: -
V-E=py

% VXH:O'E‘FEOE b: VXE:_'UOE

Hacemos el rotacional de la ecuacion b:

V-H=0

. oH 0 _
VX(VXE)=V><( )z—uE(VXH)

_ME
V X (V X E) = —,ui<at_?> + ea—E> = —uaa—E— ueaZ—E
ot ot ot 0%t
Aplicamos al primer miembro la igualdad vectorial: V X (V X /T) =V-A—V24
V-E—V2E = —,uaa—E—ueaz—E
ot 0%t
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[Ondas planas. Ecuacion de ondas en el vacio

OE 02E OF 02E

V2E = ,uaa—+,u€az = V2E — UO == = e —o =0

En este punto se hacen varias suposiciones:

1. No hay carga en el espacio. V-E=0op, =0 =>0=0

2. Vacio=>e=¢€,; U= U,

3. Variacién temporal armdnica (senoidal) => uso de fasores

4. El campo eléctrico solo tiene componente en x y ésta solo depende de z:

E = Ex(Z)D’C\ En forma de fasores

- 9%E 0°Ey 0%E, d*E, ,
= UE—— 2 — H0€0 4o 2 — Ho0co X
V°E 62t:> 0z “gat dz Hogow™k
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[Ondas planas. Ecuacion de ondas en el vacio

Este tipo de ecuaciones diferenciales tienen solucién conocida.

_ 2
372 —UoEqw Egy =

0%E, 0%E

X

0z2

= _k(%[Ex

Una de las soluciones a esta ecuacion es:

E.(z,t) = Ey, cos(wt —kygz + @) + E'y, cos(wt + koz + ¢5)

Nos fijamos solo en la onda que se propaga segun el eje +z. Ademas se
asigna a las fases @, y ¢, un valor inicial igual a cero. La solucién final es:

Z
E,(2,1) = Eqx cos(wt — koz) | | Ex(# 1) = Eox cos “(“E)
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[Ondas planas. Ecuacion de ondas en el vacio }

En donde:

E(Z, t) = Ep, X cos( wt — kyz)

E(2) = Egx X exp( — jkoz)

0 1
ko = = — = w\/llp&g v, = = 3.10%m/s
p ]
Up y VHoé€o
Constante de fase 6 Velocidad de propagacion

Numero de onda

w = 21f

T=1/f

Tema 3
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[Ondas planas. Ecuacion de ondas en el vacio

Calculo del campo H a partir del E

Con las restricciones impuestas al campo E:
*E perpendicular a z

*E solo funcion de z

*E solo con componente en x

dE,

VXE = —jwuﬁ R Az —jwpugH,

E, =E,, exp( — jkyz dE ; '
X 0x p( JKo ) :> de = _]kOEOx exp(—]kOZ)

€0 .
(—jkoEox exp(— jkoz)) = Egx |—exp(— jkoZz)
Jwug \ Ho

Hy =
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[Ondas

planas. Ecuacion de ondas en el vacio

80 1 p—
o ox €Xp(— jkoZz) Mo x y o

[E, = noHl,

No =

? = impedancia intrinseca del medio (£2)
0

no = 1207 Q

Tema 3
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[Ondas planas. Ecuacion de ondas en el vacio

El campo H es perpendicular al campo E y a la direccion de propagacion.

4l

h Hh _ I/ |,
Ml /A

L N A . /o ]///\2‘1\(/ 7

(a)

Campos y Ondas



[Ondas planas. Ecuacion de ondas en el vacio }

Resumiendo, las expresiones de una onda plana que se propaga en el vacio, con
las restricciones hechas en la consecucion de la solucion son:

Campo eléctrico: Eje coordenado

N del campo.
E(z,£) = Eg cos( Vi
Amblitud Informacion sobre
njpl!t\l; la direccion de propagacion
sefial: V/m Variacién y el medio: variacion espacial

temporal
Q KyZ.

-: Direccion positiva en el eje en el gque se propaga ' \
+: Direccidn negativa

N
Eje en el que
Caracteristicas de propagacion en relacion al se propaga: z

medio: X6y

ko = w\lo&o
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[Ondas planas. Ecuacion de ondas en el vacio }
Campo magnético:

ﬁ(z,t) o

Amplitud
campo magnético.
A/m
Relacién con la del campo eléctrico Misma informacion
que en el campo
. EO eléctrico.

H
° No

Relacion entre las direcciones y
sentido de los vectores E, H y la direccion

de propagacion Importante: coherencia entre
los ejes coordenados de los
N\ N\ N\ . s
uE X uH = U campos y el de propagacion.
Z
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[Ondas planas. Ec. ondas en medios con pérdidas }

Para medios distintos del vacio, todo lo expuesto es valido con la diferencia de que las
constantes caracteristicas del medio se sustituyen por:

€=¢eréo U= Urlo

Con lo que los parametros que aparecen en las expresiones para el campo eléctrico,
Magnético, constante de fase e impedancia intrinseca quedan.

E(z,t) = Eycos(wt — kz)% Eg
ﬁ(z, t) = Hycos(wt — kz)y
k = w\UE = W\l UoErE) = WAloEoVIrEr = KoVErly

:\/E: .ur:uO: @ &: &
{ ) E+Ep Eo | Er To &

\ NN \
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[Ondas planas. Ec. ondas en medios con pérdidas}

Si en el desarrollo realizado para llegar a la ecuacion diferencial que conduce a
la solucién para los campos E y H, permitimos que g! = 0 incluimos las pérdidas
en nuestro modelo.

Ec. en forma temporal VZE Uo — aE gazE') — 0
ot 9%t
O
Ec. en forma fasorial 5,2 + E(w?ue — joop) =0

Para tener la ecuacion diferencial en la forma similar al desarrollo para el caso
Con pérdidas, el coeficiente de E, queda:

o

w?Ue — joou = w ,ue(l ]E)—w UE,
—e(1-52) I _

Ec =€ J aZ2+]a) e E=0
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[Ondas planas. Ec. ondas en medios con pérdidas}

Las diferencias con respecto a medios sin pérdidas son:

*La constante €. es ahora compleja.
*c. ofrece informacidn entre el comportamiento aislante y conductor del

material. Aislante implica ¢!=0 mientras que conductor es 0=0.

Si 9
<< 1= AISLANTE
WE

. (0)
*Si — >> 1 = CONDUCTOR

El caracter aislante o conductor de un medio depende de la frecuencia.

Ejemplo. La tierra humeda ha sido caracterizada y presenta un valor para o
de: o=001

o
*A una frecuencia de 1kHz: — =1'8.10% -> Buen conductor.
WE
*A una frecuencia de 10 GHz: o _ 1'8.10~3 -> Buen aislante.
wWE
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[Ondas planas. Ec. ondas en medios con pérdidas}

Resolvemos la ecuacion diferencial.

JE , J0E ,
E+Ewuec=0:ﬁ—[€y =0
y: = —w’ue

La solucidn de la ecuacion conduce a dos posibles valores para el coeficiente del
término en £, el positivo o el negativo. Nos quedamos con el positivo

, , o\
Y = joHE: = jwpe (1 —]E)

y=a+jp es un numero complejo

a : cte. de atenuacion [Np/m] [3: cte. de fase [rad./m]
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[Ondas planas. Ec. ondas en medios con pérdidas}

La solucidn de la ecuacion de ondas es la misma que la de los medios sin
pérdidas, pero con la nueva constante y: en lugar de k, (6 )

E(z) = Eyjexp(—yz)X = Ejexp(— az) exp( — jkoz)X

Pasando a su expresion temporal:

E (z,t) = E, exp( — az) cos(wt — jkyz) &

V/m

Ahora la amplitud de la onda disminuye
segln se avanza en z
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[Ondas planas. Ec. ondas en medios con pérdidas}

El campo magnético:

H(z) = Ho exp( — yz)9 = Hy exp( — az) exp( — jkoz)y |  A/m

La relacidon con el campo eléctrico es aparentemente la misma que en los medios sin pérdidas:

H —E U , .
0 — Solo que ahora: 71 = |— es un numero complejo

Ec

N

1
= jon/uE (1 _ i) /2 EL calculo de la parte real e imaginaria es
V=1 H J WE laborioso y por ello se usan aproximaciones.

Tema 3 Campos y Ondas 20



[Ondas planas. Ec. ondas en medios con pérdidas}

Las aproximaciones que se hacen son:

.. . o
o Buenos dieléctricos o aislantes: — << 1
o [u
a~x5 e | Ne/m P = wyue Np/m
- . / n = Q0
V=—rx — m/s ~ —_
B ue €

0)
o Buenos conductores — >> 1

a
- n~1+)- |q

a=pf= T Np/m

Tema 3 Campos y Ondas
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[Ondas planas. Planteamiento general }

Una vez obtenidas las ecuaciones de los campos, relajamos dos de las
suposiciones hechas para llegar a ellas:

oAhora el campo E puede tener cualquier componente, no solo X
ocada componente tiene separacion de variables. Es decir (por ejemplo, la

componente enx). [k "= £(x)g(y)h(2)

En estas condiciones: k* =ki+ k3 +k;Z

Recordar que k es el factor que multiplicaba a z y que incluia los datos acerca de |la
direccion de propagacion de la onda: kz

E = E, exp( — jk - 7)
Endonde k = k,X + kyj} + k,Z Vector de propagacion de la onda
y

X
r =xx + 5} + 77 Vector de posicion de un punto cualquiera

del espacio
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[Ondas planas. Planteamiento general

La expresion temporal del campo es:
E(x,y,7t) = E, cos(wt — k- 7)
E(x, v, Z,t) = EO cos(wt — (kxx + kyy + kzz)) V/m
Cumpliéndose ademas que:

—

By =0 ExHxk=0

&

Expresa que, tanto el campo E, como el H, como la direccion
de propagacion son perpendiculares entre si.

E = —n(k x H) ﬁ=—%(l€xﬁ)

Tema 3 Campos y Ondas 23



[Ondas planas. Vector de Poynting }

El vector de Poynting indica la potencia que transporta una onda plana. Por
lo tanto es de gran importancia.
Para su calculo usaremos las ecuaciones de Maxwell. Partimos del rotacional
de H al que multiplicamos escalarmente en los dos miembros por E

> dD

VxH=]+—
J ot

. oD

E-(VxH)=E-f+E-—t

Usando la expresion vectorial:

V(M xN)=-M-(VxN)+N-(VxM)

_ , L o - 0D
H-(VxE)—V-(ExH)=E-]+Ea—t

Tema 3 Campos y Ondas 24



[Ondas planas. Vector de Poynting }

El rotacional del campo eléctrico es, segun la correspondiente ecuacion de
Maxwell:

VxE L
XE=———
ot
gue usamos en la expresion inicial, guedando:
ﬁaB V-(ExH)= +EaD
dt ] dt

Aislamos el término que relaciona los campos de distinta naturaleza (el eléctricoy

el magnético: oD 9B
V- (ExH)=E - J+E—+H—
( ) dt dt
Usando E =¢D B =uH = ¢F— — = uH —
) 3 Egr=ebar v Mo =Hil5
, L0F _0H
—V-(ExH) = ]+8Ea—+uH o
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[Ondas planas. Vector de Poynting }

Recordando que las energias almacenadas por los campos eléctricos y magnéticos
estan relacionadas con el producto escalar de ambos campos:

1( .~ -
= EJ (D : E)dV para el campo eléctrico, y
%

1(,- = -
— _j (B H)av para el campo magnético.

Es interesante buscar una expresién para estos productos:

( ) D g, O _ g0 gOE _19 5. B)
~ ot at "9t Tt T 20t

§aﬁ_1a 5. )
at 20t

D . E es densidad de potencia, por ello partimos de la variacion con el tiempo del
producto escalar de D por E (tiene dimensiones de energia por unidad de volumen).

Tema 3 Campos y Ondas 26



[Ondas planas. Vector de Poynting }

O N B Y N
—V-(EXH)=E-]+Ea(D-E)+Ea(B-H)

La expresion a la que llegamos dice lo que sucede en un punto del espacio. Cada
término tiene dimensiones de potencia por unidad de tiempo. Si integramos en un
volumen dado (regién de interés por algun motivo):

Lo S d (1, 1d (.- -
—ﬁ/V-(ExH)dV:L(E-f)dV+EfV§(D-E)dV+§EjV(B-H)dV

Aplicamos el teorema de la divergencia en el primer miembro:

G , d (1, 1d (- -
—i(ExH).dS:jV(E-f)dV+EjV§(D-E)dV+EEJV(B-H)dV
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[Ondas planas. Vector de Poynting }

El resultado expresa el balance de potencia generado por los campos Ey H en una

superficie S.

El primer miembro da la potencia que abandona la superficie de integracion.
El segundo miembro indica que esa potencia tiene su origen en tres causas:
.La potencia disipada por la existencia de un material con pérdidas: ¢ !'=0
oLa variacion de la potencia causada por el campo eléctrico,

oLa variacion de la potencia causada por el campo magnético.

El vector de Poynting es: —
S=EXH [W/m?]

es la densidad de potencia (W/m?) transportada por la onda plana mediante
los campos eléctrico y magnético.
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[Ondas planas. Vector de Poynting }

Usando las expresiones encontradas para los camos eléctrico y magnético en una

onda plana: .
E = E,, cos(wt —kz) X

H= Hy, cos(wt — kz) §
El vector de Poynting es:

O
S=E><H=%cosz(a)t—kz)z“

Si los campos tienen lugar en un medio con pérdidas: _ _ | _
o=10yn=|nl,

El campo E es el mismo que antes, y el H

- E
H= %exp( —az)cos(wt —kz—0) 7y
- == Bk
S=EXH= p ——exp( — 2az) cos(wt — kz) cos(wt — kz — 0)2
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[Ondas planas. Vector de Poynting

La expresion queda en funcidn del tiempo. Interesa saber el valor medio de la
potencia transmitida:

1 T 2
(S,) = Tj ﬁexp( — 2az) cos(wt — kz) cos(wt — kz — 0)dt
0

. : 1 1
Gracias a la expresion: cos(a)cos(b) = Ecos(a +b) + Ecos(a —b)

2
(S,) = —ﬁexp( 2az) cos 6
Usando fasores:
—_ e 1 — —> %
E = Ey, exp(az) exp(—jkz) X (S,) = ERe[E X H ]
—  Ey,
H = o exp( — az) exp( — jkz)y W/m?
Tema 3
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[ Ondas planas. Cambio de medio (incidencia normal) J

Caracterizacion de una onda cuando pasa de un medio a otro de
distintas caracteristicas electromagnéticas: &€ y u

3
1 l’ll @ @ 82 “-2 Condiciones de contorno

- -
XA Esi — Est
E E H., — Hst = Ks
= st Sl
— (= i O Considerando que no hay
Hsi HEI densidad superficial de corriente
®y > en la separacién de los medios:
H,;, —Hst =0 = Hsi = Hst
= Ny =
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[ Ondas planas. Cambio de medio (incidencia normal) J

Conclusion: Existe una onda reflejada (con su campo Ey H ) que se propaga en |la
direccién contraria a la incidente. Finalmente (expresandocon la incidente y la
reflejada:

E T E”tT Ey + Ey = Ey,

S - ®y : > ) HOi o HOT — HOt =
ESF
)
H- EO_l E_T — EOt

(*) Del esquema se deduce que las amplitudes

de H; y H, se restan
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[ Ondas planas. Cambio de medio (incidencia normal) }

Suponiendo que se conocen las caracteristicas de la onda incidente, se
pueden calcular las de las ondas transmitida y reflejada a partir de estas

ecuaciones B B nz — T]1

E. E E - 21,

0L 0r — _0t —
EOt_E'

0i
n, n, n, | N, + 1y
= N, My T:i =141
n,+tn, n,+1, 0<|lI<1
Coeficiente de reflexion Coeficiente de transmision
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[Ondas planas. Cambio de medio (Incidencia normal) }

Expresiones de los campos eléctricos y magnéticos incidentes,
transmitidos y reflejados. En el medio 1 coexisten la onda
incidente con la reflejada y en el medio 2 solo esta la transmitida

pm—
(Pasamos a trabajar

con fasores) ]Ei — EOieXp(y]_Z)jC\ V/m
MEDIO1  — E. = E,I'exp(y,z)X V/m

T E [ A
H, = —XTexp(y,2) (=) a/m

— 1

—

E, = Eqrexp(y,2) % vm
MEDIO2 E
B, = Drexp(yy2) () A
- 2
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[Ondas planas. Cambio de medio (Incidencia normal) }

Como consecuencia, en el medio uno hay una superposicion de
dos ondas de las mismas caracteristicas pero propagandose en
sentidos contrarios. El resultado es una onda estacionaria.

E, =E, N E,," Eq exp(—y,2) £ + EoTexp(y,2)% v/m
E, = E,,

1 = Eoi(exp(—y,z) T T'exp(v,2))X V/m

Si consideramos que el medio es sin pérdidas, es decir,

0, =0>v,=jk
E)1 = Ey; exp(—jk,z)(1 + Texp(2jk,2))X V/m

|E1 (Z)l = |Ey|[1 + Texp(2jk,2)| V/m

Tema 3 35



[Ondas planas. Cambio de medio (Incidencia normal) }

El médulo del campo eléctrico (y analogamente el magnético)
presentan una variacion sinusoidal de amplitud constante cuyo
maximo y minimo esta definido por el factor:

El vm [E, (2)]

|E .l

= |1 4+ I'exp(2jk,2)]

El médulo del campo sera maximo o minimo
en el medio 1, cuando lo sea el factor:

Emirz ___________ Se define la relacion de onda estacionaria
ROE asi:
>
£(s) ROE = g =fmax — IHITl} 1<s5 <
E_.. 1—|T|

La ROE es un parametro facilmente medible en el laboratorio.
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[Ondas planas. Cambio de medio (Incidencia normal) }

Ejemplo: Onda incidente en una frontera en la que el medio 1
es aislante (0,=0) y el 2 es de alta conductividad ( 6, = ):

I'=—1y1t=0 = Todalapotencia se refleja

E, = Ey; (exp(—jB12) — exp(—jB,2))% = —2jEi sen(B,;2)Z  v/m

(V/m)

E,| = 2E,, |sen(B,z)| Vm
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[Ondas planas. Cambio de medio (Incidencia normal)

En el dominio del tiempo:

1(z,t) = Re|E, exp(wt)]X

E
E)1(Z; t) = 2E,; sen(3,z)sen(wt)]x V/m

Y el campo magnético en el medio 1:

—

H,(z,t) = H,, sen(,z)sen(wt)] ¥y

H (ZU—Z Cos(Blz)cos(wt)y A/m

Tema 3 Campos y Ondas
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[Ondas planas. Cambio de medio (Incidencia oblicua) }

Los angulos definidos por las trayectorias 1, vV y t:
e Estan en el mismo plano: plano de incidencia (en el caso de la ilustracion,

el plano xz)
* Los angulos cumplen la ley de Snell : sen 8 =sen 8, = 6,= 0,
* También se cumple: y,sen 6= y,sen 6, = 6,= 0

"z E)vz EOV exp('ylﬁ r
E,“E o eXp(-y,t. 7)
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[Ondas planas. Cambio de medio (Incidencia oblicua) }

Los angulos definidos por las trayectorias 1, Vyt cumplen las siguientes
relaciones :

sen ,=sen = 0,=0, Ley de Snell
v,5en0;= y,seno, Relacion entre angulos de los dos medios

Y la relacion entre los senos de los angulos de incidencia y transmision se
convierte en:

Tema 3 Campos y Ondas 40



[ Ondas planas. Cambio de medio (Incidencia oblicua) }

Caso I.

Inciencia
perpendicular: el
campo eléctrico es
perpendicular al plano
de incidencia.

E,"Eq, exp(-y,D.7)
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[ Ondas planas. Cambio de medio (Incidencia oblicua) }

E,"Ey; yexp(-y,1.7) A

V1=0+)By

= Xsen0; + Zcoso,

P =xX+yy+z2 o |
EfE y exp(- v,(xsenB,+zcos 9,))
ﬁf h( cos 0, z“sen@i)exp(- v,(xsenB;+zcos 0,))
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[ Ondas planas. Cambio de medio (Incidencia oblicua) }

= _ A~ ~ > e
[Ev EOv yexp(-yl U.T) ~ 4 | A

vV —

1 2 .
Y1=0yt)B, R a—
oo . E
v = XsenB, — zcosO, A
-

r=xX+yy+z2

E;EOV y exp(- y,(xsenB +zcos 0.))

ﬁ; % (X cos 6, + ZsenB )exp(- y,;(xsenB -zcos 6 ))
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[ Ondas planas. Cambio de medio (Incidencia oblicua) }

= ~ A ‘
E,"Eq yexp(-y,t. 1) X

Vo=0,t)B,

= Xsen0, + Zcoso6,

otV exp(- v,(xsenB,+zcos 0,))
(=X

cos 0, + Z senB,)exp(- y,(xsenB, +zcos 6,))
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[ Ondas planas. Cambio de medio (Incidencia oblicua) }

Supuesto que la onda incidente es el dato de partida y que se quiere cono-
cer las ondas transmitida y reflejada se tienen que averigliar cuatro

incognitas: Ey, Ey 0,,, 6,

E, ¥ exp(- y;(xsenB +zcos 0,))

% (X cos 0, + ZsenB,)exp(- y,;(xsenB -zcos 6,))
E;Em y exp(- v,(xsenB,+zcos 0,))

E,
H,

ﬁ; i—": (—X cos 0, + Z'senB,)exp(- y,(xsenB, +zcos 0,))

Aplicamos condiciones de contorno en la superficie de separacion (z = 0):
Eq,=E,=
Eqiexp(- y,xsen®,)+ Ey, exp(- y,xsen6,)=Eq exp(- y,xsenb,)
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[ Ondas planas. Cambio de medio (Incidencia oblicua) }

Como se cumple la ley de Snell: 6,, 0,

(Eqi + Egy )eXP(- 7, send,)=Eq exp(- y,xsend,)

Y esta expresion debe cumplirse para todo valor de x porque el
plano y=0 es la superficie de separacion de los medios. Con ello:

exp(- y,x senB,)=exp(- y,xsenb,) = y,x send,=y,xsenb,

v, senB, = y,senb,

Eqi + Eqy =Eq
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[ Ondas planas. Cambio de medio (Incidencia oblicua) }

Finalmente se aplica la condicidn de contorno para el campo magnético,
gue dicen que la componente tangencial se conserva si no hay corriente
en la superficie que separa los medios Considerando ese caso aqui:

— cos 0, exp(- y,xsenb;) ¥ cos 0 LEXp(- v,xsenb )=

Tll nl
; —% cos 0, exp(- y,xsenb,)

2

Al igual que antes: 0.=0,

exp(- y,xsenB;) cos Gi(ﬁ n"”) = nOt cos 0, exp(- y,xsend,)

COS Bi(% n"”) = i": cos 0, _ (Eg~Eg,)n,cos 6;=Eyn;cos 6,
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[ Ondas planas. Cambio de medio (Incidencia oblicua) }

Eq + Eqy =Eq

(Eoi—Eq, )n,c0s 6= Eymn,cos O,

r = n,cos0; — n,cosH, Ey = Eq T}
n,c0s9; + n,cos0,

T, = £n2€059, Eoe= Eqi T
N,c0s0; + 1,050,

Ecuaciones de Fresnel
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[ Ondas planas. Cambio de medio (Incidencia oblicua) }

Caso Il.

Inciencia
perpendicular: el
campo magnético es
perpendicular al plano
de incidencia.

H,"Hg exp(-y, .79 H,Hy, exp(-y,0.7) 9
ﬁ)tzHOt eXp('sz- r)y
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[ Ondas planas. Cambio de medio (Incidencia oblicua) }

“Eqi (cosB.X - cosB,Z )exp(- y,(xsenB;+zcos 0,))

= i—o y exp(- y;(xsenB;+zcos 0,))

=| &=

(cos@ X + senB.Z )exp(- y,(xsenB -zcos6,))

El ﬁl

= Ovy eXp( yl(xsene -2€C0S O ))

E;EO (cosB,X + senB,Z )exp(- y,(xsenB,-zc0s0,))

ﬁt: ]f]—z exp(- y,(xsenB,-zcos 0,))

Ya se ha aplicado la ley de Snell: 8 =6,
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[ Ondas planas. Cambio de medio (Incidencia oblicua) }

Se aplican las condiciones de contorno en la superficie de
separacion de los dos medios:

Para el caso del campo eléctrico:

Etl = Et2 = Eix +Erx:Etx =

E, cos 0.+ E,, cos 6, =E, cos 6, = (E,+ Eg, )cos 0, =E, cos 0,

Para el caso del campo magnético:

Htl o Ht2 = I_IOi +Hvy_Htx

(Egi+ Eqv)M2=Eq M4
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Ve

Ondas planas. Cambio de medio (Incidencia oblicua)

n,c0s0, — n,cos06i 21,c0s0i
[, = 4 =
n,c0s0, + n,cos0, n,c0s0, + n,coso;

cos@
1+ =1, — cosO,

El subindice Il indica que se trata de polarizacidon transversal magnética TM. Se
refiere a que ahora el campo eléctrico es paralelo al plano de incidencia.
Relaciones entre las amplitudes de las ondas incidente, reflejada y transmitida.
Son valores adimensionales.

Son coherentes con los resultados obtenidos para la incidencia normal: si 6, =0
se obtienen las expresiones correspondientes a la incidencia normal.
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[ Ondas planas. Cambio de medio (Incidencia oblicua) }

Angulo critico

A partir de la relacidon que liga los angulos de incidencia y transmision:

send, B, |[e g, >g, = senf, <senO,= 0, <0,
== —= D
seno, B, V&, N
t

Si 8, = /2 no hay onda transmitida.

€2
0. = asen |[—
€1

Toda la potencia se transmite por la
superficie de separacion. S
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[ Ondas planas. Cambio de medio (Incidencia oblicua) }

Aire Rayo
refractado

: " Reflexidn intern
Angulo critico etiexion interna
|

total
n, | | |
| - |
n | l I
Agua l 1 l

De Josell7 - https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=9751179
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[ Ondas planas. Cambio de medio (Incidencia oblicua) }

Angulo de Brewster: angulo para el cual se anula la componente
paralela de la onda reflejada:

[[=0 =0;= arctg(\/%)

Aplicaciones en fotografia y optica.
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[ Ondas planas. Polarizacion

E=Exf+Eyy 4/

E, = E,, cos(wt —kz + @,)

m
Ey — EOy cos(wt — kz + cpy) \%- *) wt

]/
Para estudiar los valores de las componentes

Del campo E fijamos un valor para z, por ejemplo
Z=0yhacemos: ¢ =q@,- @,

) |

AV

L2

E, = E,, cos(wt)
E, = Ey, cos(wt — ¢)

Ox

al |
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[ Ondas planas. Polarizacion

E, = E,, cos(wt —kz + @)
E, = Ey, cos(wt—kz + @)

0 = (py_ Oy

E, = E,, cos(wt)
E, = Ey, cos(wt — 9)

Se considera la variacion del vector de
campo eléctrico debido solo al avance del
tiempo para un punto fijo (valor de z). Por
ejemplo y para simplificar z=0

Coyy o

Ox

il |

El lugar geométrico del vector de
campo eléctrico cae dentro de |la
zona marcada
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[ Ondas planas. Polarizacion

E. = E,. cos(wt A
Para§ =0 =>.|: X 0x COS(wt)
E, = Eg, cos(wt) Wy
X = —x = Ex — ﬁEy : ;
Ey EO)’ EOJ’
E. = E,. cos(wt
Parad =—-m/2 = -|: x = Eox cos(@0) |
E, = Eo, cos(wt — 1/2) A’

E, = E,, cos(wt)
= =
E, = Ey, sen(wt)

E. \2 E, \? ., .
(_x) + (_3’) — 1| = Ecuacion elipse
Eox Eoy
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[ Ondas planas. Polarizacion

Caso general

(E) -2 (&) (&) coss + (£2) =1

Ecuacion elipse general
A’

h i
' M

i
i ’ i
H . 1

,

P P i
I . 1
4 i

i
I ‘ 1

.
i , i
H e '
i . i
' . '
4 i
i . !
1 z

i . i
i . i
] , ]
. I

i

.

i , :
H i
H 1
i i
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