ING. SISTEMAS AUDIOVISUALES Y MULTIMEDIA

BOLETIN DE EJERCICIOS
TEMA 3. ONDAS PLANAS.

1. Ondas planas en medios sin pérdidas

EJ. 1. 1. Sea una onda plana cuyo campo eléctrico E responde a la expresion:

—

E(z,t) = Ey(2,t)T

Se propaga en un medio sin pérdidas (¢, = 4, u; = 1) en la direccién +z. La frecuencia de la onda
es f = 100M Hz y su valor maximo es 10~* V/m. Se pide:

a) Escribir la expresion de E(z,1)

b) Calcular la velocidad de la onda, longitud de onda e impedancia intrinseca del medio por el que
se propaga.

c) Escribir la expresion de H(z,1)

SOLUCION:
a) La expresion del campo eléctrico de una onda plana propagdndose en un medio genérico y con las restric-

ciones impuestas a la hora de su deduccién tedrica, a saber, propagacion en la direccion +z y periodicidad
cosenoidal de frecuencia w, responde a la expresién general:

—

E(z,t) = Egcos(wt — kz)& V/im
Necesitamos obtener los valores de Ey, wy [3

» La amplitud Ey es el maximo valor que puede obtener cualquier expresion arménica como esta. Y ello
ocurrird para los valores de t que hacen que el cos() sea la unidad. Por tanto, Eg = 107* V/m

» w=2nf=2r10% rad/s

(= w, /e = 2nf\/€r€0 pofly = 27 f \/€0jt0~/Er [l = 27rf%,/er,ur = QWIOSﬁ\/ﬁI =4r/3
B = 4189 rad-m™!

Finalmente, la expresion de E queda:

o 4 -
E(z,t) = 107* cos(2710%t — %z)i‘ = |E =10"%cos(6'28 10% — 4'1892)  V/m

k 4 /3 2
=A== 2=3/2=15 m

=7 =1) %:12071-:6077' Q

c) El campo magnético H se obtiene a partir de las ecuaciones de Maxwell como se ha visto en teoria. Final-
mente, se trata de dividir la amplitud del campo eléctrico por la impedancia intrinseca del medio, y tener en
cuenta que va en direccion & segiin dicta el producto vectorial que relaciona estos dos campos:

—4

= 1
H(z,t) = 0

/ 8y g/ ~
O cos(6'28 10°t — 4'189z)y A/m
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Figura 1: Apartado c, problema 1.2

Ej. 1. 2. Se tiene una onda plana propagandose en el vacio de campo magnético:
H = 0'1cos(2-10% — kx)j
Calcular:

a) k,AyT
b) El tiempo, t1, que tarda la onda en viajar una distancia de A\/8
¢) Representar la onda en el instante t;

SOLUCION:

a) k, el niimero de onda o constante de propagacion y que también se suele denotar con la letra griega (3, viene
dada por la expresion:

k = wy/eu = wy/eolo
En este caso la permitividad (e) y la permeabilidad (1) son las correspondientes al vacio, circunstancia que

se marca mediante el subindice 0.
Como eg = 8'854 - 10712y g = 4w - 1077

k=2-108V8854 - 10~ 1247 - 10~7 = 0667 rad/m

La longitud de onda, ), es el espacio recorrido por la onda (o cualquier otro fendmeno periddico) durante el
tiempo definido por su periodo. Como la velocidad es co = 3'10% m/s,

co 2 2

A=c¢T =— =c— =3-108 = 9425
R 2108 m
El periodo T, se obtiene de w:
2 27 27 ,

b) Sien recorrer la distancia \ se tardan T segundos (por definicion de periodo y longitud de onda), en recorrer
A\/8, se tardard t; = T'/8. Por tanto:

c) Ver figura 1

EJ. 1. 3. Se tiene el siguiente campo eléctrico en el vacio
E =50cos(10% + kx)§  V/m

se pide:



a) Indicar la direccién de propagacién de la onda.
b) Calcular k y el tiempo que necesita la onda para viajar una distancia igual a A/2.
c) Dibujar la onda en los instantes t =0, 17/4, y T/2

SOLUCION

a) La expresion del campo nos informa de la direccion de avance de la onda. Mds concretamente el término
relacionado con el espacio, que en este caso es kx. La onda estd desplazdndose en el eje x y dado que es

positivo, lo hace en el ’ sentido negativo del eje x |.

b) En el vacio la velocidad de propagacion es co, entonces:

W 108 1
cn = — = ——— = -
07 % o  3-108 3

k=03333 rad/m

Si T es el tiempo que tarda la onda en recorrer un espacio igual a su longitud de onda a una velocidad cy,
para recorrer una distancia igual a \/2, necesitaria mitad de tiempo:
T 127 us

1T 9 T 9w T 108 ns

[t =3142 ns

Se puede calcular este dato de otra manera: dado que la onda se propaga en el vacio (por lo tanto a la velocidad
de la luz, cp)

A y y A
5 = Coh 1= 50
pero como \ = 2% = 6m
6m
t) = ————— = 3142
Ty M
c) wmEnt=0, E, = 50 cos(0'33x)

» Ent=T/4, E,=>50cos(0'333% + 0/33z) = 50 cos(0'33z + T) = 50sin(0'33z)
» Ent=T/2, E,=>50sin(w3 +0'33z) = 50 cos(0'33z + m) = —50 cos(0/33z)

Las ondas resultantes son tres formas senoidales desfasadas entre si w/2, ver figura 2

EJj. 1. 4. Una onda plana electromagnética se propaga por el vacio con un campo eléctrico dado por:
E =300 2 exp (j(0'866y + 0'52)) V/m
se pide:

a) Calcular wy A
b) El campo magnético H
¢) La potencia media transmitida por la onda.

SOLUCION

a) La w estd relacionada con la frecuencia de la onda (w = 2w f) y con el pardmetro ko (0 o). Este iiltimo se
obtiene de la parte de la expresion del campo relacionada con su variacion en el espacio:

koF=kex+kyy+k, 2=086y+052 = k=08667+005:2
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Figura 2: Apartado c, problema 1.3

El médulo de este vector, k contiene la informacion acerca de los pardmetros fisicos del medio por el que se
propaga la onda, mds concretamente, su médulo.

k= +/0/8662+ 052 =1

Como la onda se propaga en el vacio, su velocidad es vo = 3 - 10° m/s

w = k+/poeg = w=kvy=3-10% 57!

2
= 7T—27r m

A= — =
ko

El campo magnético es:
H = H,exp (j(0'866y + 0'52)) h

Su amplitud estd relacionada con la del campo eléctrico a través de la impedancia caracteristica del medio:
1, que por ser el vacio vale: g = /£2 = 1207 Q2

E, 300
Hy=—=——=079 A
0= e T 120m /m
Falta calcular la direccién de h. Sabemos que tiene que ser perpendicular a la direccion de propagacion k y al
campo eléctrico simultdneamente lo que conduce a que tiene que estar en el plano yz, es decir es de la forma
h = hy 3§+ h, 2 Como también debe ser perpendicular al campo E su producto escalar con el segundo debe
ser cero:

~ -

h-k=0 = (hyg+h,2) (08667 + 0'52) = 0'866h, + 0'5h, =0

9 .y ity /h2 2 _
A esta expresion hay que afiadir que hy y h, son componentes de un vector unitarioy por lo tanto | /hi + hZ =
1 con lo que se tienen dos ecuaciones y dos incégnitas que se resuelven ficilmente.

4



Otra manera mds intuitiva es decidir dar un valor cualquier a alguna de las componentes h,, o h y obtener
la otra. El resultado es un vector que es perpendicular a k (lo deseado) pero no es unitario. Si se normaliza,
ya se tiene el vector unitario buscado. Sea h, = 1:
0’5 - —0'585¢ + 2
hy = — — —0/585 = h = y+2
0’855 (—0/585)2 + 12

= —0'565 7§ + 0’863 2

Por fin:

H = 0'796(—0'565 § + 0'863 2) exp (j(0'866y + 0'52))  A/m

O en su forma espacio-temporal:

H = 0'796(—0'565  + 0863 2) cos (3 - 108 — 0'866y — 0'52) A/m

c)

E§ 3007
2n 240w

(S) = = 238'73 (0866 § 4+ 0’5 2)  W/m?

2. Ondas planas en medios con pérdidas

EJ. 2. 1. Una onda plana de frecuencia f = 9’375 GHz se propaga por polietileno (e, = 226,

& = 0'0002). Si la amplitud del campo eléctrico es 500 V/m y se supone que el material no tiene
pérdidas, calcular:

a) La constante de fase.

b) Lalongitud de onda en el polietileno.
c) La velocidad de propagacion.

d) La impedancia intrinseca.

e) La amplitud del campo magnético.

SOLUCION:

Introduccion tedrica:

La ecuacién de Helmholtz, de la que se ha obtenido la solucién para el campo eléctrico de las ondas planas,
admite una solucién compleja (solucion perteneciente al conjunto de los niimeros complejos) que, ademds, sirve
para explicar varios fenémenos fisicos también asociados a ellas.

0’E.
dz2$0 - _7k2 Ezo

en la que y es la constante de propagacion, y si se toma la solucién compleja, se le llama constante de propa-
gacién compleja y es normal expresarla separando su parte real y su parte imaginaria:

v =oa+jk

Una solucién a esta ecuacion es (usando la notacion fasorial y eligiendo que el campo eléctrico va a tener
componente en x tinicamente):

Eo = Eyo exp(—jyz) = Exo exp(—az) exp(—jyz)
Pasando de la expresion fasorial a la espacio-temporal se obtiene la expresion conocida (en modulo):

E, = Eypexp(—az) cos(wt — 7z)



El resultado de tomar la solucién compleja es que la amplitud de la soluciéon queda afectada por un factor o que
hace que disminuya su valor segiin se avanza en la direccién de propagacion (z en este caso). Hay otros efectos
relacionados con el medio que se reflejan en la formulacién haciendo que su permitividad (e) pase a ser compleja:

o ’ 7
e=€ —je = eo(e — je)

La tangente de pérdidas es la tangente del dngulo asociado a la €. (compleja). En lo que respecta a la permea-
bilidad magnética, aunque sucede lo mismo, su influencia es mucho menor, por lo que no se considerard una
compleja y ademds serd igual a la del vacio, jio. Entonces la solucion es formalmente igual que la del caso de
medios sin pérdidas:
v = wy/Hoe

pero con la e compleja:

1

v =wy/p(e = jé) = w\/ud\[1- 5
€

Esta expresion se puede separar en su parte real y su parte imaginaria (no sin esfuerzo) llegando a las soluciones:

. ,ue’ e 2
a=R[jy=w -5 1+(6/) -1
1/2
. ,ue’ e 2
E=S[jy] =w -5 1+(6/) +1

Al cociente & se le llama tangente de pérdidas del material.

Independientemente de la existencia de pérdidas, y por completar la solucion, se da el resto de pardmetros asocia-
dos a la periodicidad de la solucién y la relacion entre campo eléctrico y magnético -la impedancia caracteristica
del medio- ya que todos estos pardmetros se ven afectados por la utilizacién de una permitividad compleja:

1/2

= Velocidad de propagacion: v, = %

n Longitud de onda: A = 2%

. L . . o o n 1
» Impedancia intrinseca del medio: n = | 757 = \/?, Wi

La tuiltima expresion indica que el campo eléctrico y el magnético ya no estin en fase. Las pérdidas introducidas
por el material provoca un retraso relativo entre ellos. Finalmente, mediante el uso de las ecuaciones de Maxwell,
mds concretamente, la del rotacional del campo magnético, se llega a una expresion para €”:
7
€

g
w
De utilidad en los casos en los que el material es conductor. En estos casos las pérdidas causadas estin debidas
al pardmetro o.

a) Como se indica que el medio es un material sin pérdidas, la constante de propagacion k es real, (€' = 0) y
por tanto: € = epel Y 1 = po:

k = wy\/ o€’ = 2w f+/poeoe. = 2 - 9’375 - 10°V47 - 10-6 - 8/854 - 1012 . 226

[k =295'38 m~!]

b)




c)

w 279375 10°
==~ —199.10°
=y 295/33 m/s

Ho Ho 4 - 107 /
T=Ve =\ ee \/8’854 1012295~ V0
E 00
Hy= 20—,/ — 1995 A
0= 2506 /m

EJ. 2. 2. Una onda plana se propaga en el agua del mar en la direccién +z. La expresién del campo
eléctrico asociado es:

d)

e)

E(z=0,t) = 100cos(10"wt)z  V/m
Los parametros del agua son e, = 72, u, = 1y 0 =4 S/m. Calcular:
a) «, k,n,v, (velocidad de propagacion) y A (longitud de onda).

b) La distancia a la cual la amplitud del campo eléctrico es el 1 % del valor en z = 0
c) Las expresiones de los campos eléctrico y magnético de la onda.

SOLUCION:

Al ser o # 0 se sabe que el medio, el agua del mar, es un medio con pérdidas. El cdlculo de cada pardmetro
se puede hacer usando los dos caminos: mediante las férmulas tedricas o sus aproximaciones disponibles en la
bibliografia. En este ejercicio se calculard de las dos maneras para verificar que las aproximaciones son ciertas.

a) = Cilculos precisos. La constante de propagacion -y que tiene cardcter complejo (€ C)

) 19 —1/2
V—Jw\//w( —]E)

4
1077 - 72 - 885 - 1012

v =j10"7V4r - 10-7 - 72 - 885 - 1012\/1 —j = 8/86 + j8'9

a=28'8 Np/m| y |k=89 rad/m

En donde ya se observa que o y k son muy parecidos como era de esperar dada la aproximacion que se
propone en la teoria.

= Usando el método aproximado. Primero se comprueba que el criterio de aproximacion se cumple, a
saber:
4

g
7 << — 002 Se cumpl
we <1 T Tommogssag 002 T Secumple

Por lo tanto:
4710771077 - 4
a:/m,/“’;“’:\/” 0 5 O'm-4 _ o v/3 = 88858

a=2mvV2 Np/m| y |k=27v2 m!

N2 272 T2
77%(14‘]);:(14‘]) 1 :(14'])?

En formato médulo-fase:

= (e (D)5 = [pmmen () o




w 1077

vpy=—=——" = |v,=2354-10 m/s
p k 27_‘_\/5 p /
2 2 2 2

R 2T o V2
A k 271'\/5 2

b) La expresion general del campo eléctrico de una onda plana en un medio con pérdidas es:
E(z,t) = 100 exp(—az) cos(wt — kz)z  V/m
Su amplitud es: Ey = 100 exp(—az) V/m. En z =0
Ey =100 V/m

El'1% de Ey es 1y el valor de z en el que esto ocurre:

100exp(—az) =1 = exp(—az)=10"2 = —az=In (10_2)

B In (10_2) B In (10_2) N

(67

En algo mas de de medio metro la amplitud se ha reducido hasta el 10 %

c) Campo eléctrico:
E =100 exp(—2mv/22) cos(w107t — 2mv/2) V/m

En formato fasorial:
E = 100 exp(—2mVv/22) exp(—j27V/2) & V/m

Campo magnético: su direccion viene dada por la relacién entre la direccién del campo E y la de propagacion
de la onda, z:

éxh=d
En donde é es la direccion del campo eléctrico (i en este caso), d, la de propagacion de la onda (% en este
caso) y h la del campo magnético, que tiene que ser § para que se cumpla sin mds que usar la regla de la

mano derecha para deducirlo. Entnces:

Ey

H = = exp(—az)exp(—jkz)j
n
1
= Lﬂ exp(—az)exp(—jkz)y
mexp (j5)
1
— exp(—az) exp(—jkz) exp (—9%) Y
T
100 . T .
= —exp(—az)exp (—j (k:z + —)) ]
T 4

Y en forma espacio-temporal:

H(z,t) =% [Hjﬂexp(jwt)} = Zﬂ exp(—az) cos (wt - (kz + Z)) g A/m

EJ. 2. 3. Unmedio caracterizado como buen conductor y con pérdidas, tiene una impedancia intrinse-
can = 200£30° Q a cierta frecuencia. Si a esta frecuencia la onda plana que se propaga por este medio
tiene un campo magnético con esta expresion

—

1
H = 10exp(—ax) cos(wt — 5:6)@ A/m

Calcular la del campo eléctrico



SOLUCION:
Para calcular el campo eléctrico empezamos por su direccion. El campo eléctrico es perpendicular al magnético
y a la direccion de propagacion como muestra la resolucion de la ecuacion de ondas. La onda se propaga en la
direccion del eje x, y el campo magnético solo tiene componente en y. Por lo tanto, la direccion del campo E
tiene que estar en el eje z. Y el sentido es tal que E x H sea &. Ello conduce a que el campo eléctrico tiene la
direccion y sentido de —Z
La amplitud de E se calcula mediante la relacion que le liga con la amplitud de H

— :17:>E0:H02006Xp(j%) :2exp(j%) KV/m
Usando la notacién de fasores, la expresion del campo queda

= T [ RPN

E = —2exp(—ax) exp(jg)exp(—ix)z KV/m

En forma temporal:

= 1
E = —2exp(—azx) cos(wt — 5% + %)2 KV/m
Falta calcular . Dado que el medio es buen conductor la aproximacién que aplica para v = o+ jk y sus partes

real e imaginaria es o = k. En este caso k estd en la expresion de H: k = 3 Con lo cual:

- 1
E=-2 exp(—g) cos(wt — 2% + %)2 KV/m

EJ. 2. 4. Dado un material no magnético caracterizado por €, = 3'2y o = 1'5- 10~* S/m calcular los
valores, a3 M Hz, de:

a) La tangente de pérdidas 0.

b) La constante de atenuacion a.

¢) La constante de fase k.

d) La impedancia intrinseca del medio 7

SOLUCION:

a) Como se da o el medio es conductor y por lo tanto va a presentar pérdidas. La tangente de pérdidas es i—’,’
aunque en este caso no se tiene el dato de €”. Recordando que la tangente de pérdidas estd relacionada con o
asi:

we WEQE,
1'5-1074
0= =028
27 -3-106 - 8854 -10~12 - 3/2
b)
o |u 15 [4r
c)
k=wy\puege. = |k=2r-3-10%/47-10~Tegel. = 0’11 rad/m
d)

e ( e ) . Mo . o
=4/=(1 = 1 —
K V € +JQW6, \/ €oel. < +‘72(27rf)6064,>

471077 '5-107*
= 1+ =2106+7296 Q
g \/8'854-10—12-3/2 < +]47r-3-1()6-8/854-10—12-3’2> +J




3. Ondas planas. Planteamiento general

EJ. 3. 1. Un campo eléctrico tiene la siguiente expresion en el origen de coordenadas (sistema carte-
siano, z, 9, 2):

E(x=0,y=0,z2=0,t) = 9sin(72r10% + %)50

en donde el tiempo se expresa en segundos. La onda, de la que este campo forma parte, se propaga
segln la direccion y sentido del vector k = 22 — g + 22. Se pide:

a) Escribir la expresion genérica (para cualquier punto z, y, z) del campo eléctrico.
b) Calcular la velocidad de propagacion de la onda.

SOLUCION:

a) El campo eléctrico de una onda que se propaga en un medio segtin la direccion y sentido del vector unitario
k, en el instante t y en un punto del espacio referenciado mediante el vector de posicion 7 es:

E = Eycos(wt — k - 7+ 0)é V/im

donde Ey, w, y 0 son constantes del campo que representan, respectivamente, la amplitud, la frecuencia
angular y el valor inicial de la fase en el origen (normalmente es cero, pero no es el caso aqui).

é es el vector unitario que indica la direccion de E y que puede ser cualquiera, es decir, tener componentes
en los ejes x, y i z.

El vector de posicién de un punto genérico del espacio (z,y, z) en el que se particularice la expresion del
campo es: ¥’ = xZ + yy + z2. Con lo dicho, y comparando la expresion genérica con la dada en el enunciado
se deduce que:

L] EO =9 V/m

me=7

» w="727r10% rad/s

m 0 = 7, esdecir, el valor de todo el argumento del coseno parat = 0y en el origen (x = 0,y = 0,2 = 0)
m ke T=022—g+28) (x4 yyg+22) =22 —y+2z

La expresion de E es:
E(xz,y,2,t) =9 & sin(72710% — (22 — y + 22) + 2) V/m

Dado que, tipicamente, se expresa el campo usando el coseno en lugar del seno, restamos un desfase de
/2= +7/4—7/2 = —7/4:

E(x,y,2,t) =9 & cos(72m10% — (22 — y + 22) — %) V/m

b) La velocidad de propagacion se calcula a partir del coeficiente que acompafia a la expresion espacial del
campo, es decir, la que incluye las coordenadas del espacio, x, y y z, el vector k. Se puede entender mejor si
se expresa este factor de otra manera:

k-7 = |k|(k - 7)
Es decir, extrayendo el médulo de k para que quede de manifiesto que la direccion de propagacion estd
indicada por el vector unitario correspondiente. Asi expresado puede quedar mds evidente que este modulo
afecta por igual a las tres componentes del espacio, lo cual tiene sentido ya que incluye las caracteristicas
del material por el que avanza la onda. Y recuérdese que siempre trabajaremos con materiales isotropicos, es
decir, aquellos en los que sus caracteristicas fisicas son iguales en cualquier punto.
Entonces:

. 727'10°
= VEH D42 =y —wle o = o = =

c="754-10° m/s

10



Ej. 3. 2. Una onda electromagnética viaja en el espacio libre donde el campo eléctrico viene dado

por:
I@(y,z) =100  exp [j (?y + 0'5,2) V/m.
Determinar:
a) wy A
b) H(y, 2).
c) Elflujo de potencia media de la onda.
SOLUCION:

La expresion general del campo eléctrico de una onda plana en forma fasorial, tal y como se muestra en los
textos, es:

E = Egexp [—j (k . F)}
Para evitar confusiones con los signos es fitil reescribirla siguiendo el mismo patrén, quedando de manifiesto
que el argumento de la exponencial va precedido por el signo menos. En el caso de este ejercicio es :

= 3
E(y,z) =100 & exp [—j (—\gy - 0’5z> V/m.
a) k= “. Eneste caso, c = co = 3'10% m/s, por lo que:
k= had = w = kcy
Co
k es el médulo del vector k que indica la direccion de propagacién de la onda. En este caso k = — (7355 + %2) =
k| = 1. Finalmente:
w=3-10%s7"
Longitud de onda \:
A 2
cozf:>>\:COT:%0: 7;60 =2t m

b) El fasor del campo magnético de una onda plana tiene esta forma general en un medio sin pérdidas:
H = Hy h exp(—jk - 7)

Hay que encontrar Hyy h

_ Eo _ 100 _ g
= Ho= 70 = 190, = 027

m h es un vector unitario que cumple:

k=eéxh

siendo k el vector unitario en la direccién de propagacion de la onda, é, idem del vector campo eléctrico
de la onda y h, idem del vector campo magnético.

ho V3, L

2 2

& =2

obteniéndose h de:

&g 2

3.1 1 3
10 0 z—t;g—inhm:th:—ﬁ%:¥;
he hy h,



Con todo ello:

A/m

S 1
H =027 <—2y + ‘fz) exp [j (‘fy + 0’5z>

c) El flujo medio de potencia es una magnitud vectorial ya que la potencia fluye en una direccion y un sentido
y es valor medio del vector de Poynting:

— —

(S) :%Re (IE x ﬁ*)

J (égy + 0’52)]

E =100 2 exp

EJj. 3. 3. Sea una onda plana de 50 MHz cuyo campo eléctrico tiene una amplitud de 10 V/m. El
medio por el que se propaga no tiene pérdidas (¢ = 0) yenel quee, = 9y p, = 1. La onda se
propaga en el plano xy formando un angulo de 30° con respecto al eje = alejandose del origen de
coordenadas, y el campo eléctrico estd polarizado linealmente segtin el eje z. Escribir la expresiones
fasoriales y temporales de los campos eléctrico y magnético.

SOLUCION:

Las expresion fasorial del campo eléctrico es:

F— Eyé exp (—jE-F)
en donde, aparte de 7 que es la variable independiente (es decir un punto del espacio (x,y, z)), es necesario
averiguar:

» [a amplitud del campo Ey
= [a direccion de propagacion de la onda: k
= [a direccion del campo eléctrico: é

Y a partir de ella la del campo magnético,
H=Hyh exp (—jE~F)

que es casi inmediata ya que estd directamente relacionada con la del campo eléctrico a través de la impedancia
caracteristica del medio: 1.
Entonces:

= Amplitud del campo: es un dato del problema: Ey =10 V/m
= Direccion de propagacion de la onda. Es el vector k = |k|k = kk EI médulo viene dado por las carac-
teristicas del medio y la frecuencia de la onda:

k = w\/ep = wy/erequg = L\/a =32 m!

€o

k es un vector unitario que descansa en el plano xy (no tiene componente en z), que forma un dngulo de
307 con el eje x y que se aleja del origen de coordenadas, es decir, sus componentes son positivas:

k = cos 304 + sin 309
Con lo que:

k = 3'2(cos 30& + sin 309) = 2'84& + 16§ m "
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= Direccion de E: al estar polarizado linealmente segiin z solo tiene componente en este eje. El enunciado
no aporta ninguna restriccion que conduzca a pensar si es segiin +z o —z, por lo queda libre. Se elige
+Z con lo que
E=Ez

Por lo tanto:

E(xz,y,t) = 10 2 ¢ 7 (¥82+1'6y) V/m

Su expresion temporal:

E(z,y,t) = 105cos(5-107t — 28z — 1'6y)  V/m

El campo magnético de esta onda:

- Fy- -
H= —Ohexp (—jk‘ _’>
Ui
1 120
n= H: Ho :7707:771-:4071'9
€ €0€r 3 3
Y por tanto:
H = 20 o s@sa160) _ g 102 ¢ 5160

407

La direccion y sentido del campo magnético, dados por el vector unitario h, deben ser los mismos que los del
producto vectorial de E por H, es decir, los de k, direccion de avance de la onda. Si usamos vectores unitarios:

exh=k
Pero é =% y k = cos 30 + sin 30§ con lo que:
T g Z hy = sin30 =05
0 0 1 |=-cos30z+sin30y = —hyZ+hgyy = cos302+sin30y = hy = —cos30 = —0'87
hy hy h, h, = 0

Ya se pueden escribir las expresiones para el campo magnético:

H = 7'96 - 10-2(0'52 — 0'879)e— Z8+1'60) — (30/85 — 69/37) e I8 H68) 1y A/

H = (39’84 — 69'37) cos(5 - 107t — 28z — 1'6y) mA/m

EJ. 3. 4. Por un cable circula una corriente de I Amperios de forma homogénea por toda su seccién.
Comprobar que se cumple el teorema de Poynting, es decir que el flujo saliente de potencia a través
de una superficie cerrada es igual a la variacién temporal de potencia asociada a los campos eléctrico
y magnético, en el volumen definido por esa superficie, mas la potencia perdida por efecto Joule o
calentamiento también en ese volumen. En forma matematica:

N S Lo 0 Lo
- Ex H)dS = -Ed — D - Ed — B-Hd
[(£xmys= [ 75 5w ([ 5.6)
SOLUCION:

Este ejercicio muestra que las ondas planas viajan en cualquier medio, incluido el caso de un sélido como el
interior un cable. La corriente eléctrica circulante por él es el resultado de aplicar campos eléctricos y magnéti-
cos en el origen del circuito del que forma parte. Sea cual sea la fuente de alimentacion de este circuito, es la
responsable de la “onda’ que circula por el interior el cable.

Es evidente que el borde del cable supone una frontera con otro medio distinto, una cobertura protectora de
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pldstico, por ejemplo, o el aire. En ella habrd alguna transmision y reflexion mds o menos acentuada depen-
diendo de las caracteristicas de este plistico. Estas reflexiones se suman a los campos que ya hay en el cable
resultando en un campo medio que provoca la existencia de la corriente. Estos efectos se pueden despreciar v,
atin asi, llegar a resultados aceptables.

La corriente que circula por el cable es uniforme, de lo cual se deduce que sea lo que sea lo que la genera
(los campos E y H) no presenta variacién con el tiempo, con lo que los términos segundo y tercero del segundo

miembro son cero, quedando:
- [(Bxf)as= [ J-Eav
S 1%

Para responder a lo que pide el ejercicio debemos calcular cada uno de los dos miembros y verificar que se
llega al mismo resultado. Ello implica calcular los campos eléctrico y magnético, J y definir un volumen (con
su superficie envolvente) y aplicarlo en los dos miembros de la expresion. Si los resultados son el mismo, el
ejercicio queda resuelto. Antes es necesario elegir un sistema de coordenadas adecuado. Dado la forma que
presenta un cable, cilindrica, tomaremos el sistema de coordenadas cilindrico, colocando el eje Z en el eje del
cable.

= El volumen sobre el que se integra estd definido por el cable. Se toma una longitud arbitraria de cable L
para definirlo ya que se necesita un volumen cerrado. La superficie es la que envuelve este volumen.

» La densidad de la corriente .J es el flujo de cargas (en este caso electrones) que circulan por el cable por
unidad de superficie atravesada (amperios / m?). Como se dice que la corriente I es constante, se deduce
que ésta se reparte de manera homogénea por la seccién del cable (circular, S = 7a?, en donde a es el

radio del cable), con lo que:
I
J=—z
ma?
Se ha supuesto que la corriente circula en el sentido de z positivo.

= El campo E estd relacionado con J asi:

J=0oFE de donde E =

, L J T
i— z V/m
(2

oma?

= El campo H interviene en el primer miembro en la integral de superficie, por lo que solo nos interesa su
valor en los puntos de ésta, es decir en los puntos de la superficie lateral (valores de p = a) y en los de
las tapas. Por la simetria del problema, el flujo de H a través de la tapa inferior va a ser igual que el de
la tapa superior pero de signo contrario con lo que el aporte en el flujo total es cero y por lo tanto, no es
necesario calcular H en éstas.
El campo en los puntos de la superficie lateral viene dado por la expresion

a la que se llega aplicando la ley de Ampere (ver presentacion “Tema 1. Electrostdtica. Campo magnético”,
diapositiva 7)

Con todo ellos se acude a la expresion del teorema de Poynting en este caso (en el que la variacién con el tiempo
es cero):

» En el primer miembro se resuelve primero el integrando:

L I I . 12 ) r
E H = Z e = (2 = p
% <a7ra2 Z> . (27ra¢> 20m%a3 (2% 9) 20243 "

El diferencial de superficie, solo para el lateral (p = a), es: dS = a d¢ dz p

o . R 12 z= L 12 IQL 9
/S (E X H) 5=~ <m2a3p> ¢ / d¢/ T 20m2a? (@m)(L)(p-p) =  oma? Wim
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= Sequndo miembro:

Lo I I
/E-Jdv_/< 22>-<22>dv
74 v \oma Ta

La integral resultante se resuelve fécilmente si usamos coordenadas cilindricas:

12 a 27 L
/E JdV = / / / ——5 pdpdp dz = 2/pd,o/ dgi)/ dz =
$=0Jz=0 0 ( mz) o (ra?)” Jo 0 0
T 2

) ]“ I’L

2L = 3
0 oma

e |3 Wim

Merece la pena reparar en que a partir de la expresion de la resistencia presentada por un tramo de cable
de longitud L y radio a,

1L
R =
oS
Si se usa para obtener la potencia disipada:
P=I’R
se llega a la expresion obtenida en este ejercicio:
I* L
P = 3
ama

4. Ondas planas. Incidencia normal

EJ. 4. 1. Una onda plana se propaga por el vacio en la direccién 2 positiva. En z = 0 hay una interfaz
con el un medio caracterizado por €, = 2,25 y i, = 1. La conductividad ¢ en ambos medios es 0, es
decir, 01 = 0y 02 = 0. La expresién del campo eléctrico de esta onda en el medio 1 (z < 0) es:

Ei(z,t) = 24cos(10% — kz)j  V/m

Calcular:

a) Calcular £, I''y 7 en el medio 1.

b) Calcular el campo reflejado E, (z, t)

c) Calcular la potencia transmitida al medio 2.

SOLUCION:

a) k =w./pe = %. En este caso, al tratarse del vacio:

108 1
“3x108 3 "
F:772—771
N2+ m

En el medio 1, la impedancia caracteristica es la del vacio: my = 120w, y en el medio 2: ny = /‘6‘—22 =

\/iggf - \/e02'25 2'2 %770 - % +120m = 807 2

C80-12007 1
T80+ 1207 5
T =1+T=038]
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b)
E,(2,t) = Eol cos(wt — kz)j

Se tiene todos los datos del ejercicios, con lo que:

= 1
E,(z,t) = 24 - (—02) cos(108¢ + gz)g)

. 1
E,(z,t) = —4'8 cos(10%t + gz)g) V/m

c) La potencia transmitida al medio 2 viene dada por el vector de Poynting en cuya expresion se utilizan las
magnitudes correspondientes a este medio. Las caracteristicas del medio definen la impedancia caracteristi-

cas, ya calculada, y los campos estdn relacionados con los incidentes segiin las expresiones obtenidos en la
parte tedrica. Por lo tanto:

U T
(Sy) = iRe(Et x H)
Et = Ey;Texp(jk22)y

V22
ko = w M262:10875:1/2 rad/m
c

E, = 192 exp(—jz/2)

. Ey , 192 . oo 192 »
Hy = == exp(=jkaz)(=#) = g exp(—jz/2)(=#) = H} = g5 - exp(jz/2)(~2)
Finalmente: , 192
. iy ‘ 19’2 ) R R 19'2%
By x Hf = 19"2exp(—jz/2) - oo~ exp(jz/2)(§ x (=#)) = 55 —2
=~ 1(19,2)2 2
(S) = 5 s0r 2= 0733 2 W/m

Ej. 4. 2. El campo magnético de una onda plana que viaja por el vacio tiene la siguiente expresion:

ﬂ 2
H =22 cos (107t—2y—|—57r> A/m

Se pide:

a) Calcular el valor medio del vector de Poynting de esta onda en y = 0 (indicando su direccién y
sentido).

b) Laondallega a de manera perpendicular un plano que separa dos medios. Calcular la impedancia

caracteristica del medio 2 para que se refleje la mitad de la potencia incidente

SOLUCION:

a) Alindicarse que el medio presenta pérdidas al paso de la onda, se deduce que la constante de propagacion va

a ser compleja y por lo tanto es necesario calcular los pardmetros de la constante de propagacion X\, o y S.
El valor medio del vector de Poynting es (valor escalar):

E? E?
SY = —0 cosf = —2 cosh W/m?
5) 2|no 70 /

ya que el vacio es un medio sin pérdidas y por tanto n es real. También, sabiendo que Ey = Hono:

Homno)? H? 22.120 2
(S) = w(:059 = 200 s = 20T s 2T — 233 W/m?
210 2 2 5

16



Al ese valor hay que afiadirle el cardcter vectorial. El vector de Poynting tiene la misma direccién y sentido
que el de la propagacion de la onda, que se puede extraer del argumento del coseno en la expresion del campo
H. En este caso es:

k=2j

es decir, que la onda avanza en la direccién positiva del eje y, con lo cual:

=

(S§)=23395  W/m?

b) Laondava aincidir en la separacion entre los dos medios y la potencia reflejada vendrd dada por el coeficiente
de reflexion que es la relacion entre las amplitudes del campo reflejado y el incidente:

r - Lo _ 12—
Eoi  m24mo
en donde ya se ha sustituido la impedancia del medio 1 por su valor: la del vacio. La criterio impuesto es una
reflexion del 50 % de la potencia incidente, es decir:

(Sr) _ Eg/2n0 _ <E0r>2
(Si)  E§;/2n0 E;

En esta expresion la impedancia asociada a cada onda (incidente y reflejada) es la misma ya que las dos estin
en el mismo medio. El criterio de disefio es que la potencia reflejada sea el 50 % de la incidente:

<S7"> / <E07‘> /
=05=(— | =T=vV05=0707
(Si) Eo;
o — 1207

/ Ui /
U el —219 KQ
007 = e 7 72 9

5. Ondas planas. Incidencia oblicua

EJ. 5. 1. La superficie z = 0 separa el medio 1, vacio, (z < 0), del 2 (= > 0) caracterizado por ¢,2 = 2'5.
Una onda plana se propaga por el primero con un campo eléctrico dado por

—

E(z,z,t) = 8cos(wt — 4z — 32)y V/m
Calcular:

a) el angulo de incidencia y la frecuencia angular (w)
b) el campo eléctrico de la onda reflejada

c) el campo magnético de la onda transmitida

d) la densidad de potencia media transmitida.

SOLUCION:

a)
ki=dr+32 =k =43 + 32

El angulo que forma k con el vector unitario perpendicular a la superficie de separacion (z = 0) es el dngulo
de incidencia. Es decir, el dngulo forman k y Z, por lo tanto

k2=kcosl; = 3=1/(—4)%2+ (3)2cosb; = 0; = arcsing

La frecuencia angular estd relacionada con las caracteristicas del medio por el que se propaga la onda. En
este caso, en el medio 1 que es el vacio:

k=wioeo = 5= =>w=5-3-10° = 15- 105
€o
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b) La parte de campo reflejada viene dada por el coeficiente de reflexion:
E, = EyT ) cos(15-10° — 4z +32)§  endonde  Eg =8y

12 cos ©; — 11 cos Oy
T =

12 cos ©; — mp cos O

Calculemos las impedancias caracteristicas de cada medio.

1207
=120m € (vacio) , = =2384 Q
n "= \/ € € \/; V2’5

El dngulo de transmision se obtiene de la expresion que liga los pardmetros de los dos medios:
71 sin @; = 79 sin 6,

Como en este caso no hay pérdidas en ninguno de los dos medios:

jkysing; = jkosing, — sinf;, = Y G, = sing, = —Y0_ging,
W/ H2€2 v/ H0€0+/€r2
sinf; sinb3'13
sin 6, = = = 0, =30'4°
NN T '
Con todo ello ya se puede calcular T" | :
r, =-0'389

Y por tanto:

E, = =319 cos(15-10° — 4z — 32) V/m

c) Para calcular el campo magnético de la onda transmitida, primero buscamos el campo eléctrico transmitido.
Este viene dado por el coeficiente de transmision y la direccion de la onda transmitida.

E, = Eyy cos(wt — Et - T)Y

= Calculemos primero la direccién de la onda transmitida, que viene dada por k; que es un vector que
forma un dngulo 0, con la perpendicular a la superficie de separacion de los medios (z = 0). Sea t el
vector unitario en esta direccion, entonces:

Et == ’Et’]%t
k; = sin 0,4 + cos 0,2 = 050602 + 0/86252

- 10 - 108
|kt| = wy/p2es = \/erg 3108 V25 =79m !

ky = 7'9(0'50604 + 0’8625;3) —45+6'812 = k-7=4z+68lz
» En sequndo lugar la amplitud del campo transmitido: Egt, :

215 cos 0; 2-238'4cos53'13 0611
T = = =
= necost; +nicosfy 2384 cosH3, 13 + 1207 cos 30’4

Eur =8-0611 = 4’88 V/m
Con lo cual:
E; = 488 ¢ cos(15- 105 — 42 — 6'812)  V/m
Para calcular el campo Hy se hace uso de la expresion:

(i 5)

—

H:

=
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En la que k = k; = 0'50602 + 0/86252 y n = 1y

A~ ~

1 * y ’ 1
Ho="- | 05060 0 /8625 | = — (—4'2164 + 2/4732) cos(wt — k.7)
210 4'88cos(wt—k.7) 0 "2

Sustituyendo los valores de w, n2 y k.7 1o introducidos antes por sencillez:

H; = (—17'7& +10'52) cos(15 - 108t — 4z — 6'822)  mA/m

d) Elvalor medio del vector de Poynting se obtiene facilmente usando la version en fasor de los campos eléctrico,
E y magnético, H
O O
($) =3 []Et X Ht}

B, = 488§ exp (—j(4z 4+ 6'822)) vy Hy = (=177 + 10'52) - 1073 exp(—j (42 + 6'822))

. 1 T Y z 1
(S) = 3 0 4’88 0 = — (51242 — 86'42)
—177-10%* 0 10'5-1073

=,

(S) =25'622 —4322  mW/m?

Ej. 5. 2. Una onda EM caracterizada por su campo eléctrico:
E = (10§ + 52) cos(wt + 2y — 42) V/m

incide en una frontera que separa dos medios. Esta frontera es el plano z = 0. El medio 1, regién z < 0
es el vacio y el medio 2 (2 > 0) esté caracterizado por € = 4¢y y i1 = pg. Nota: w = 3 - 10® Calcular:

a) Angulos de incidencia, reflexién y transmisi6n.
b) Coeficientes de reflexién y transmision.
c) Campo eléctrico total en los medios 1y 2.

SOLUCION:

a) El plano de incidencia es el que contiene la trayectoria de la onda que estd expresada en la parte espacial
del argumento del coseno, es decir, los términos que contienen las variables espaciales x e y. Ademds estos
términos son el resultado del producto escalar entre ky, la constante de fase del medio 1, y el vector que ubica
un punto cualquiera ¥ = x2 + yy + z2. En este caso:

o 2
ki-7=—-2y+4z — ©; = arctan yi 26'56°

Otra manera de calcularlo es aplicar el hecho de que el dngulo pedido es el que forma la linea en la que se
propaga la onda con la normal del plano que separa los dos medios, pudiéndose calcular este dngulo mediante

el producto escalar de k y 2
ki-2=Fk.(1)cos©; — 4 = /22 + 42 cos ©;

0; = 26'56°

0, = ©; = 26'56° |

Para calcular el dngulo de transmision se usa la ley de Snell:

k
jk18in©; = jkosin ©y = sin ©; = k—lsin O,
2

) wy/poco . sin ©; ;
0 = ——— 0, = — |0, =12'9°
o= ST 4,
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b) Coeficiente de reflexion,

_ m2c080; — 11 cos Oy

72 cos O; + 11 cos O

m =120m, o = /£2 =, /4% = 60m Q
I=-0'371

Coeficiente de transmision:

2n cos ©); 2 - 607 cos(26, 56)
T = e
N cosO; +mycos©; 60w cos 26’56 4+ 1207 cos 12/92

c) En el medio 1 se superponen el campo incidente y el reflejado:

El = Ez + ET
El campo incidente es dato y el reflejado se obtiene a partir de coeficiente de reflexion:

= Su amplitud es E,o = Eyl’ = (—3'1795 — 1'8552)
= Su fase, el contenido de la funcion coseno, tiene dos partes, la temporal y la espacial.
o La temporal es la misma: wt
o La espacial estd dada por el resultado del producto escalar ki -7 Enél, l;:l es un vector cuyo
modulo es el mismo que para la onda incidente ya que las dos estdn en el mismo medio y que viene
dado por |k, |, y la direccion y sentido estd dado por la direccion de la onda reflejada en el medio
1. Sabiendo el dngulo de la onda reflejada se puede calcular ficilmente. Mds sencillo: dado que los
dngulos que forman las ondas incidente y reflejada son iguales, para la sequnda, su componente
en z tiene que ser la misma que para k1 pero de signo contrario, mientras que la componente en

es la misma, como ©, = ©;
k.= —29—4z2

Y entonces el campo reflejado es:
E, = (—3'71§ — 1'8552) cos(wt + 2 + 42)  V/m

Por lo tanto, el campo total es:

Er = (10§ 4 52) cos(3 - 10% + 2y — 42) + (—3'71§ — 1'855%) cos(3 - 105t + 2y +42)  V/m
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d) En el medio 2 el campo es:
EQ = EOiT COS(wt — EQ . F)
Eoir = (10§ + 52)0/63 = 63 + 3152
La constante de fase Eg tiene su médulo, dependiente de las caracteristicas del medio 2:
3 3-108 .
|k2|:w\/,u262:3-10 m:mﬂ:Q m

La direccién de avance estd dada por el dngulo de transmision. Con él ya se puede calcular un vector unitario
en esa direccion:

O, = 12/9° = ky = —sin 1292 + cos 12922 = —0/22 + 0/975%

ke = 2(—0'22 + 0'9752) = —0'445) + 1952

Ey = (6/'3) + 3'152) cos(3 - 10 + 0'4dy — 1'95z2)  V/m
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