VARIABLE REAL. 4° DE MATEMATICAS Curso 2021/22

HOJA 4 DE PROBLEMAS

1. a) La expresiéon < f,g >= fol f(z)g(x) dx define un producto escalar en C([0,1]). De-
mostrar que C([0, 1]) con este producto escalar no es un espacio de Hilbert.

b) La expresién < f,g >= [ f(x)g(x) dx define un producto escalar en C(R). Demos-
trar que C¢(R) con este producto escalar no es un espacio de Hilbert.

2. Demostrar que en un espacio pre-Hilbert (H, <, >) si ||z]| = ||y|| =1 y @ # v, se cumple
llx + y|| < 2. (Indicacién: usar la regla del paralelogramo.)

3. Demostrar que en un espacio pre-Hilbert se cumple la identidad de polarizacion:

<zy>==[lz+y|* - |z —yl* + iz +iy|?* —i]lz —iy|?] .

> =

4. Si (H, <, >) es un espacio pre-Hilbert, demostrar que para todo x € H se cumple

|z]| = sup | <z,y>].
lyl=1

5. a) Demostrar que la norma ||f||o definida en L*°([0, 1]) no puede provenir de un pro-
ducto escalar.

b) Demostar que L2(]0,1]) es el tinico espacio de Hilbert de entre todos los espacios
LP([0,1]), 0 < p < 0.
(Indicacién: probar que no se cumple la ley del paralelogramo)

6. Sea (H, <, >) un espacio de Hilbert.

a) Si F C H, demostrar que E1 es un subespacio vectorial cerrado de H.
b) Si M is un subespacio vectorial cerrado de H, demostar que (M+)+ = M .

c) Sea U = {uq}o un sistema ortonormal no finito. Demostrar que U es un conjunto
cerrado y acotado, pero no compacto.

d) Sixzg € Hy M es un subespacio vectorial cerrado de H, demostar que
min {||zg — x| : 2 € M} = max {| < zo,y >|: y€ ML, |ly| =1}.

e) Sea L : H — C lineal y continua, no identicamente nula. Probar que (Ker L)+ es un
espacio vectorial de dimensién 1.

7. a) Calcular min {f}l |23 — a — br — cz?|?dr : a,b,c € R}. (Indicacién: usar una base
ortonormal de los polinomios de grado 2 en L?([-1,1]).)
b) Encontrar

méx{‘/_ll 23g(x)dz| /_11 lg(z)|?dx =1, /_119(x)d:v = /_11 rg(x)dr = /_11 22g(x)dr = o}

Indicacién: Usar la parte a) anterior y el ejercicio 6 d).
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