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Continuidad en un punto

1) 3f(a)

f es continua en a cuando 2) limg—aq f(x)
3) lim,ora f(z) = f(a).

Definicién € — 0 :

f es continua en a cuando Ve > 0,30 > 0:|z—a| <J entonces |f(z)—f(a)l <e.

Discontinuidades
Cuando una funcién no cumple alguna de las tres condiciones de la definicién en un
punto a, se dice que la funcidén es discontinua en ese punto.

Discontinuidad evitable si el limite y el valor de la funcién no coinciden o bien la
funcién no estd definida existiendo el limite. En este caso la funcién puede redefinirse
en el punto de modo que coincidan.

Discontinuidad de salto cuando no existe limite, existiendo los limites laterales. El salto
puede ser finito, cuando ambos limites laterales son finitos, o infinito, en cuanto uno de
ellos lo sea.

Discontinuidad esencial cuando uno o ambos limites laterales no existan.



La funciones continuas tienen unas propiedades andlogas a las de los limites, que
enunciamos a continuacién:

Si f y g son continuas en a, entonces se tiene que

i) f+g es continua en a,

i) Af es continua en a, siendo A € R,

iii) f - g es continua en a,

iv)  es continua en a, si es g(a) # 0,

V) § es continua en a, si es g(a) # 0.
La siguiente propiedad para la composicién de funciones nos permitird poder calcular
algunos limites

Si lim f =by g es continua en b, entonces
Tr—a

lim g o f(2) = g(lim f(z)) = g(b)

T—ra T—ra

Empleando la propiedad anterior podemos decir que:

Si f es continua en a y g es continua en b = f(a), entonces la funcién
go f es continua en a.



Propiedades locales de funciones continuas

PROPIEDAD DE CONSERVACION DEL SIGNO

Si f es continua en a y ademas

a) es f(a) > 0, entonces 3§ > 0 tal que es f(z) > 0,Vz € (a — §;a + 9).
b) es f(a) < 0, entonces 3§ > 0 tal que es f(z) < 0,Vz € (a — J;a +9).

(Esta propiedad afirma que si una funcién es continua y positiva en un punto, es también
positiva en un intervalo que contiene a ese punto, y andlogamente si la funcién es negativa en
el punto.)

PROPIEDAD DE ACOTACION LOCAL
Si f es continua en el punto a entonces existe un ndmero ¢ > 0 tal que f es acotada
en el intervalo (a — d;a + 9).

(Esta propiedad afirma que toda funcién que es continua en un punto estd acotada en un
entorno del mismo.)



Funciones continuas en un intervalo

En un intervalo abierto la definicién es

f es continua en (a;b) cuando Vz € (a;b): f es continua en z.

En un intervalo cerrado se dice que

f es continua en (a;b),
f es continua en [a;b] cuando f es continua por la derecha en a,
f es continua por la izquierda en b.



Teoremas fundamentales de las funciones continuas

TEOREMA DE BOLZANO
Si f es continua en [a;b] y f(a)- f(b) < 0, entonces existe al menos un c € (a;b) tal
que f(c) =0.

(Este teorema afirma que si una funcién continua en el intervalo [a; b] toma valores de signo contrario en los extremos del
mismo, entonces necesariamente corta al eje de abscisas en algiin punto ¢ del intervalo.)

TEOREMA DE LOS VALORES INTERMEDIOS DE DARBOUX
Si f es continua en [a;b] y f(z1) < m < f(xz2), 1,22 € [a;b], entonces existe al
menos un ¢ € (z1;x2) tal que f(c) = m.

(Es decir, por el hecho de ser continua, la funcién toma todos los valores intermedios entre dos valores dados f(x1) y f(z2).)

TEOREMA DE LA ACOTACION DE WEIERSTRASS
Si f es continua en [a; b, entonces f estd acotada superior e inferiormente en [a; b].

(Por el hecho de ser continua en un intervalo cerrado la funcién estd acotada.)

TEOREMA DEL MAXIMO Y EL MI{NIMO DE WEIERSTRASS

Si f es continua en [a;b], entonces:

-. existe un punto x1 € [a;b] tal que f(z1) > f(z),Vx € [a;b]
-. existe otro punto x2 € [a;b] tal que f(z2) < f(x),Vz € [a;b].

(Es decir, existen puntos en el intervalo en los que la funcién toma su valor méximo y su valor minimo; el méximo se alcanza al
menos para un z1 y el minimo al menos para un z3.)



Mas Propiedades

1). Si f es continua e inyectiva en [a; b] entonces f es estrictamente creciente o
decreciente en [a; b].

2). Si f es continua y estrictamente creciente o decreciente en [a;b] entonces es
inyectiva.

3).=1)+2)] Si f es continua en [a; b] entonces
es inyectiva <> es estrictamente creciente o decreciente.

4). Si f es continua e inyectiva en [a;b], su funcién inversa f~' es también continua e
inyectiva. Ademds, si f es estrictamente creciente, f~1 también es estrictamente
creciente y si f es estrictamente decreciente, f~' también es estrictamente decreciente.



