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Definicion de probabilidad

e La probabilidad nos permite enfrentarnos a experimentos en los que los
resultados son inciertos — experimentos aleatorios.

e Todos tenemos un concepto intuitivo de probabilidad...

Ejemplo: Probabilidad
e ;Cudl es la probabilidad de obtener un 1 cuando tiramos un dado?
e ;Cudl es la probabilidad de obtener un 1 o un 3 en la siguiente tirada?

e ;Cudl es la probabilidad de obtener un 1, 2, 3, 4, 5, 6 en la siguiente
tirada?

e ;Cual es la probabilidad de no obtener un 17
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Espacio muestral

Llamamos espacio muestral Q al conjunto de todos los posibles resultados de
un experimento.
Ejemplo: Espacio muestral

e Lanzamiento de un dado de 6 caras: Q = {1,2,3,4,5,6}.

e Lanzamiento de 2 dados de 6 caras: 2 = S x S siendo S = {1,2,3,4,5,6}.

e En un experimento que determina el sexo de un feto:
Q = {Masculino, Femenino}.

e En una carrera entre 3 galgos:
Q = {Todos los ordenamientos posibles de (1,2,3)}.

e El tiempo hasta el siguiente fallo de un componente mecdnico:
Q= (0,00).
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e Lanzamiento de un dado de 6 caras: A= {1}, B = {2}, AUB ={1,2}.
e Lanzamiento de dos dados de 6 caras:
A = {Sacar un 1 en el primer lanzamiento} = {1} x S,
B = {Sacar un 2 en el primer lanzamiento} = {2} x S,
AU B = {Sacar un 1 o un 2 en el primer lanzamiento} = {1,2} x S,
AN B = {Sacar un 1y un 2 en el primer lanzamiento} = (). Decimos que
Ay B son mutuamente excluyentes.

e Determinacién del sexo de un feto:



Llamamos evento a cualquier subconjunto de Q.
Ejemplo: Ejemplos de posibles eventos

e Lanzamiento de un dado de 6 caras: A= {1}, B = {2}, AUB ={1,2}.
e Lanzamiento de dos dados de 6 caras:
A = {Sacar un 1 en el primer lanzamiento} = {1} x S,
B = {Sacar un 2 en el primer lanzamiento} = {2} x S,
AU B = {Sacar un 1 o un 2 en el primer lanzamiento} = {1,2} x S,
AN B = {Sacar un 1y un 2 en el primer lanzamiento} = (). Decimos que
Ay B son mutuamente excluyentes.
e Determinacién del sexo de un feto:
M = {Masculino}, F = {Femenino}, MU F =Q

e En una carrera entre 3 galgos:



Llamamos evento a cualquier subconjunto de Q.
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e Lanzamiento de dos dados de 6 caras:
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Llamamos evento a cualquier subconjunto de Q.
Ejemplo: Ejemplos de posibles eventos
e Lanzamiento de un dado de 6 caras: A= {1}, B = {2}, AUB ={1,2}.

e Lanzamiento de dos dados de 6 caras:
A = {Sacar un 1 en el primer lanzamiento} = {1} x S,
B = {Sacar un 2 en el primer lanzamiento} = {2} x S,
AU B = {Sacar un 1 o un 2 en el primer lanzamiento} = {1,2} x S,
AN B = {Sacar un 1y un 2 en el primer lanzamiento} = (). Decimos que
Ay B son mutuamente excluyentes.
e Determinacién del sexo de un feto:
M = {Masculino}, F = {Femenino}, MU F =Q
e En una carrera entre 3 galgos:
A = {Todos los resultados que comiencen por 1},
A¢ = {Todos los resultados que no comiencen por 1}. Llamamos a A el

complemento de A.

e Tiempo hasta el siguiente fallo: A = (0,5), B = (2,10), An B = (2,5).



Algebra de los eventos

e Decimos que A implica a B'si AC B.
e SSACByBCA—-A=B

e Leyes conmutativas:
EUF=FUE ENF=FnNE.
e Leyes asociativas :

(EUF)UG=EU(FUG) (ENF)NG=EN(FNG)

Leyes distributivas:
(EUF)NG=(ENG)U(ENG)

(ENF)UG=(EUG)N(EUG)

Leyes de Morgan:
(EUF)=E°NF*

(ENF)=E“UF*



Diagramas de Venn
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(c) Shaded region: E°

(a) Shaded region: EU F (b) Shaded region: EF

Ejercicio: Diagramas de Venn
Prueba la primera ley distributiva usando los diagramas de Venn.



Diagramas de Venn
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(a) Shaded region: EU F (b) Shaded region: EF (c) Shaded region: E°

Ejercicio: Diagramas de Venn
Prueba la primera ley distributiva usando los diagramas de Venn.

Ejercicio: Diagramas de Venn
Prueba la primera ley de Morgan usando diagramas de Venn.



Axiomas de la probabilidad

Para cualquier evento E del espacio Q se verifica:
1. P(E) > 0.
2. P(Q)=1.
3. Para cualquier secuencia de sucesos

mutuamente exclusivos Ei, E, ... (esto es,
ENE =0sii#j:

P(OE,)ZXH:P(E,) n:1,2,...7oo.
i=1 i=1

Axiomas de Kolmogorov.



Teoremas de la probabilidad

1. Si E1 C E; entonces P(E1) < P(E;) y P(Ex — E1) = P(E>) — P(Ey).

2. Para todo evento E, 0 < P(E) < 1.

3. P(0) =0.

4. P(E°)=1- P(E).

5. Férmulas de inclusién-exclusién:
PEEUEU---UE)=5—%45— -+ (=1)"°S,_1 4+ (-1)""'S,,
con S = > P(E, NE,---NE)

1<ih<ip<-<ix<n
51 P(EUF)=P(E)+ P(F)— P(ENF)
52 P(EUFUG) =
P(E)+ P(F)+ P(G) —P(ENF) — P(ENG) — P(FNG)+ P(ENFNG)



Teoremas de la probabilidad

Ejercicio: Teoremas de la probabilidad
Demostrar los anteriores teoremas de la probabilidad (Del 5, solo el 5.1).

Ejercicio: Aplicacion de la probabilidad

El 28 % de los hombres que viven en Springfield fuma cigarrillos, el 6 % fuma
puros y el 3% fuma tanto cigarrillos como puros. ; Cudl es la probabilidad de
que una persona no fume? Si definimos la cuota a favor de un evento E como
P(E)/P(E®), {Cudl es la cuota de que una persona no fume?

10



Asignacion de probabilidad en espacios
finitos equiprobables



Espacios con resultados equiprobables

Si un espacio muestral Q consta de un nidmero finito de resultados ey,

€, ..., en, entonces:
P(E1)+ P(E2) +---+ P(E,) =1,

donde E; = {e;} son eventos elementales. Si suponemos que cada los eventos
elementales son equiprobables, deducimos que

Regla de Laplace:
Si un evento cualquiera E consta de h eventos
sencillos:

P(E) = ﬁ _ n2 de casos favorables
" n n2de casos totales

11



Regla de Laplace y el andlisis combinatorio

Ejercicio: Regla de Laplace
Lanzamos un dado. j Cudl es la probabilidad de un 2 o un 3?7 Formaliza tu

razonamiento y usa la regla de Laplace.

En algunos casos es posible la enumeracién directa de los casos favorables para
obtener las probabilidades, sin embargo, no siempre es posible...

Ejemplo: Regla de Laplace
i Cual es la probabilidad de obtener una mano de tres espadas y dos copas de

una baraja espafiola?

12



Regla de Laplace y el andlisis combinatorio

Ejercicio: Regla de Laplace
Lanzamos un dado. j Cudl es la probabilidad de un 2 o un 3?7 Formaliza tu

razonamiento y usa la regla de Laplace.

En algunos casos es posible la enumeracién directa de los casos favorables para
obtener las probabilidades, sin embargo, no siempre es posible...

Ejemplo: Regla de Laplace

i Cual es la probabilidad de obtener una mano de tres espadas y dos copas de
una baraja espafiola? Es decir, hay que contar el nimero de maneras distintas

que hay de obtener tres espadas y dos copas...

Necesitamos desarrollar una manera sofisticada de contar — analisis

combinatorio

12



Asignacién de probabilidad en espacios
finitos equiprobables

Analisis combinatorio



Principios basicos

El primer método para contar consiste en establecer una correspondencia
biyectiva entre el conjunto que se desea contar y un conjunto con n elementos.

Ejemplo: Aplicaciones biyectivas
i Cuantos miltiplos de 7 hay entre 39 y 2927

13



Principios basicos

El primer método para contar consiste en establecer una correspondencia
biyectiva entre el conjunto que se desea contar y un conjunto con n elementos.

Ejemplo: Aplicaciones biyectivas
i Cuantos miltiplos de 7 hay entre 39 y 2927 Considera la correspondencia

i< 7(5+1).

Desde el 42 = 7(5 + 1) hasta el 287 = 7(5 + 36) hay 36 miiltiplos de 7.

13



Procedimiento constructivo

Ejemplo: Método constructivo
i Cuantas palabras distintas de cinco letras diferentes pueden formarse con las letras A,

E, I, L, M, N, P, de forma que haya una vocal en la primera posicién?

14
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Procedimiento constructivo

Ejemplo: Método constructivo
i Cuantas palabras distintas de cinco letras diferentes pueden formarse con las letras A,

E, I, L, M, N, P, de forma que haya una vocal en la primera posicién? Vamos a
formar todas las palabras posibles rellenando

La primera posicién tiene que ser una vocal, por lo que hay 3 posibles elecciones (A,
E, I):

La segunda letra puede ser cualquiera, siempre que sea distinta a la primera. Esto nos
deja 6 posibles opciones.
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Procedimiento constructivo

Ejemplo: Método constructivo
i Cuantas palabras distintas de cinco letras diferentes pueden formarse con las letras A,

E, I, L, M, N, P, de forma que haya una vocal en la primera posicién? Vamos a
formar todas las palabras posibles rellenando

La primera posicién tiene que ser una vocal, por lo que hay 3 posibles elecciones (A,
E, I):

La segunda letra puede ser cualquiera, siempre que sea distinta a la primera. Esto nos

deja 6 posibles opciones.
-

3 6
Procediendo de forma similar:
=

3 6 5 4 3

por lo que hay 3-6-5-4-3 = 1080 palabras distintas.

14



Método constructivo y el principio fundamental del conteo

El resultado de la transparencia anterior obedece al siguiente principio:

Principio fundamental del conteo (principio de multiplicacién)
Sean Ei, Ey, - -+ E, conjuntos finitos no vacios. Entonces:

B % B x -+ Eo| = |Bi[|Ex -+ ||

15



Patrones usuales

Veamos ahora algunos de los patrones mas repetidos en combinatoria. No
siempre es recomendable tratar de reducir un problema a un patron.
Generalmente, es preferible emplear el método constructivo.

Ejemplo: Permutaciones
iDe cudntas formas distintas pueden ordenarse en fila 5 personas?
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Patrones usuales

Veamos ahora algunos de los patrones mas repetidos en combinatoria. No
siempre es recomendable tratar de reducir un problema a un patron.
Generalmente, es preferible emplear el método constructivo.

Ejemplo: Permutaciones
iDe cudntas formas distintas pueden ordenarse en fila 5 personas?

Nl i\t i RN
5 4 3 2 1

y por tanto, el nimero de ordenaciones distintas es 5-4-3-2- 1.
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5 4 3 2 1

y por tanto, el nimero de ordenaciones distintas es 5-4-3-2- 1.

Este patrén es tan habitual que se ha definido una notacién especial:
5/ =5.4.3.2.1.

Donde n! se lee factorial de n. Por convenio se asume que 0! = 1.
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n objetos pueden ordenarse en fila de n! maneras distintas.
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Patrones usuales

Veamos ahora algunos de los patrones mas repetidos en combinatoria. No
siempre es recomendable tratar de reducir un problema a un patron.
Generalmente, es preferible emplear el método constructivo.

Ejemplo: Permutaciones
iDe cudntas formas distintas pueden ordenarse en fila 5 personas?

N~~~

5 4 3 2 1

y por tanto, el nimero de ordenaciones distintas es 5-4-3-2- 1.

Este patrén es tan habitual que se ha definido una notacién especial:
5/ =5.4.3.2.1.

Donde n! se lee factorial de n. Por convenio se asume que 0! = 1.

Permutaciones

n objetos pueden ordenarse en fila de n! maneras distintas. Llamamos a este
patrén permutacion, ya que una permutacion es la variacién de la posicién de
los elementos de un conjunto.

16



Permutaciones con repeticion

Cuando los objetos no son todos distintos, tenemos un nuevo patrén.

Ejemplo: Permutaciones con repeticion
En un bar, cinco amigos han pedido tres cafés y dos caiias. jDe cuantas formas

pueden repartirse las bebidas?

17



Permutaciones con repeticion

Cuando los objetos no son todos distintos, tenemos un nuevo patrén.

Ejemplo: Permutaciones con repeticion

En un bar, cinco amigos han pedido tres cafés y dos caiias. jDe cuantas formas
pueden repartirse las bebidas? Si los cafés y cervezas fueran todos distintos
(distintas marcas o tipos), habria 5! = 120 formas distintas de repartirse las
bebidas. En este supuesto, una posible reparticién seria:
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Permutaciones con repeticion

Cuando los objetos no son todos distintos, tenemos un nuevo patrén.

Ejemplo: Permutaciones con repeticion

En un bar, cinco amigos han pedido tres cafés y dos caiias. jDe cuantas formas
pueden repartirse las bebidas? Si los cafés y cervezas fueran todos distintos
(distintas marcas o tipos), habria 5! = 120 formas distintas de repartirse las
bebidas. En este supuesto, una posible reparticién seria:

Ahora bien, en este ejemplo los cafés son idénticos por lo que, tras efectuarse el
reparto, los tres cafés pueden permutarse entre si, sin alterar el resultado. Por
tanto, GGG GP1P, GCGGPiP, GG GPIP, GGGPIP,, GG GPLP:,
3G G P1P; son indistinguibles y deberian contarse como un solo caso.

17



Permutaciones con repeticion

Cuando los objetos no son todos distintos, tenemos un nuevo patrén.

Ejemplo: Permutaciones con repeticion

En un bar, cinco amigos han pedido tres cafés y dos caiias. jDe cuantas formas
pueden repartirse las bebidas? Si los cafés y cervezas fueran todos distintos
(distintas marcas o tipos), habria 5! = 120 formas distintas de repartirse las
bebidas. En este supuesto, una posible reparticién seria:

Ahora bien, en este ejemplo los cafés son idénticos por lo que, tras efectuarse el
reparto, los tres cafés pueden permutarse entre si, sin alterar el resultado. Por
tanto, GGG GP1P, GCGGPiP, GG GPIP, GGGPIP,, GG GPLP:,
3G G P1P; son indistinguibles y deberian contarse como un solo caso.

Asi pues, los 120 casos iniciales los podemos agrupar en grupos de 3! = 6 que
no presentan diferencias apreciables, quedando 120/6 = 20 casos. Razonando
de forma andloga con la cerveza, quedarian finalmente

5!

3021 = 10 casos.

17



Permutaciones con repeticion

Permutaciones con repeticion
Una coleccién de n objectos clasificados en k clases de objetos idénticos entre

si, el primero con n; objectos, el segundo con ny, ... se puede ordenar en fila de

n!
n1!n2! e nk!

formas distintas.

18



Variaciones

Ejemplo: Permutaciones
iDe cudntas formas puede acabar el podio de una carrera en la que compiten

10 atletas?

19



Variaciones

Ejemplo: Permutaciones
iDe cudntas formas puede acabar el podio de una carrera en la que compiten

10 atletas? Usando el método constructivo obtenemos

Oro Plata Bronce |

~~ ~~
10 8

{

Variaciones
Supdn que tenemos n objetos diferentes y queremos ordenar r de estos en

linea. El nimero de arreglos diferentes es

n!

Nos referimos a esta expresién como el nimero de variaciones de n objetos

nn—1)(n=2)--(n—r+1)=

tomados de r en r.

19



Variaciones con repeticion

Ejemplo: Variaciones con repeticion
i Cuantas cadenas de 5 bits existen?

20



Variaciones con repeticion

Ejemplo: Variaciones con repeticion
i Cuantas cadenas de 5 bits existen?

Usando el método constructivo obtenemos

NN’ g RN
2 2 2 2 2

por lo que existen 2° cadenas distintas.
Variaciones con repeticion

El nidmero de variaciones con repeticion de r elementos tomados entre n es de

n".

20



Combinaciones

Ejemplo: Grupos de 3 letras
i Cudntos grupos de 3 letras (sin importar el orden) pueden formarse a partir de

A B C D, E?

21



Combinaciones

Ejemplo: Grupos de 3 letras
i Cudntos grupos de 3 letras (sin importar el orden) pueden formarse a partir de

A B C D, E?
Hay 5 formas de seleccionar el primer item, 4 de seleccionar el segundo y 3 de
seleccionar el tercero. Por tanto, hay

5.4.3

formas de seleccionar un grupo de 3 en la que el orden si importa. En este
ejemplo, cada grupo concreto de 3 letras, por ejemplo, A B C serd contado 6
veces (todas las permutaciones): ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA. Dado
que para nosotros este deberia ser un solo caso, dividimos 5 - 4 - 3 entre 6:

5.4.3

10.
3-2-1 0

21



Combinaciones

Combinaciones
El nimero de subconjuntos distintos con r elementos que pueden extraerse de

un conjunto de n elementos es

n\ _ n!
ri(n—r)l’

donde (’r’) recibe el nombre de niimero combinatorio. Los subconjuntos de
tamano r de un conjunto de n elementos suelen llamarse combinaciones de r
elementos tomados entre n.

22



Ejemplo: Repartos
i Cuantas formas hay de repartir 8 caramelos iguales entre tres nifos?

23



Ejemplo: Repartos
i Cuantas formas hay de repartir 8 caramelos iguales entre tres niflos? Podemos

razonar pensando en que hay que repartir 8 bolas idénticas en 3 urnas. Las 3
urnas pueden representarse con 4 barras, y las bolas, con circulos. Por ejemplo:

Necesitamos 4 | y 8 o para representar la distribucién. Sin embargo, la barra del
principio y la del final estdn fijas. Los restantes 8 +4 — 2 = 10 simbolos se
pueden elegir en orden arbitrario. Hay por tanto

<180> = 45 repartos posibles.

23



Repartos
Existen

(")

formas distintas de repartir r objetos iguales en n grupos.

24



Asignacion de probabilidad en espacios
finitos equiprobables

Ejercicios



Ejercicios

Eg:eurgllcelgla probabilidad de obtener una mano de tres espadas y dos copas de
una baraja espaiiola?

Ejercicio:

La combinacién de una caja fuerte consiste en 5 cifras distintas ; Cudntas
combinaciones tendras que probar como maximo para abrirla? ;Y si cada cifra
sblo tuviese que ser distinta de la anterior? ;Y si pudieses repetir cualquier
cifra?

Ejercicio:

El préximo Enero vas a visitar las ciudades A, B, C, D. Si cada visita requiere
un dia jDe cudntas formas distintas puedes programar tus viajes?

25



Ejercicios

Ejercicio:

iDe cudntas formas distintas pueden sentarse en 6 butacas consecutivas tres
chicas y tres chicos, de forma que no haya dos chicas ni dos chicos
consecutivos?

Ejercicio: o

i Cuantas palabras distintas de 8 letras pueden formarse con a,a,a,b,b,c,c,d?
Ejercicio:

Un comité de tamafio 5 se selecciona al azar entre un grupo de 6 hombres y 9
mujeres. j Cudl es la probabilidad de que el comité consista en 3 hombres y 2
mujeres?
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Ejercicios

Ejercicio:
Si se lanzan r dados iguales, j Cudntos resultados diferentes son posibles?

Ejercicio:

Durante el mes de Enero, deseas viajar a las ciudades A, B, C, D en este orden.
i Cuantas formas distintas de viajar tienes?

Ejercicio:

En un lanzamiento de dos dados. j De cuantas formas se puede obtener un 7 o
un 87
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Ejercicios

Ejercicio:
Dos bolas se sacan al azar de una urna que contiene 6 bolas blancas y 5 negras.

i Cual es la probabilidad de que una de las bolas sea blanca y la otra negra?

Ejercicio:
i Cuantos miltiplos de 6 hay con tres cifras que empiecen por cuatro?

Ejercicio:

En una clase de estadistica hay 6 alumnos de ADE y 4 informdticos. Los
alumnos reciben un ranking dependiendo de su nota en un examen. Asumiendo
que no hay notas repetidas, ;Cudntos rankings posibles hay? ; Cudl es la
probabilidad de que los 4 informaticos obtengan los 4 primeros puestos del
ranking?
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Ejercicios

Ejercicio:

i Cudntas manos distintas puede recibir un jugador de pdker? (5 cartas de una
baraja de 52 cartas).

Ejercicio:

Un alumno tiene 10 libros: 4 de mates, 3 de programacién, 2 de historia y uno
de inglés. jDe cudntas formas se pueden ordenar los libros si el alumno quiere
mantenerlos agrupados por tematica?

Ejercicio:

Elegimos un nidmero al azar entre 1 y 1000, ;cudl es la probabilidad de que el
nimero sea divisible por 3, 5 0 67
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Ejercicios

Ejercicio:
En una carrera participan 7 atletas, ; Cuantas listas de llegada son posibles? Si

hay 3 ingleses, 2 franceses, un portugués y un espafol, jde cudntas maneras

y g p guesy p i

pueden figurar en la lista de llegada las banderas nacionales?

Ejercicio:

Asumiendo que r > n, jde cudntas formas se pueden distribuir r bolas idénticas

en n urnas sin que ninguna quede vacia?
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El problema de los cumpleaiios

Ejercicio:

Si hay n personas en una clase, jCudl es la probabilidad de que ningin par de
personas celebren el cumpleafnos el mismo dia? ;Y la de que haya a%menos una
coincidencia? Calcula una tabla de la probabilidad de coincidencia para varios
valores de n jCudnto tiene que valer n para que la probabilidad sea mayor que

1/27
n 5.00 10.00 15.00 20.00 25.00 30.00 35.00 40.00 45.00 50.00
P.coincidencia. 0.03 0.12 0.25 0.41 0.57 0.71 0.81 0.89 0.94 0.97
Stirling 0.03 0.12 0.25 0.41 0.56 0.70 0.80 0.88 0.93 0.97
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Simulaciones

Ulam y Von Neumann

Podemos explotar la capacidad de los
ordenadores de sacar nimeros
pseudoaleatorios para simular
probabilidades. Muchas veces nos
referimos a estas técnicas como
métodos de Monte Carlo.

Los métodos de Monte Carlo fueron
inventados por Ulam y Von Neumann
mientras trabajaban en el proyecto
Manhattan. Su nombre estd inspirado
por los casinos de Monte Carlo.

32



Simulaciones

Ejercicio: Simulaciones
i Cual es la probabilidad de sacar un 6 en una tirada de un dado?

possible_outcomes = 1:6
trial = sample(possible_outcomes, 1)

has_occurred = (trial == 6)

nb_sims = 100000

events = replicate(nb_sims, {
trial = sample(possible_outcomes, 1)
(trial == 6)

}9)

cat("Pr = ", sum(events) / nb_sims)

## Pr = 0.16581
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Simulaciones

Ejercicio: Simulaciones
i Cual es la probabilidad de sacar 3 caras en 3 tiradas de una moneda?

trial = sample(0:1, 3, replace = TRUE)

has_occurred = (sum(trial) == 3)

nb_sims = 50000

events = replicate(nb_sims, {
trial = sample(0:1, 3, replace = TRUE)
(sum(trial) == 3)

I2)

cat("Pr = ", sum(events) / nb_sims)

## Pr = 0.12738
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Simulaciones

Ejercicio: Simulaciones

En una urna hay 3 bolas rojas numeradas del 1 al 3 y 3 bolas negras numeradas
del 1 al 3. Sacamos dos bolas, jProbabilidad de sacar dos treses o una bola
negra y otra blanca?

balls = paste(c('B', 'N'), rep(1:3, each = 2), sep = '_")
nb_sims = 50000

events = replicate(nb_sims, {
trial = sample(balls, 2, replace = FALSE)

colors = strsplit(trial, '_') %>% sapply(function(x) x[[1]]) %>% sort
numbers = strsplit(trial, '_') %>% sapply(function(x) x[[2]]) %>% as.numeric
(all(numbers == c(3, 3)) || all(colors == c('B', 'N')))

bH

cat("Pr = ", sum(events) / nb_sims)

## Pr = 0.5982

35



Simulaciones

Ejercicio: Simulaciones
Elegimos un niimero al azar entre 1 y 1000, jcudl es la probabilidad de que el

ndmero sea divisible por 3, 5 0 67

Ejercicio: Simulaciones
Se reparten 5 cartas de una baraja espafiola (40 cartas con 4 palos distintos).

i Cual es la probabilidad de obtener tres espadas y dos copas?
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Probabilidad condicionada

Ejemplo:
El profesor saca un alumno al azar a la pizarra jCudl es la probabilidad de que

te toque? ;Cudl es la probabilidad de que te toque sabiendo que el alumno
afortunado estudia ADE?

Ejemplo:
Se tiran dos dados. ;jCudl es la probabilidad de que los dos dados sumen 8?
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Probabilidad condicionada

Ejemplo:
El profesor saca un alumno al azar a la pizarra jCudl es la probabilidad de que

te toque? ;Cudl es la probabilidad de que te toque sabiendo que el alumno
afortunado estudia ADE?

Ejemplo:

Se tiran dos dados. ;Cudl es la probabilidad de que los dos dados sumen 87 El
niimero de casos favorables es 5: (2,6), (3,5), (4,4), (5, 3), (6, 2). Por tanto

P(sumen 8) = 5/36.

37



Probabilidad condicionada

Ejemplo:
El profesor saca un alumno al azar a la pizarra jCudl es la probabilidad de que

te toque? ;Cudl es la probabilidad de que te toque sabiendo que el alumno
afortunado estudia ADE?

Ejemplo:

Se tiran dos dados. ;Cudl es la probabilidad de que los dos dados sumen 87 El

niimero de casos favorables es 5: (2,6), (3,5), (4,4), (5, 3), (6, 2). Por tanto
P(sumen 8) = 5/36.

En la primera tirada sale un 3, j Cudl es la probabilidad de que los dos dados
sumen 87 Sabiendo que el primer dado es 3, sélo hay un caso favorable: (3,5)
entre los 6 casos posibles (3,1),(3,2),---(3,6), por lo que

P(sumen 8 | primera tirada es 3) = 1/6.
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Probabilidad condicionada

Probabilidad condicionada
Del ejemplo anterior, y siguiendo la regla de Laplace, deducimos que:

n2 de casos favorables de E y F

P(E | F) =
(E[F) n? de casos favorables de F

Si dividimos el numerador y denominador por el nimero de casos posibles:

P(ENF)

P(E|F) = =5

Ejercicio: Probabilidad condicionada
Tenemos una muestras de transistores de los cuales 5 son totalmente

defectuosos (fallan en cuento lo usamos), 10 son parcialmente defectuosos
(aguantan un par de semanas en uso) y 25 son buenos. Cogemos un transistor
al azar y lo probamos. ;Cudl es la probabilidad de que el transistor sea bueno si
no ha fallado inmediatamente?
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Probabilidad condicionada

También podemos emplear la férmula en sentido contrario:

P(E N F) = P(E|F)P(F) = P(F|E)P(E)

Ejercicio: Probabilidad condicionada
Existe un 30 % de probabilidad de que tu empresa cree una nueva delegacién

en Toledo. Si es asi, existe un 60 % de probabilidad de que te den el puesto de
“informatico jefe”. ; Cudl es la probabilidad de que seas elegido informatico jefe
en Toledo?

39



Formula de Bayes

Podemos expresar E como E=ENFUENF°. ENFy ENFson
mutuamente excluyentes, por lo que usando el Axioma 3:

P(E)y=P(ENF)+ P(ENF°)=P(F)P(E| F)+ P(F°)P(E | F%).

Ejercicio: Probabilidad condicionada
Existen dos urnas. La primera tiene dos bolas blancas y una negra; la segunda

tiene una blanca y tres negras. Se lanza una moneda al aire. Si sale cara, se
saca una bola de la primera urna; si sale cruz, se saca de la segunda. ;Cudl es
la probabilidad de sacar una bola negra?

Ejercicio:

Un laboratorio hace una prueba sanguinea para detectar una enfermedad.
Dicho experimento detecta la enfermedad un 99 % de las veces si la
enfermedad estd realmente presente en la sangre. Sin embargo, también existen
"falsos positivos”: hay un 1% de probabilidad de que a una persona sana se le
detecte la enfermedad. Si solo el 0.5% de la poblacién padece la enfermedad,
i Cual es la probabilidad de que una persona tenga realmente la enfermedad si
el test ha salido positivo?
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Formula de Bayes

Ejercicio:
Un estudiante estd haciendo un test con m opciones. Un estudiante sabe la

respuesta de una pregunta con probabilidad p. Si no sabe la respuesta,
responde al azar. j Cudl es la probabilidad de que un estudiante supiese
realmente la respuesta a una pregunta si la ha contestado correctamente?
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Formula de Bayes

Podemos generalizar
P(E) = P(F)P(E | F)+ P(F°)P(E | F)
usando una particién de Q: Fi, F2, -+, F,, de forma que

FinFi=0  sii#],

n
UFr =2
i=1
En este caso .,
E=JEnF,
i=1
y usando el hecho de que los F; son mutuamente exclusivos:

N

P(E)=Y_P(F)P(E| F).

i=1
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Formula de Bayes

Férmula de Bayes
Supdn que E ocurre y que estamos interesados en

determinar qué F; ha ocurrido.

P(F)P(E | F;)

P(Fi | E) = =w :
>imy P(R)P(E | Fi)

Thomas Bayes.
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Formula de Bayes

Férmula de Bayes
Supdn que E ocurre y que estamos interesados en

determinar qué F; ha ocurrido.
P(F)P(E|F)
S P(F)P(E | F)

P(F; | E) =

Thomas Bayes.

Ejercicio: Férmula de Bayes
Partiendo de la expresion de la probabilidad condicionada, vuelve a derivar por

ti mismo la férmula de Bayes.
Ejercicio:
En el problema de las monedas y las urnas, jcudl es la probabilidad de que haya

salido cara la moneda si la bola extraida ha sido negra? jy si ha sido blanca?
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Independencia de sucesos

En los ejemplos de la seccién anterior muestran que, en general P(E | F) es
distinto de P(E). Sin embargo, es posible imaginar situaciones en las que el
conocimiento de F no afecte a P(E | F).

Ejemplo: Independencia de sucesos
Sea E el evento “sacar un 5 en la tirada de un dado” y F el evento “Hoy

llueve”. Parece Iégico suponer que P(E) = P(E | F).
Si P(E) = P(E | F), se sigue que
P(ENF) = P(E)P(F).

Ejercicio: Independencia de sucesos
Demuestra que

P(E)=P(E | F)«< P(ENF) = P(E)P(F).
Independencia de sucesos
Dos sucesos E y F se dicen independientes si

P(ENF)= P(E)P(F).



Independencia de sucesos

Ejercicio: Independencia de sucesos
Demuestra que si Ay B son sucesos independientes, también los son Ay B°.

Ejercicio: Independencia de sucesos

Se lanza una moneda y un dado. ;Son independientes los sucesos de obtener
cara con la moneda y obtener mas de 2 con el dado?

Ejercicio: Independencia de sucesos

Un sistema se dice en paralelo si funciona cuando al menos uno de sus

componentes funciona.

Si la probabilidad de que el componente i-ésimo funcione es p;, i Cudl es la
probabilidad de que el sistema funcione?
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