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Distribuciones discretas

Distribucion binomial



Distribucion binomial

Se tira una moneda n veces. Si p es la probabilidad de cara, jcémo se
distribuye la VA X: niimero de caras?

Distribuciéon binomial
En un experimento que repetimos varias veces,

llamamos a cada repeticién ensayo. Estamos
interesados en contar el nimero de éxitos X,
donde un éxito ocurre con probabilidad p y no
ocurre con probabilidad g =1 — p. Si los ensayos
son independientes entre si (ensayos de Bernouilli)
obtenemos la distribucién binomial:

P(X =x) = <Z>px(1—p)"x x=0,1,---,n.

Denotaremos X ~ B(n, p). El caso n =1 suele

Jacob Bernouilli.

Ilamarse distribuciéon de Bernouilli



Distribucion Binomial

Ejemplo: Probabilidad Binomial
La probabilidad de obtener 2 caras en 6 lanzamientos es

P(X =2) = (g) 0.5%(0.5)* = 275;'

Ejercicio: Esperanzas
Expresa X como X = h + L+ ---+ I,, donde /; es la funcién indicatriz del

suceso “Exito” en el lanzamiento i-ésimo, para demostrar que:

/= np o = npq

Ejemplo: Esperanzas
En 100 lanzamientos de moneda con p = 1/3 el nimero esperado de caras es

= 100/3 ~ 33.3 mientras que la desviacién tipica es 0 = /10032 ~= 4.71.



Distribucion Binomial en R

R tiene comandos para trabajar con las distribuciones mas famosas. Estos
comandos comienzan con d, p, y r. Luego toman un sufijo que describe la
distribucién. Para la distribucién Binomial:

Comando i Qué hace?
dbinom(k,n,p) P(X = k)
pbinom(k,n,p) P(X < k) = F(k)

gbinom(probs,n,p) | Calcula los cuantiles especificados por las probs
rbinom(k,n,p) Simula k VAs




Distribucion de Bernouilli

Ejemplo: Distribucién de Bernouilli

n = 10

p=20.4

x = seq(0, 10, 1)

plot(x, dbinom(x, n, p), xlab = "x", ylab = "P(x)",
main = paste("Binomial(", n, p, ")"), type = "h")

Binomial( 10 0.4)

P(x)




Distribuciones discretas

Distribuciones geométrica, hipergeométrica
y Binomial negativa



Existen muchas distribuciones que responden a preguntas interesantes acerca

de experimentos de Bernouilli.

Ejemplo:
Se tira una moneda con probabilidad de cara p ;Cudl es la probabilidad de que

se obtenga la primera de ellas en la tirada x-ésima?



Existen muchas distribuciones que responden a preguntas interesantes acerca
de experimentos de Bernouilli.

Ejemplo:
Se tira una moneda con probabilidad de cara p ;Cudl es la probabilidad de que

se obtenga la primera de ellas en la tirada x-ésima?

Distribucion geométrica
La distribuciéon geométrica cuenta el nimero de fallos X antes de obtener el
primer éxito en una serie de experimentos de Bernouilli.

P(X =x) = (1-p)'p.

Escribimos X ~ Geom(p). La esperanza y los momentos son:

En R tenemos las funciones dgeom, pgeom, ...

Danger!
A veces la distribucién geométrica se define como el niimero de intentos X
hasta obtener el primer éxito. En tal caso:

P(X=x)=(1-p) 'p.

En este curso daremos prioridad a la otra parametrizacién por ser la que usa R.



Distribuciéon binomial negativa

La distribuciéon geométrica cuenta el nimero de fallos X hasta obtener el
primer éxito en una serie de experimentos de Bernouilli. La distribucién
binomial negativa cuenta el nimero de fallos hasta el r-ésimo éxito.

Ejemplo:

Se tira una moneda con probabilidad de cara p. jCudles la probabilidad de que
se obtenga la quinta cara en la novena tirada?

Distribucién binomial negativa
Cuenta el n? de fallos X hasta el r-ésimo éxito.

-1
P(X =x) = rtil p'q" x=0,1,2,...

Escribimos X ~ NegBin(r, p). La esperanza y los momentos son:

rq 2 g
p p?

En R tenemos los comandos dnbinom, pnbinom, rnbinom, ...



Distribucion hipergeométrica

La distribucién binomial aparece en el muestreo con reemplazamiento, mientras
que la distribucién hipergeométrica aparece en el muestreo sin
reemplazamiento.

Ejemplo:

Tenemos una caja con m bolas blancas y n bolas rojas. Extraemos k de ellas
sin reemplazamiento. ; Cudl es la probabilidad de obtener x bolas blancas?

Sea X el niimero de éxitos (bolas blancas en el ejemplo anterior) en k ensayos:

(6"

P(X =x)= (mH) x=0,1,2,---
k

La media y la varianza son:

_ km > (m+n—k P R
M_m—l—n_kp U_(m+n—1>kk(1 k)

donde p= 7, q= -y N=m+n

m+n

En R tenemos los comandos dhyper, phyper, rhyper, ...



Distribuciones discretas

Distribucion multinomial



Distribucion multinomial

Distribuciéon multinomial
Los eventos Ai, Az -« - Ak son mutuamente excluyentes y ocurren con

probabilidades p1, p2, px (verificaindose Z,-k:1 pi =1). Si X1, Xa,-+-, Xk son

variables aleatorias que cuentan el niimero de veces que los eventos Az,

k
Az --- Ay ocurren en n ensayos (Con > . | = X; = n). Entonces

n!
P(X1=x1,Xo = x0, -+ , Xk = xx) = ﬁpflp;Q...p:k.
X1iX21 s Xge:

Las esperanzas son

E[Xi] = npi Var[Xi] = npi(1 — pi).

Los comandos en R siguen la nomenclatura esperada: rmultinom, dmultinom, ...

Ejemplo: Distribucién multinomial
Se tira un dado 12 veces. ;Cudl es la probabilidad de obtener dos 1s, dos 2s, ...

y dos 6s?

10



Distribucion multinomial

Distribuciéon multinomial
Los eventos Ai, Az -« - Ak son mutuamente excluyentes y ocurren con

probabilidades p1, p2, px (verificaindose Z,-k:1 pi =1). Si X1, Xa,-+-, Xk son
variables aleatorias que cuentan el niimero de veces que los eventos Az,

k
Az --- Ay ocurren en n ensayos (Con > . | = X; = n). Entonces

n!
P(X1=x1,Xo = x0, -+ , Xk = xx) = ﬁpflp;Q...p:k.
X1iX21 s Xge:

Las esperanzas son

E[Xi] = npi Var[Xi] = npi(1 — pi).

Los comandos en R siguen la nomenclatura esperada: rmultinom, dmultinom, ...

Ejemplo: Distribucién multinomial
Se tira un dado 12 veces. ;Cudl es la probabilidad de obtener dos 1s, dos 2s, ...

y dos 6s?

P(Xi =2, X =2, X = 2) o! i (1/67(1/6) - (1/6)" ~ 0.0034.

200

10



Distribuciones discretas

Distribucion de Poisson



Distribucion de Poisson

Una VA binomial/multinomial tiene prefijado el nlimero méximo de casos de

éxito. ; Qué ocurre si n no estd acotado?

Ejemplo:

VAs discretas no acotadas

e El niimero de bebés nacidos en un e El nimero de particulas emitidas
hospital en una semana. en la desintegracién de una

e El nimero de soldados muertos particula alpha.
por una patada de caballo en un e El nimero de accidentes en una
cuerpo de la caballeria prusiana. carretera.

Distribucion de Poisson
e
P(X:X): ] X:071727'“
X!

Denotaremos X ~ P(\).

Siméon Denis Poisson.
11



Distribucion de Poisson

Ejercicio: Media y Varianza
Demuestra que la la media y varianza de la distribucién de Poisson son

12



Distribucion de Poisson en R

Comando i Qué hace?
dpois(k, lambda) P(X =k)
ppois(k, lambda) P(X < k)

gpois(probs, lambda) | Calcula los cuantiles especificados por las probs
rpois(k, lambda) Simula k VAs

13



Distribucion de Poisson

Ejemplo: Distribucion de Poisson

P(x)

0.05 0.10 0.15 0.20

0.00

Poisson( 3)

15

20

P(x)

0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

0.00

Poisson(12)

T
0

5

10

15 20
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Relacién entre las VAs Binomiales y de Poisson

Aproximacion de una distribuciéon Binomial mediante Poisson
En una distribuciéon Binomial, si n es grande y p es pequefio, los eventos

modelados serdan eventos raros. En la prictica consideraremos que n es grande
y p pequeno si:

n > 50 y np < 5.
En tal caso podemos aproximar la distribucién Binomial B(x | n, p) con la
distribucién P(A = np).

15



Relacién entre las VAs Binomiales y de Poisson

Ejercicio:
Aproximacién de una distribucién Binomial mediante Poisson Verifica estd
aproximacién usando las funciones de distribucién Binomial y de Poisson en R.

n=100|p=0.05

24

0.15

~0.10 Distribution
= 0.
>Ié Binomial
= A
o 4 Poisson
.
0.05
N .
.
. .
0.00 N NN,
0 5 10 15 20 25
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Distribuciones continuas

La distribuciéon uniforme



La distribucion uniforme

La VA X tiene distribucién uniforme si su funcién de densidad es

L a<x<b

0 otherwise

Denotamos X ~ U(a, b). La media y varianza son,

p=3+b) o

Los comandos en R son runif, dunif, ...

_ Ly
712(b a)”.

17



Distribuciones continuas

La distribuciéon exponencial



La distribuciéon exponencial

Distribucién exponencial
Ae™ x>0

f(x)=
() 0 x<0

Denotamos X ~ Exp(A).
1 2 1
A A2

En R tenemos los comandos dexp, pexp, rexp, ... Una propiedad fundamental
de la distribucién exponencial es que no tiene memoria:

PX<ti+t|X>t)=PX<t).

Esta propiedad hace que un uso habitual de la distribucién exponencial sea
modelar tiempos de espera, tiempos hasta el primer fallo, etc.

18
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Distribucion normal



Distribucion normal o Gaussiana

La distribucién normal o Gaussiana es, posiblemente, la mas importante de

todas las distribuciones.

Distribucion Normal
La variable aleatoria X tiene distribucién normal

con media y y varianza o2 si la funcién de densidad
de X es

_ 1 =y
f(x) = Nor= exp ( 502 .
Escribimos X ~ N (u, 0?).

En R tenemos las funciones dnorm(x, u, o), pnorm(x, u, o), rnorm(x, u, o).

De Moivre y Gauss.

Ejercicio:
Prueba que la media y la varianza de N'(u, o) son py o°.

19



Distribucion normal

1.0

Distributions
mean=0,sd=0.3
:_8 — mean=0,sd=1

—— mean=0,sd=2

05 mean=4,sd=1

00 O\

-10 -5 0 5 10
X
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Distribucion normal estandarizada

Distribucién normal estandarizada
Sea X ~ N(p, ). Definimos la variable normal estandarizada como

Ejercicio:
Demuestra que la variable aleatoria Z tiene media 0 y varianza 1.

Para calcular cualquier probabilidad relacionada con X, podemos emplear las
tablas de la distribucién normal estandarizada.

P(ng):P<u§g>:P(Z<%).

o o -

21



Distribucion normal

Ejemplo:
Demuestra la regla de 68-95-99:

68% datos: entre -1y 1

< 95% datos: -2y 2
o 99% datos: -3y 3
m

S

N

o ] 34.1%| 34.1%

—

S

Q

S -

22



Aproximaciéon normal de las distribuciones binomiales

Si n es grande y ni p ni g son muy pequefias, la distribucién de la variable
aleatoria binomial X binomial puede aproximarse usando que

X —np

V/hpq

es asintéticamente normal. En la préctica, la aproximacién es buena si

7 =

np>5 y ng > 5.

Ejercicio:
Verifica esta aproximacién usando las funciones de distribucién Binomial y
Normal en R.

23



Aproximaciéon normal de las distribuciones binomiales

n=100|p=0.2
0.100 .
27a
i a
0.075 4 4
A a
. Distribution
x
3% 0.050 Binomial
o t s 4 Normal
2 »
0.025
. .
. 2
N 2
0.000 sssassssst ttanssssnsnnnas
0 10 20 30 40
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Aproximaciéon normal de las distribuciones Poisson

Si X es una VA de Poisson, la VA

= —

se aproxima a una normal a medida que A\ — co.

lambda = 70
0.05

0.04

003 .

=X)
>
>

P(X

0.02 2

40 60 80 100

Distribution

a

Normal

Poisson
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Teorema del limite central

La similitud entre las aproximaciones Binomial y de Poisson mediante una
Gaussiana nos lleva a pensar si existen mas distribuciones que tiendan a una
distribuciéon Normal.

Teorema del limite central todas tienen la misma distribucion (binomial, poisson...)
Si Xi, Xa,---, X, son VAs independientes e identicamente distribuidas con

media 1 y varianza o2 finitas. Entonces S, = Son 1 Xn verifica

o/n —

Es decir, la VA S;;\/”E“ es asintéticamente normal.

P (a <= <) = F.(b) — F.(a).

26



Distribuciones continuas

Distribuciones derivadas de la Normal



Distribucion de una suma de Normales Independientes

La distribucién Normal verifica la Propiedad reproductiva *. Es decir, si X; y
X2 son VAs Normales independientes:

Xy + X2 ~ N(pa + pia, 02 + 03)

1Otras VAs que verifican la propiedad reproductiva son la Binomial y la distribucién de Poisson

27



Distribucion Chi-cuadrado

Si Xi, Xa,--+, X, son v variables normales estandarizadas independientes
entonces 2 = > X? tiene distibucién Chi-cuadrado. v recibe el nombre de
grados de libertad. Escribemos X ~ x?(v) o X ~ x? Su media y varianza son:

nw=v ol =2u.

Las funciones en R son dchisq, rchisq, ...

Teorema
Sean Ui, Ua, - -+, Ux son VAs aleatorias independientes con distribucién
Chi-cuadrado con grados de libertad v1, 1o, - -+, vx. Entonces su suma

es una Chi-Cuadrado con v = Z,.kzl v; grados de libertad.

28



Distribucion Chi-cuadrado

05

0.4

03 Degrees of freedom
= df=10

X .

& — df=2
0.2 — df=5
0.1
0.0

0 10 20 30
X
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Distribucion T-Student

Si Z y x2 son VAs independientes, siendo Z una
VA normal estandarizada y x2 una Chi-cuadrado
con v grados de libertad, entonces la VA

V4
VX /v
tiene una distribucién T-Student con v grados de

libertad. Escribemos X ~ t(v) o X ~ t,. Su media
y varianza son:

T, =

v
i 2.
2S|1/>

=0

Gosset. Las funciones en R son dft, rt, ...

30



Distribucion T-Student

0.4
0.3
distribution
Twith df =1
To2 — Twithdf=10
— Twithdf=5
z
0.1
0.0
-5.0 -25 0.0 25 5.0
X
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Sean x2, x2, dos VAs Chi-cuadrado
independientes con n'y m grados de libertad.
Entonces la VA

£ _ Xa/n
n,m —
Xin/m

distribucion F, F de Snedecor o de
Fisher-Snedecor con n, m grados de libertad.
Escribemos X ~ F(n,m) o X ~ Fj, m. Su media y varianza son:

Fisher y Snedecor.

pm Mmoo 2PlnEmod

m—2 n(m74)(m72)2m>4'

Las funciones en R son df, rf, ...

Teorema: Cuantiles de F
1

Fp;n,m i
Fl—p;m,n

32



Distribucién F

f(x)

0.0

distribution
Fwithdf=1,1
~— Fwith df =10, 10
—— Fwith df = 100, 100
Fwith df =5, 2

75
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Ejercicios

Ejercicio:
En un laboratorio hay 100 ratas completamente aisladas las unas de las otras.

Cada rata tiene un 10 % de probabilidad de infectarse por un pardsito. ; Cudl es
la probabilidad de que mas de 5 se infecten?

Ejercicio:

Los bebés pesan de media 3.4 Kg al nacer con una desviacién tipica de 0.6 Kg.
i Cual es la probabilidad de que un bebé pese mas de 4 Kg al nacer?

Ejercicio:

Tiramos un dado 12 veces, cudl es la probabilidad de obtener dos 1s, dos 2s,
dos 3s, ... y dos 6s.

34



Ejercicios

Ejercicio:

En cierto hospital, un 12% de los pacientes no acude a su cita. Si un equipo
médico es capaz de atender 100 personas en un dia, cudl es la probabilidad de
que una persona se quede sin atender si se dan 110 citas en un dia. j Cuantas
citas se pueden dar sin que dicha probabilidad exceda el 5 %?

Ejercicio:

De 2000 familias con 4 nifios cada una, cudntos te esperarias que tuviesen a) al
menos 1 nifio, b) 2 nifias, ¢) 1 o 2 nifias, d) ningtin nifio.

Ejercicio:

Has programado un robot asesino para acabar con tu profesor de estadistica. El
robot dispara al centro de su frio corazén, pero comete un error
aproximadamente normal en cada una de las coordenadas x e y. La media de
ambas normales es 0 y tiene desviacidn tipica 5 cm. j Cudl es la probabilidad de
que el disparo acabe a menos de 1 cm del centro del corazén? (No temas por el
profesor, es un cyborg indestructible venido del futuro).

35



Ejercicios

Ejercicio:

Hay una infeccién en la poblacién de un campus de 1000 personas. Se desea
estimar la cantidad de infectados a partir de una muestra de 50 alumnos. El
muestreo es sin reemplazamiento y da como resultado que hay 5 infectados.
i Cémo estimamos la cantidad de infectados en el campus?

Ejercicio:

La media de peso de 500 estudiantes es 68.5 Kg con desviacién estandar 6.8
Kg. a) ;Cudntos estudiantes pesardn entre 54 y 70 Kg? b) ; Cudntos
estudiantes pesaran mas de 84 Kg?

Ejercicio:

Un enfermero necesita 10 radiografias de la pierna de un nifio. Hay un 70 % de
probabilidad de que el nifio esté quieto durante la prueba. j Cudl es la
probabilidad de que se necesiten més de 15 pruebas?

Ejercicio:

Datos de un hospital de maternidad sugieren que nacen 4.5 bebés cada dia.
i Cual es la probabilidad de que haya 6 partos mafana?
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Ejercicios

Ejercicio:
Un genetista desea estimar el n® de mutaciones y cross-overs en el proceso de
recombinacién. Un lab mide, para 100 muestras, los siguientes datos:

n2 crossovers | 0 1 2 |3
n® muestras | 50 | 25 | 20 | 5

i Probabilidad de que en una nueva muestra aparezcan al menos 1 cross-over?
Ejercicio:

Tres hermanos van a comer a casa de su abuelita. El 99.7 % de las veces, cada
hermano es capaz de comer una cantidad de comida comprendida entre 1.2 y
1.8 Kg. ;Cudl es la probabilidad de que logren acabar los 5 Kg de carne que su
abuela ha preparado?

Ejercicio:

Se ha estimado que la prob. de mutacién por nucleétido es de 1.5 - 108 por
nucledtido. Hay 3.3 - 10° nucledtidos en el genoma humano. ; Cudl es la
probabilidad de que 80 nucleétidos muten? Usa distintas aproximaciones para
contestar a la pregunta.
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