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Objetivos
@ Qué es un problema de valor inicial
@ Discretizacion, mallados
@ Diferenciaciéon numeérica.
Algunos métodos numéricos
o Euler: forward, backward
o Leap-frog y euler modificado
o Método de Taylor
o

Trapecio
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PVI: Problema de Valor Inicial

El marco tedrico de los métodos numéricos se va a plantear sobre la
siguiente EDO de orden 1 en forma estandar

Definition

El Problema de Valor Inicial (o Problema de Cauchy) para Y(t) € R

{ Y'(t) = f(t, Y(t)), para todo t € [to, T] (PVI)

Y (to) = Yo, dato inicial Yy € RY

donde f : (to, T) x RY — R? continua en D := (o, T) x R? y Lipschitz
con respecto a la segunda variable.

No todas las EDOs de orden 1 se pueden escribir en forma estandar:

F(t,Y(t),Y'(t))=0
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Notaciones

El tiempo t siempre se considera en un intervalo [tg, T] C [0, 00).
Recordamos las notaciones vectoriales

Yi(t) A(t, Y(1))
Y(t) = : y también f(t,Y(t)) = ;
Ya(t) fa(t, Y(t))

donde las componentes son dadas por las funciones
Yi:[to,T] =R  ytambién  fi:[to, T] x RY - R.

Notaciones para las derivadas temporales:

(n)
Yy o(t)
d" d d
(M) — - - - = :
Y\ (t) dtnY(t) R (1) 5
n-veces Yy (t)
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Ejemplo 1. EDOs de orden n 'y forma estandar

Las EDOs lineales de orden n se pueden escribir en forma estandar, es decir
como un sistema n x n del primer orden:

Y 4 a1y 4 an oy b any/(8) +aoy = ¢

donde los coeficientes a, y el lado derecho ¢ pueden ser funciones de t.
En general si tenemos una EDO posiblemente nolineal de orden n:

yI(t) = g(t,y(t),y'(t),....y " (2))

podemos escribirla en la forma estandar poniendo y(*~ = v, y

Yr;:y(n) :g(t’y’y,a"'ay(n_l)) :g(ta Y17Y2v"'7yn)

(E) Escribir la forma “vectorial” de la f.
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La condicion de Lipschitz. . .

...es una condicién suficiente para la buena proposicién del Problema PVI.

Definition

Dada f : D C [0, 00) X RY — RY, decimos que es L-Lipschitziana en D

(o también Lipschitz con constante L > 0 en D) con respecto a su

segunda variable si existe L > 0 t.q. para todos (t,Y),(t,Y) € D
—_—— A

IF(t, )= F(&, V)| < Ly - 9| ¥ TH«<

Se note que || - || es una norma cualesquiera de RY:
© ;Ser Lipschitz depende de la eleccion de la norma de R9?

© ;La constante L depende de la eleccién de la norma de R9?

2\\1)0 p = Ct.=2) A doa Q%Lu&w%
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Unicidad de soluciones para PVI

La Lipschitzianidad implica la unicidad de soluciones del PVI, y algo mas:

Theorem (Unicidad y Dependencia Continua de los datos)

Sea f: D C[0,00) x RY — RY, continua en D y L-Lipschitziana en D con
respecto a su segunda variable. Sean Y ,Y dos soluciones del PVI
t € [to, T], con datos iniciales Yy, Yo. Entonces para todo t € [to, T]:

V(e = V) < -0 vo— Vol W)

Las hipétesis del Teorema, siendo D := [tg, T] x R¢,

(Hr) (1) f continua en D
(i) f Lipschitziana en D con respecto a su segunda variable

también garantizan la existencia, como veremos. (Hr) nos garantiza que el
PVI es un problema bien planteado (en el sentido de Hadamard).
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Teoremas de existencia

Theorem (Existencia y Unicidad. (Picard, Lipschitz y Cauchy))

Sea f: D C[0,00) x RY — RY, continua en D y L-Lipschitziana en D con
respecto a su segunda variable. Entonces existe una unica solucién del
problema PVI en [ty, T].

Si quitamos la hipétesis de lipschitzianidad, la unicidad puede fallar (Peine
de Peano), pero la continuidad es suficiente para garantizar la existencia
local (y a veces la global).
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Problema numérico

El problema discreto de Y’(t) = f(t, Y(t)), con dato inicial Y(to) = Yo,
es dado un mallado {tp,...,ty = T} C [to, T], conjunto discreto de
puntos, vamos a calcular unos valores yo, . .., yy de R? que permitan
aproximar a la solucién Y(t) de (PVI), i.e.,

Y (tn) = yn + errorp, n=0,...,N,

de manera que podamos despreciar los errores error, = 0.
Observacién. Tipos de errores:

Error de arranque.

Error propio del algoritmo.

Propagacién de los errores
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Objetivos. Convergencia.

@ Obtener valores y, que puedan sustituir a Y(t,) porque no sabemos
resolver Y(t) (o es imposible, o es muy costoso)

@ Problema 1: Identificar férmulas (algoritmos) para calcular y,,.
@ Problema 2: Controlar error,

Sea h, = th11 — tn, el paso n del mallado, y sea

h = max{h,, n=0,..., N — 1}, nos planteamos que nuestro método
converge si

lim || Y(tn) — ynll =0, Vn,
h—0
y que converge con orden k si
|lerror,|| < Ch Vn=0,...,N—1,

con C independiente de hy N.
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Método de Euler

Utilizando el desarrollo de Taylor, existe s € (ty, t,+1) tal
V(tnsr) = Y(t) + hY'(8) + 2Y"(5)12,
Usando (PVI)
Y (tne1) = Y(t2) + hof (e, Y (80)) + 2 Y(5)12.

Considerando {Y(t,)} ~ {ya} y prescindiendo del residuo

Euler explicito

Yn+1 = Yn + hnf(tm)/n) =Yn+ hafy

donde denotamos f, = f(tp, yn).

R. Orive PVI 15 /24



Error de truncamiento de Euler

El error de truncamiento viene de utilizar una férmula aproximada (Euler)
en vez de la férmula exacta (PVI).

e Tomo y, = Y(tn)
@ Aplico Euler ypi1 = yn + hof(tn,yn) = Y(tn) + hnf(tn, Y(tn))

1
e Por Taylor Y(ty41) — Yn+1 = EY”(s)hﬁ, s € (tn, tht1):

. Y(t - h
Error local de truncamiento: 7,1 = ("Hgynﬂ = ?"Y”(s).
n
. Mh
Error global de truncamiento:  7(h) = max |Th| = o
n=1,...,

donde M = max_|Y"(s)|.
s€[to, T]

Atencion: el error de truncamiento es el originado al avanzar una vez el
algoritmo.
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Euler implicito

Utilizando el desarrollo de Taylor, existe s € (ty, t,+1) tal
/ 1 1" 2
Y(t") = Y(tn+1) - hnY (tn—i-l) = EY (S)hn.
Usando (PVI)
1
Y(tn) = Y(tat1) — hnf(tnt1, Y(tns1)) + QY"(S)hE-

Considerando {Y(t,)} ~ {ya} y prescindiendo del residuo

Yn+1 = Yn + hnf(tn+1a)/n+1) = Yn + hnfpi1 ‘ Euler implicito

Atencidn: no es (en general) inmediatamente resoluble porque puede ser
no lineal. Entonces necesitaremos de métodos de resolucién no lineales
(Newton)
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Método de Taylor

Utilizando el desarrollo de Taylor, existe s € (ty, t,+1) tal

1 1
WmﬂzYmeW%0+fﬂmﬁ+6W%Mi

Usando (PVI), que Y"(tn) = fi(tn, Y (ta)) + fy(tn, Y (t)) Y'(tn)
V(tnss) = Y(ta)+ hof(tn, Y (t0)) + il Y(t))F2
3t Y (1)) Pt Y ()4 2 Y ()0

Considerando {Y(t,)} ~ {ya} y prescindiendo del residuo

h2
Yntl = Yn + hafy + En(ft(tn,yn) + £, (tny, Y )a) Taylor orden 2

dv Snd

Orden de truncatura 2 y explicito, pero necesita evaluar 2 funciones mas...
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Leap-frog. Salto de rana

Utilizando el desarrollo de Taylor, existe s1, 5y € (tn, tht1) tal

1., AYZANR VNI A
n\ [ fn : On S, € (btbn, &,
T3 <t” 2 (2) TeY ) () Sl ‘)
hn hn hn
Y(tn): Y<tn+2> :7yl <tn+2> 526. ('{4‘ LV‘*%\\

2
1 h h\? 1 hy\ 3
7y// 2 l 7” _7yl// 7”

37 (0 3) (5) 5@ (3)

Y (tas1) — Y(tn) = hof ( ¢ +E Y (¢t +ﬁ +1Y’”() B ’
n+1 n) = Nn n > 7” n > 3 s 5
Mejor orden pero el punto intermedio no esta en el mallado. S (k, {cha)
wiis

z
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Soluciéon 1

Aproximamos el valor intermedio con Taylor \{lq_‘_[é_,,\}
z

7/

I hn
Y (t,, + > =Y(tn) + ?f(t,,, Y (

! )+ 2" (s) (’;)2

Considerando {Y(t,)} ~ {ya} y prescindiendo del residuo

h h
Ynt+1 = Yn + hnf <tn + ;:yn + 2"1‘,,) Método de Runge

Es un método Runge-Kutta explicito de 2 etapas

h h
Kl:f(tmy”)? K2: f<tn+2n7yn+2nKl> ) Yn+1 :yn+hnK2-

Demostrar que es de orden de truncatura 2.
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Solucién 2

Tomamos mallado equidistante (h, = h) y los pasos tp, th+1, tht2 Y existe
S € [tn, thyo] tal

1
Y(tni2) = Y(tn) + 2hf (toy1, Y(tni1)) + §Y’”(s)h3

Considerando {Y(ty)} =~ {yn} y prescindiendo del residuo

Yn+2 = ¥Yn + 2hfp1 ‘ Tipo leap-frog

Método multipaso (de dos pasos) y explicito. Demostrar que es de
orden de truncatura 2.

/QM = 9("«&,\, Lfr\\—\\

|
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Solucién 3. Crank-Nicolson.

Utilizando la aproximacién del punto intermedio existe s € [tp, th+1 tq

hn> Y,(tn) + Y’(tn—i—l) + %Y//I(S)h%

Y (t,+—) =
<+2 2

Usandolo

Y(tns1) — Y(ta) = % (F(tn, Y(tn)) + f(tns1, Y(tns1))) + O (hi)

Considerando {Y(ty)} =~ {yn} y prescindiendo del residuo

h .
Yntl = Yn + ?n(f,, + fot1) Crank-Nicolson | Tw-y“ wo

Método implicito. Demostrar que es de orden de truncatura 2.
gu.\ = 8‘(‘{'1\‘-] ] Yn“)
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Crank-Nicolson. Regla de trapecio

Otra forma de obtener formulas. Por el Teorema Fundamental del
Calculo Integral

Y(tns) — Y(ts) = /t " (s, Y(s)) ds

Aproximamos la integral con reglas de cuadratura, p.e., la regla del trapecio

b _ 3
[ fs)ds = 220(a) + (b)) - P, el

Aplicando esta regla obtenemos Crank-Nicolson (trapecio) y se prueba que
es de orden de truncatura 2.

L“/\'M—\\ “\((,lm\ = k_"\_ ( gq(’\u\{(hﬂ 4—2(4,\4”\{“«”)) \//“’
QQH/_/LZ:] /1 — éﬁ*,“{\:\rb &f?(syc:))
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