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Congruencias

Definicion

Seann € Ny a,b € Z. Decimos que a es congruente con b médulo n, y
lo denotamos por a = b (méd n) siy sélo si n | (a —b). Llamamos
congruencia a la expresién a = b (méd n).

Teorema
Seann € N ya,b € Z tales que

a=qn-+r 0<r<n
b=q¢n+r 0<r <n

con q,q ,r,7" € Z. Entonces a = b (mdd n) siy sélo sir =1'.
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Congruencias

Demostracion.

Sia=0b (m6d n) entonces n | a—b=n(q—q')+ (r —r'). Luego

n| (r—r'), es decir, r — ' = ¢"n. Como ademds 0 < r,7’ < n se tiene
necesariamente que ¢ = 0 y por lo tanto r = /. Reciprocamente, si
a=qn+ryb=qn+rentoncesa—b=n(qg—¢'),y por lo tanto

n | (a—b), es decir a =b (mdd n). O

Observacion. Nétese que,
a=qn—+r

a = q/n 4 \<:,>.z
q'=k+q

a=d (médn)@n[(a—a')@{ ad=kn+a
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Relaciéon de congruencia

La definicién de congruencia dada es una relacién de equivalencia, a la

llamamos relacién de congruencia médulo n, puesto que verifica las
propiedades:

O Reflexiva: a = a (mdd n).
@ Simétrica: Si a =b (méd n) entonces b = a (mdd n).

© Transitiva: Sia =b (méd n) y b = ¢ (mdd n) entonces a = ¢
(méd n).

Demostracion.
QO VaeZ n|(a—a)=a=a (mdd n).
Q@a=b (médn)=n|(a—b)=(b—-a)=0>

=a (méd n).
o
a=b (médn) n| (a—"0)
b=c (Inédn)}:>n|(b—c)}:>
=n|(a=b)+(b—c)=a—c=a=c (mbd n).

{d
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Clases de congruencia

Definiciones
@ Llamamos clase de congruencias médulo n a la clase de

equivalencia de cada elemento de Z:
[alp, ={b€Z|a=b (mbd n)}
={...,a—2n,a—n,a,a+n,a+2n,...}
@ Llamamos conjunto de enteros médulo n, y lo denotamos por Z,,,

al conjunto cociente de Z determinado por la relacién de congruencia
médulo n, es decir, el conjunto de clases de congruencia médulo n

Zn = {[0ln, [y - -, [0 — 1]}
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Clases de congruencia

Ejemplo

Zs es el conjunto formado por tres clases de congruencia

Z3 = {[0]3, [1]3, [2]3},

donde

Oz={z€Z|xz=0 (mdéd3)}={...—9,-6,-3,0,3,6,9,...}

Ms={z€Z|xz=1 (mdéd3)}={...—-8,-5,-2,1,4,7,10,...}

2ls={z€Z|z=2 (méd3)}={...—7,-4,-1,2,5,8,11,...}.
La relacién de congruencia médulo 3 en Z produce una particién de Z en
tres conjuntos [0]3, [1]3 y [2]3 donde

o [0]3N[1]s =[0]s N [2]3 = [1]3 N [2]3 =0,

o [0]3 U [1]3 @) [2]3 =Z.
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Aritmética en 7Z,
Definicién
Sean [al,, [b]n € Zy,. Definimos las operaciones suma y producto como
[aln + [b]n = [a + b]n
[a]n . [b]n = [ab]n

Teorema

Seann € N ya,d b, b €7 enteros cualesquiera tales que a = a' (mé6d n)
yb=1b (mbéd n). Entoncesa+b=da +bV (méd n) y ab=d't/ (méd n).

v

Demostracién.
Sean a’ = gn + a, b’ = ¢'n + b. Tenemos entonces que

a+V=(@gn+a)+(dn+b)=(@+d)n+(a+b) &
snlla+b)—(d+V)sat+b=d +b (mdéd n)
a b =(qm+a) (¢n+b)=(g¢'n+aq +bg)n+ab <
snlab—db < ab=adt (médn)
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Propiedades en 7Z,,

Sean [aln, [b]n, [c]n € Zy. Las operaciones suma y producto en Z,, verifican
las siguientes propiedades:
[aln + ([bln + [c]n) = (laln + [bln) + [¢]n
[aln - ([b]n - [e]n) = ([a]n - []n) - [c]n
Conmutativa: [a]y, + [b]n = [b]n + [a]n, [a]n - [0]n = [b]n - [a]n-
Distributiva: [aly, - ([b]n + [c]n) = ([a]n - [b]n) + ([a]n - [c]n)-
Existencia de elementos neutro y unidad (neutro para producto):
(0], [1]n € Z), tales que [a],, + [0]n = [a]n, [a]n[1l]n = [a]n-
e Existencia de elementos opuestos: 3 [—al,, € Z,, tal que

[a]n + [—aln = [0]n.

@ Asociativa: {
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Propiedades en 7Z,,

Definiciéon
Sea [a], € Zy, con [a], # 0. Decimos que [a],, es un divisor de cero si
existe [b],, € Zy, tal que [a], - [b], = [0]n.

Observacion |. La existencia de divisores de cero hace que en Z, no se
siempre se cumpla la propiedad cancelativa del producto.

Ejemplo
Por ejemplo, Z4 el [2]4 es un divisor de cero puesto que [2]4 - [2]4 = [0]4.

Notese por lo tanto que, en Z4 no se verifica la propiedad cancelativa. Por
ejemplo, [2]4 - [1]4 = [2]4 - [3]4 = [2]4 y sin embargo [1]4 # [3]4.

vacio . En , cuando p es primo, no existen divisores del cero,
Observacion Il. En Z, d ten d del
por lo tanto se cumple la propiedad cancelativa.
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Criterios de divisibilidad

Sea © = (xpTp—1...2170)10 la representacion en decimal del entero

n
T =2,10" + 2, 110" 4+ 2110+ 3 = > 2410
k=0

o En Zs y Z5 podemos escribir x como
=10z, 10" 4 2, 110" 2 4+ 4 2y) + 0.

Luego x = 9 (mé6d 2) y z = z¢ (mdd 5). Es decir, 2 | x si y sblo si
2| 2o, y analogamente, 5| z si y sélo si 5| g

e En Z, podemos escribir z como
x = 100(2, 10" 2 + 2, 110" 3 + ... + 29) + (2110 + z0).

Luego x = 2110 + z¢ (mdd 4), es decir, 4 | x si y sélo si
4 | (117110 + :L'()).
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Criterios de divisibilidad

@ En Zs y Zy tenemos que 10 =1 (méd 3) y 10 =1 (méd 9). Por lo
tanto x = x,, + Tp—1 + ... + 1 + 2o (mdd 3), y andlogamente
T=Tp+Tp-1+...+x1+xo (Mm6d 9). Luego tenemos que, 3 | x si
ysolosi3 | (xp+...+x0), y9|xsiysdlosi 9| (z,+ ...+ x0).

e En Zy; tenemos que 10 = —1 (mdéd 11), y por lo tanto
r =371 _o(—=1)*x; (mdd 11). Es decir, 11 | = si y sélo si

11 | ((_1)71‘,1/,”_’_'” — T3+ T2 — T —i—xo).
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Unidades en 7,

Definicion

Un elemento [a],, € Z,, es unidad o inversible en Z,, si existe [b],, € Z, tal
que [a]y, - [b]n = [1]n. También decimos que el elemento [a],, € Z, tiene
inverso. Al elemento [b],, lo llamamos inverso de [a], y lo denotamos por
[bln = [al; -

Teorema

El inverso de un elemento unidad es dnico.

Demostracion.
Sea [a], € Zy,. Supongamos que [b],, [V'], € Z,, son ambos elementos
inversos de [a],,. Tenemos entonces que

[b]n = [b]nmn = [b]n([a]n[b/]n) = ([b]n[a]n)[bl]n = mn[bl]n = [bl]n-

O
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Unidades en 7,

Teorema

Un elemento [a],, € Z,, es unidad, es decir, tiene inverso si y sélo si
mcd(a,n) = 1.

Demostracion.

[a]y, € Zy, es unidad en Z, si existe [b],, € Z, tal que [a], - [b]n = [1]n, ©
equivalentemente [a - b],, = [1],,, es decir, ab =1 (mdd n). Recordemos
entonces que ab =1 (méd n) < 1 = kn + ab con a,b,k,n € Z. Los
enteros a y n son conocidos, y la ecuacién diofantica anterior tiene
solucién si y sélo si med(a,n) = 1. El reciproco es anélogo. O

Observacidn. El resultado anterior nos proporciona ademas un método
para el calculo de inversos. Tan sélo tenemos que encontrar una solucién
particular para la ecuacién diofantica

ar +ny = 1.

-1

El elemento inverso serd [z], = [a];, .
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Unidades en 7,

Teorema

Si p es primo, los tinicos elementos que coinciden con su inverso en Z, son
[1p y [—1]p-

Demostracion.
Sea [a], € Zy, con p primo. Sabemos que el elemento [a], tiene inverso en

Zy si [a], # [0],. Suponemos entonces que [a], ' = [a],. Se cumple que

o equivalentemente a? = 1 (mdd p). Es decir, a® = kp + 1 para algln

k € 7, que también podemos expresar como kp = a? —1 = (a —1)(a+ 1),
o como p | (a—1)(a+1). Tenemos entonces que, si p | (a — 1) es porque
a—1=kpy porlotanto a =1 (mdd p). Andlogamente, si p | (a + 1) es
porque a = —1 (méd p). O
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Unidades en 7,

Definicion

Definimos el conjunto de unidades en Z,, como el conjunto
U, = {la]n € Zy, | mcd(a,n) = 1}.

Es decir, U, es el conjunto de los elementos de Z,, que tienen inverso.

Propiedades.
e Sean [al,, [b], € U,. Entonces, [a - b],, € U,.

e Sea [al], € U,. Entonces, [al],, - U, = {[a]p - [b]n | [b]n € Un} = Up.
Demostracion.

@ Sean [a]n, [b], € U,,. Existen [a]; ,[b];1 € U,,. Tenemos entonces que
(aln - 1aly* = [, ¥ [la - Bl = [1n, v por lo tanto

([aln-lalz ) (1Bln Bl ") = ([aln-[bln)-([al B2 ") = [a-bln-[a-b " = [1]n
Luego [a - b, [a - b]; ! € U,.
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Unidades en 7,

Propiedades.
@ Sea [a], € U,. Entonces, [a],, - U, = {[a]p - [b]n | [b]n € Un} = U,.
Demostracion.

@ Veamos en primer lugar que [a],, - U,, C U,. Sea [c], un elemento
cualquiera de [a],, - U,. Se tiene entonces que [c,, € [al, - Uy puesto
que existe [b],, € U, tal que [c|,, = [a], - [b]n. Ahora bien, puesto que
[a]n, [b]n € Uy, se tiene también que [a]y, - [b], € U,. En efecto,

[l [aly " Wl [bly " = (laln - [b]n) - (ol ' 017 1) = [Wn-

Por lo tanto [c], € U,.
Veamos en segundo lugar que U, C [a],, - Uy. Sea [c],, € Uy, un
elemento cualquiera. Podemos expresarlo como

[l = ([aln - [aly") - [l = laln - ([al;" - [e]n).

Puesto que [a],, !, [c], € U, se tiene que [a],,* - [c]n € Uy, y por lo

n
tanto [c], € [a], - Uy. Luego [al], - Uy, = Uy,
[d
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Funcién de Euler

Definicion

Llamamos funcién de Euler a la funcién ¢: N — N dada por ¢(n) = |U,],
es decir, la funcién que asocia a cada n € N el nimero de unidades en Z,,.

Propiedades.
@ Si p es primo, entonces ¢(p) = p — 1.
@ Si p es primo, entonces ¢(p°) = p® — p°~L.
e Si med(m,n) = 1, entonces ¢(m - n) = ¢(m)p(n).
Demostracion.
@ Si p es primo, es evidente que el nimero de unidades en Z, es p — 1.
@ Si p es primo, podemos particionar el conjunto de las clases de
congruencia de Zye en p partes (o bloques) con %ﬁ = p¢~! elementos
por bloque. Repartimos los elementos de Z,e, comenzando por el
[0]pe, de forma que los elementos de un bloque son todos congruentes
médulo p. El primer bloque contendra a todos los miultiplos de p
incluyendo al 0, es decir, a los p~! elementos que no son unitarios.
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Funcion de Euler

Propiedades.
Demostracion.

@ Suponemos que m,n > 1 (en caso contrario el resultado es trivial).
Particionamos el conjunto Z,,,, y repartimos sus m - n elementos en
m bloques de forma que los elementos de cada bloque son todos
congruentes médulo m. Se tiene entonces que, exactamente ¢(m)
bloques contienen enteros todos ellos coprimos con m. Cada bloque
contiene n elementos, y por lo tanto es de la forma
{r,r+m,r+2m,...,r+ (n—1)m}. En Z, podriamos a cada
elemento del bloque restar 7 y multiplicar por [m],! (puesto que
mcd(m,n) = 1) y nos quedaria {0,1,...,n — 1}, por lo que cada
bloque constituye un conjunto completo de restos médulo n, y por lo
tanto contiene exactamente ¢(n) enteros coprimos con n. Luego, los
¢(m) bloques contienen ¢(m)@(n) enteros coprimos con m y con n,
es decir ¢p(mn) = ¢p(m)o(n).

[
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Teorema de Wilson

Teorema
Si p es primo, entonces (p — 1)! = (p — 1) (mdd p). J

Demostracion.

Si p es primo, los tnicos elementos que coinciden con su inverso son [1], y
[p — 1]5,. El resto de elementos se agrupan dos a dos siendo mutuamente
inversos, y por lo tanto [p—1],!=[p—1],-[p—2]p---2-1=[p—1],. O
Ejemplo

En Z7 los elementos que coinciden con su inverso son [1]7* = [1]7, y
[—1]7 = [6]7 = [6]7. Para el resto de elementos los inversos son

27" = [4]7, y 8]7" = [5]7. Luego,
[6]7! = [6]7 - [5]7 - [4]7 - [8]7 - [2]7 - [17
= [6]7 - ([5]7 - [3]7) - ([4]7 - [2]7) - [1]7
= [6]7 - (1317 - [3]7) - (207" - [27) - [1]7 = (6] J
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Teorema de Euler

Teorema (Teorema de Euler)

Seana,n € Z cona # 0 yn > 1. Si a yn son coprimos, es decir, si
mcd(a,n) = 1, entonces

a®™ =1 (méd n).

Demostracion.
Equivalentemente, si [a],, € U, entonces [a]2<”) = [1],,. Sea
Un = {[x1]n, [T2]n, - - -, [xk]n}. Tenemos entonces que ¢(n) = |U,| = k. Si
la], € Uy, entonces [a],U,, = U, y por lo tanto

{[afﬂl]n, [ax2]n7 ey [a$k]n} = {[-Tl]ﬂn [$2]na ey [C(Ik]n}
Luego [ax1]n - [axa]p - - - [azk]n = [x1]n - [x2]n - - - [Tk]n, es decir,
[a)k - [21]p - [2k]n = [21)n - - - [2k]n. Puesto que [z1]n, ..., [Tr]n son
unidades, podemos multiplicar ambos lados de la igualdad por sus inversos
y queda [a]* = [1],,, o equivalentemente a?™ =1 (méd n). O
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Teorema de Euler

Corolario (Pequeiio teorema de Fermat)
Si p es primo y med(a,p) = 1, entonces a?~! =1 (méd p). J

Observacion |. Nétese que este resultado es una consecuencia directa del
teorema de Euler. Si p es primo, entonces ¢(p) = p — 1. Se tiene también
entonces que un entero a € Z comprendido entre 0 < a < p es siempre
coprimo con p, y por lo tanto med(a,p) = 1.
Observacion Il. Nétese también que, si p es primo, para cualquier entero
a € Z se verifica que

a’? =a (méd p).
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Congruencias lineales

Definicion
Sean n € Ny a,b € Z. Llamamos congruencia lineal a una ecuacién de
la forma

a-z=b (médn),

donde x es una variable entera, x € 7Z, la incégnita de la ecuacién.

Resolver una congruencia lineal es por lo tanto encontrar los valores de x
que verifican la congruencia.

Ejemplo

Dada la congruencia lineal 3- 2 =4 (mdd 7) es facil comprobar que una
solucién de la ecuacién es x = 6. Efectivamente, 3 - 6 = 18 y se tiene que
18 =4 (méd 7).
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Congruencias lineales

También podemos reescribir una ecuacién en congruencias como una
ecuacién en el conjunto de enteros médulo n de la forma

donde [al,, [b],, y la variable [z],, son ahora elementos de Z,,.
Para resolver dicha ecuacién en Z,, basta con encontrar el inverso de [a],,

si existe, y despejamos la variable como [z],, = [b],, - [a],;}.

Ejemplo

Para resolver la ecuacion [3]7 - [x]7 = [4]7 calculamos en primer lugar el
inverso [3];! = [5]; (efectivamente, [3]7 - [5]7 = [3 - 5]7 = [15]7 = [1]7), y
despejamos en la ecuacién [z]7 = [4]7 - [5]7 = [4 - 5|7 = [20]7 = [6]7.
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Congruencias lineales

Existe todavia una tercera aproximacion. Podemos interpretar la
congruencia lineal a -2 =b (mdd n) como una expresién de la forma

ar = b+ ny.

Es decir, resolver una congruencia lineal es equivalente a resolver una
ecuacién diofantica donde sélo nos interesa conocer una de las incégnitas.

Teorema

Sea d = mcd(a,n). La congruencia lineal a - x = b (méd n) tiene solucién
si y sélo sid | b, en cuyo caso tiene d soluciones distintas en Z,. Si xo es
una solucién particular, todas las soluciones de la congruencia son

:chxo—i-%t, vVt € Z.
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Congruencias lineales

Ejemplos
@ La congruencia
4r =3 (mdbd 6),
no tiene solucién puesto que med(4,6) = 2, y no se cumple que 2 | 3.

@ En cambio, la siguiente congruencia si tiene solucién.
4r =2 (mébd 6).

Resolvemos la ecuacién diofantica 4x + 6y = 2 y encontramos que
xg = —1 es una solucién particular. Todas las soluciones son

x = —1+ 3t,Vt € Z. Luego todas las soluciones constituyen dos
clases de congruencia médulo 6, las clases [2] y [5]:

2] ={...—16,-10,—4,2,8,14,20,...}
[Bll={ - =8, =7 L5 17, 23,k

v
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Congruencias lineales

Observacion. Nétese que, en el ejemplo anterior deciamos que todas las
soluciones constituyen dos clases de congruencia médulo 6. En cambio, si
observamos la expresién de todas las soluciones en Z, x = —1 + 3t,Vt € Z,
vemos que podemos también decir que todas las soluciones constituyen
una Unica clase de congruencia médulo 3, es decir, [z]|3 = [—1]3 = [2]s.

Ejemplo
@ La congruencia
5r=3 (mdd 6),
tiene solucién puesto que med(5,6) = 1, y se tiene que 1 | 3. Una
solucién particular de la ecuacién diofantica 5z + 6y = 3 es xy = —3,
y todas las soluciones son © = —3 + 6t,Vt € Z. En este caso, todas

las soluciones constituyen una dnica clase de congruencia médulo 6,
la clase [3] ={...—15,-9,-3,3,9,15,...}.
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Congruencias lineales
Propiedades.

@ Seam € Z tal que m | a, m | by m | n. Entonces,

b
ar=b (méd n) & Gp=" (méd ﬁ)
m m m

@ Seam € Ztalquem|aym|b. Siayn son primos entre si, es
decir, si med(a,n) = 1 se tiene entonces que

ar =b (méd n) <

Demostracion.

@ ar =b (méd n) & axr +ny = b para algin y € Z

@%x—i—%y:%@%m’z% (mod &)
@ Anidlogamente, az = b (mdd n) < ax+n(my) = b para algin y € Z
@%x—l—nyz%@%xz% (méd n).
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Congruencias lineales

Observacion. Notese que, las propiedades anteriores nos proporcionan una
herramienta para poder resolver una congruencia lineal ax = b (méd n)
de forma algoritmica como sigue.

© Calculamos d = mcd(a,n) y comprobamos si d | b. En caso contrario,
no existen soluciones.

b !

@ Calculamos o' = §, 0/ = 4, y n’ = 4 y simplificamos la congruencia

como a’x = b (mébd n').

Q)

© Buscamos un valor b” congruente con b’ tal que d’ = med(a’,b”) con
d" > 1, observando que

V=b+n'=b+2n"=... =V +kn/ (médn’), ke€o0,....,n —1.

/! . - -
Q Calculamos " = &, V' = Z—,. Simplificamos la congruencia como
a’x =b" (m6d n'). Y volvemos al paso anterior.
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Congruencias lineales

Ejemplo

Podemos volver a resolver la siguiente congruencia utilizando ahora las
propiedades sobre congruencias lineales:

4z =2 (mdbd 6)
20 =1 (mod 3)
2c =4 (mod 3)

2 (mod 3)

Luego, todas las soluciones son z = 2 + 3t,Vt € Z.
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Sistemas de congruencias lineales

Definicion

Sean ny,n9,...,n €N,y ay,ao,...,ar,b1,ba,...,bp € Z. Un sistema de

congruencias lineales es un sistema de la forma:
a1r = bl (méd nl)

asx = by (mdd ng)

arx = by (mdd ng)

donde x es una variable entera, x € Z, la Unica incégnita del sistema.

Se trata de un sistema de k congruencias lineales con la misma incégnita.

Para que el sistema tenga solucién, deben tenerla todas y cada una de las
congruencias del sistema.
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Sistemas de congruencias lineales

El primer paso a realizar a la hora de resolver un sistema de congruencias
lineales es, por lo tanto, resolver cada una de las k congruencias lineales
hasta obtener un sistema equivalente de la forma:

r=ad} (méd n})
x=adby (méd nb)
r=a, (méd ny).

El problema se reduce ahora a encontrar si todas las congruencias lineales
tienen alguna solucién en comun.
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Sistemas de congruencias lineales

Teorema chino del resto

Teorema

Sean ny,ng,...,ng €N, yay,as,...,ar € Z. Sini,na,...,ng son

mutuamente coprimos, es decir, mcd(n;,n;) = 1 para i # j. Entonces, el
sistema de congruencias lineales

a;  (méd nyp)

r=ay (moéd ng)

r=a; (méd ng).

tiene solucion, y las soluciones constituyen una dnica clase de congruencia
médulo n conn = ning - - - ny.
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Sistemas de congruencias lineales

Demostracion.

Hacemos ¢; = n% paracadai =1,...,k. Puesto que mcd(n;,n;) =1 para
i # j, se tiene entonces que mcd(n;,¢;) =1 paratodoi=1,..., k.
Podemos resolver entonces la congruencia ¢;x = 1 (mdd n;) para cada

1 =1,...,k. Las soluciones de cada congruencia constituyen una (nica
clase de congruencia médulo n; (inverso de ¢; en Z,,). Llamemos d; a la
solucién, es decir, tal que ¢;d; =1 (méd n;) paratodoi=1,...,k. Una
solucién particular del sistema es

ro = aijcidy + ascads + . .. + apcrdy.

Efectivamente, o = a; (méd n;) para todo i = 1,..., k, puesto que:
@ a;cid; = a; (mdd n;) por ser ¢;d; =1 (mdd n;), y

e ajc;jd; =0 (mbd n;) para i # j, dado que c; es miltiplo de n;.

Jesiis Martinez Mateo (DMATIC) Matematica Discreta | Gl - Curso 2020/21 34/43



Sistemas de congruencias lineales

Demostracién.

Veamos finalmente que x( es la Gnica solucién, y que el conjunto de todas
las soluciones z = x + nt, Vi € Z constituyen una Unica clase de
congruencia médulo n. Supongamos que x es también solucién. Tenemos
entonces que

r=a; (méd n;) )
) =z=x9 (méd n;).
xo =a; (méd n;)

Por lo tanto, n; | (x — o) parai =1,...,k. Como mcd(n;,n;) =1 para
i # j, es decir, n1,ne,...,n, son mutuamente coprimos, se tiene entonces
que ny -ng---np =n| (x—xp), y por lo tanto x = z¢ (mdd n). O
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Sistemas de congruencias lineales

Ejemplo
Resolvemos el siguiente sistema de congruencias mediante el teorema
chico del resto.

x=2 (mdbd 3)
x=3 (mébd 5)
x=2 (mdd 7)

61:5'7:35, 02:3'7:21, 03:3'5:15.

3br=1 (mdd 3)
2r=1 (m6d 3) 2lza=1 (mdéd5) 15z=1 (mdd 7)
2r =4 (mébd 3) x=1 (mdd5) =1 (méd7)

r=2 (mdbd 3)

Luego g =2-35-2+3-214+2-15=233, y z =233+ 35 7t, es decir,
x =23 + 105¢,Vt € Z.

v
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Sistemas de congruencias lineales

Corolario

Seann € N y a,b € Z dos enteros cualquiera. Si descomponemos n en

factores primos como

Entonces,

=b (mdd pi')
b (méd ps?)

a=b (médn)< 2

a=b (mdd p*).

Es una consecuencia directa del teorema chino del resto que nos asegura
que las soluciones del sistema de congruencias = a (méd p;’) para
1 =1,...,k constituyen una Gnica clase de congruencias médulo n.
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Sistemas de congruencias lineales

Ejemplo
Dada la congruencia
65x =45 (mdd 28).

Sabemos que la congruencia lineal tiene solucién puesto que
mcd(65,28) = 1. Para resolver la congruencia podemos entonces escribirla
como un sistema de la forma

=4 5 2 = ¢
652 =45 (mdd 28) & {6‘% 5 (méd 7) { x=3 (méd 7)

652z =45 (mod 22) r=1 (mébd 2?)

x=5 (méd 7) - .
& Luego la solucién de la congruencia es

r =1 (méd 22)

r=5-4-(4)7 +1-7-(7);! + 28t =89 4 28t,Vt € Z.
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Sistemas de congruencias lineales

Teorema chino del resto generalizado

Teorema

Sean ni,ngy,...,nr €N, yai,ao,...,ar € Z. El sistema de congruencias
lineales
x=a; (moéd ny)

az (méd ng)

x=ap (méd ny)

tiene solucion si y sélo si med(n;,nj) | (a; — a;) para todo i # j. De
existir solucién, todas las soluciones constituyen una tdnica clase de
congruencia médulo mem(ny,ng, ..., ng).
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Sistemas de congruencias lineales

Ejemplo (1)

Dado el sistema
6x =10 (mdd 16)

7Tx=5 (mdd 12)
2 =1 (mdd 33).

Resolvemos en primer lugar cada una de las congruencias

6z =10 (méd 16) 7xr=5 (méd 12)

3x=5 (méd8)  5Hhx=5 (méd 12)

3r=21 (méd8) 1llz=1 (mdd 12)
x=7 (mbd 8) x=11 (méd 12)

2r =1 (méd 33)
2x =34 (mdd 33)
x =17 (mdd 33)
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Sistemas de congruencias lineales

Ejemplo (1, continuacion)

Luego, nos queda el sistema

r=7 (méd 23)
r=15 (méd 8) z=1T (méd 2?) =7 (mbd 23)
r=11 (méd 12) << Jz=11 (mdd 3) S qr=2 (modd 3)
z =17 (méd 33) = (mod 3) r=6 (méd 11)
x =17 (méd 11)

El sistema tiene solucién puesto que med(8,12) | (15 — 11),
med(8,33) | (15 — 17), y med(12,33) | (11 — 17). Y la solucién es
x=7-(33)-(33)g" +2-(88)-(88)3' +6-(24) - (24)] + 264t =
931 -1+ 1761+ 144 - 6 + 264t = [215]564
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Sistemas de congruencias lineales

Ejemplo (2)

Dado el sistema

46x =6
65x = 45

(méd 140)
(mod 28).

Sabemos que ambas congruencias tienen solucidén puesto que

mcd(46,140) =2 | 6 y mcd(65,28) = 1 | 45. Resolvemos entonces el

sistema equivalente

46x =6 (mdd 7) dr =6
462 =6 (mod 5) =1
46 =6 (méd 22) & <22 =2
65x =45 (mdd 7) 26 =3
652 =45 (mod 22) rz=1

(méd 7) T=5H
(méd 5) =1
(méd 22) & xz=T
(méd 7) =5
(méd 22) x=1
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Sistemas de congruencias lineales
Ejemplo (2, continuacién)
Luego nos queda el sistema

x=5 (méd7)
=1 (mébd5)
r=1 (moéd 2?)

que tiene solucién puesto que med(7,5) = 1, med(7,4) =1, y
mcd(5,4) = 1. Una solucién particular es

29=1-35-(—1)+1-28-245-20-(—1) = —79,

y todas las soluciones son

T=x0+7-5 -4t =-79+ 140t = 61 + 140t,Vt € Z.
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