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TEMA 2

FUNCIONES COMPLEJAS: LIMITES, CONTINUIDAD Y
DERIVABILIDAD

1. FUNCIONES COMPLEJAS, LIMITES, CONTINUIDAD

1.1 Funciones complejas
1.2 Limites de funciones complejas

1.3 Continuidad de las funciones complejas

2. FUNCIONES DERIVABLES Y FUNCIONES HOLOMORFAS

2.1 Definiciones y primeras propiedades
2.2 Derivabilidad y ecuaciones de Cauchy-Riemann
2.3 Derivabilidad de las funciones complejas de variable real

2.4 Funciones holomorfas
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1. Funciones complejas, limites y continuidad

1.1 Funciones complejas

Una funcién compleja f definida sobre 2 C C es una correspondencia entre 2 y C,
denotada f : Q — C, que a cada z € () le asocia un tnico niimero complejo que se

llama imagen por f de z y se denota f(z).

e Dominio de f: . Si no se especifica el dominio se entiende que es

Dom(f)={z€C:3weCy w=f(2)}.

e Imagen o rango de f: denotado Zm(f) o bien f(£2), es el conjunto
{fweC:3zeQyw=f(2)} ={f(z):z€Q}.
Si S C Dom(f), se denota f(S) al conjunto {f(z): z € S}.
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1. Funciones complejas, limites y continuidad

Expresion de f(z) en las coordenadas cartesianas y polares de z

» Siw = u+iv es la imagen por f de z = x + iy entonces

u=Ref(zr+iy) y v=Imf(z+iy) J

y f se expresa en funcion de las coordenadas cartesianas x,y de z:

f(z) = f(x +iy) = u(z,y) + w(z,y) J

Luego, f = u +iv, donde u y v son funciones reales de dos variables reales.

Se denota u = Re f y v = Im f.

» Siz # 0 se expresar f(z) en funcion de las coordenadas polares p, 6 de z:

f(z) = f(pe?) = u(pcosb, psend) + iv(pcosf, psen ) J

Ejemplos a) f(2) = 2. b) f(z) = % o) f(2) = |2l.
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1. Funciones complejas, limites y continuidad

Suma, producto y cociente de funciones

Dados Q C Cy f,g:Q — C, se definen las siguientes funciones sobre (:

o Suma: (f 4+ g)(2) = f(2) + g(2).
o Producto: (f-¢g)(z) = f(2) - g(2).

o Cociente: (f/g)(z) = f(2)/g(z) siempre que g(z) # 0 Vz € Q.

Composicién de funciones

Dados Q1,0 C C, f: Q) = Qo y g: Qy — C, se define la funciéon composicion de f
y g como (go f)(z) = g(f(2)) Vz € .

Funcion inversa

Sea Q C C. Si f:Q — C es es una funcion inyectiva (i.e. si f(z1) = f(z2) entonces
21 = 2), la funcion inversa de f, denotada f~1: f(Q) — Q, es la que a cada w € f(Q)
le asigna z € Q tal que f(2) = w.

Ejemplos: Polinomios, inversion y funciones racionales, Arg z, |z|, Re z, Im z, e ,e?
y Log z.
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1. Funciones complejas, limites y continuidad

1.1 Funciones complejas

Arg z = Arg(x +iy) =

—7/2 siz=0Ay<0
arctan g siz >0
x
w/2 siz=0Ay>0
arctang—i—ﬂ' siz<0 A y>0
x
arctang—ﬂ siz<0 A y<O0
x
T
arctant +
2|
arctant
t
=2
arctant-Tt
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1. Funciones complejas, limites y continuidad

Funciones multivaluadas o multiformes

Una funcion multivaluada o multiforme F definida sobre Q@ C C es una
correspondencia que a cada z € {2 le asigna un conjunto de valores de C; es decir, es
una aplicacion F : Q — P(C).

Ejemplos
a) arg : C* — P(C) definida por arg z = {Argz +2km: k € Z}.
b) F:C* — P(C) definida por F(z) = {4/]z] eliArz2)/2}

A partir de una funcién multivaluada se pueden construir funciones propiamente
dichas (univaluadas) eligiendo un tnico valor para cada z. Por ejemplo,

a’) Dada arg z, eligiendo para cada z € C* el tnico valor de arg z perteneciente a
(—m, 7] se obtiene la funcion f(z) = Argz.

b’) Dada F(z) = z'/? se pueden obtener las funciones f(z) = \/|z| e(A82)/2 y
o(2) = R A2,
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1. Funciones complejas, limites y continuidad

1.2 Limites de funciones complejas

Si zp es un punto de acumulacion del dominio de una funcion f, se dice que wg € C
es limite de f en zg si Ve > 030 > 0 tal que si z € Dom(f) verifica 0 < |z —zp| < ¢
entonces |f(z) — wg| < e. Se escribe lim f(z) = wy

Z—rZ20
o lim f(z) = wy<=Ve > 035>0 tal que f(D*(zp,d) N Dom(f)) C D(wo,e).
Z—20
z W JS(D*(z0,3)NDom(/))

Dom(f") D*(2,9) <5
. 4 ) D(wo€)

y . / f 4
25 e
— ' g
\ y

b .

e Si existe el limite de una funcién compleja en un punto, es tnico.
o Si lim f(2) =wy € C* = VM € (0, |wp|) existe 6 > 0 tal que |f(z)| > M

Z—20

Vz € D*(2p,9) N Dom(f).
Ejemplos: Limites de la funcion constante y de la identidad.
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1. Funciones complejas, limites y continuidad

Propiedades de los limites

» Limites y limites relativos Si existe lim f(z) = wy € C y 2y es un punto de
Z—20

acumulacion de A C Dom(f), entonces existe el limite de f|4 en 2y, llamado limite
de f en zy relativo a A y denotado lim f(2), y es igual a wy.
0
z€A

Consecuencia: Si el limite de f en z; relativo a un conjunto no existe o dos
limites relativos de f en z, son distintos, entonces A lim f(2)
zZ—r20

Ejemplos: #lim z/z y Alim |z|/z .
z—0 z—0

» Teorema ( Caracterizacién del limite)
Dada f = u+iv : Q — C, existe el limite de f en zy = xg + iyy € Q' si y sblo si
existen los limites de v y v en (xg,yo) y se cumple

lim f(z) = wy <— (xvy)—f(xo,yo)
pamres lim  v(z,y) = Imw,

_>
(z,y)—(x0,y0) 828




1. Funciones complejas, limites y continuidad

Ejemplos lim Re z = Re 2
. 3 lim Argz
a) Vz € C{ lim Imz =Tmz b) Sizg< 0= =0
S A lim Log 2
hrn 62 = €Z0 Z—x0
Z—r20

» Aritmética de limites!

Si existen los limites de f y g en zy siendo vy, wy € C, respectivamente, entonces:
: Zlirglo(f(z) +g(2)) = vo + wp.
2. lim (f(2)-g(2)) = vy - wo.

Z—r20

—_

3. limM:E si wy # 0.
2=z g(z)  wo

4. lim |f(z)| = |vo|. En particular, lim |z| = |z
z—20 2220

5. lim f(z) = 7. En particular, lim z = Z,. (Aplicar a lim ﬁ)
zZ—20 zZ—20 z—=0 #

1 . . . . .
En adelante, siempre que se diga que el limite de una funcién en un punto zg es un namero complejo se entendera, aunque no se
explicite, que se satisfacen las hipo6tesis para que la sentencia tenga sentido: zgp es punto de acumulacién del dominio de la funcién
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1. Funciones complejas, limites y continuidad

Consecuencia

1. Si P(2) = @p2" + a,_ 12" '+ ...+ a1z + ag, tal que a; € C Vi € {0,1,...,n},
entonces 3 lim P(z) = P(zy) Vz € C.

Z—r20

2. P(z),Q(z) polinomios = EIZILnQO P(2)/Q(2)=P(z0)/Q(20) V2o € C t.q. Q(zp) # 0.

» Limite de la composicién de funciones

Dadas f : Q1 — Qo y g : Qs — C, si lim f(z) = vy y lim g(z) = wy entonces
Z—rV0

Z—r20

lim (g o f)(z) = wp siempre que exista r > 0 t.q. f(z) # vo si z € D*(zp,7r) N Q.

Z—20

» Limite nulo por funcién acotada

Sean f,g: Q — C. Si lim f(z) =0y existen M > 0y r > 0 tales que |g(z)| < M
para todo z € D*(z, r)zgzgol, entonces JLIE{) f(2)g(z) =0.

Ejemplos

248 z22m + Zm
1z —1

lim(z —i)(22+2)?, lim —— —, lim ex
Z—>i( )( ) z%1+i\/§z—1—i\/§ Z=—i P



1. Funciones complejas, limites y continuidad

Limites infinitos y limites en el infinito

» Limite infinito en un punto
El limite de f en zy es 0o, y se denota lim f(z) = oo, si VM > 0 39 > 0 tal que si

Z—20

z € Dom(f) cumple 0 < |z — 29| < § entonces |f(z)| > M.

Ejemplo: lim 1/z = co. Recuerde que, en el caso real, no existe lim 1/x.
z—0 x—0

» Limite finito en el infinito

Sean €2 C C no acotado y f : Q — C. El limite de f en oo es wy € C, y se denota
lim f(z) = wo, si Ve > 03k > 0 tal que si z € Q y |z| > k entonces |f(z) —wo| < e.
Z— 00

Ejemplo: lim 1/z = 0.
Z—00

» Limite infinito en el infinito
Sean ) C C no acotado y f : Q — C. EIl limite de f en oo es oo, y se denota
lim f(z) =00, si VM >0 3k > 0 tal que si z € Q y |z| > k entonces |f(z)| > M.

Z—00

Ejemplo: lim 2% = co.
Z—>00
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1. Funciones complejas, limites y continuidad

Caracterizaciones de los limites infinitos y en el infinito?

Proposicion 1.

: . 1
A fle)=c0 = I 5 ="

. . 2249
EJemplo. Zl_l)r}lgi m = 0

Consecuencia: Sean f,g: Q — C, tal que g(z) # 0 Vz € Q, y sea z, punto de

acumulacion de Q. Si lim f(z) € C* y lim g(z) = 0, entonces lim L& = oo,
Z—20 Z—20 2Z—20 ()
Ejemplos
a) Si P(z) y Q(z) polinomios t. q. P(z) #0y Q(2) =0 = lim ggz; = 0.
Z—20

b) lim %5 = oo ( en el caso real no existe el limite).
z—1 <7

En adelante, siempre que se diga que el limite de una funcién en el punto co es nimero complejo o infinito se entender4, aunque
no se explicite, que se satisfacen las hipétesis para que la sentencia tenga sentido
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1. Funciones complejas, limites y continuidad

Proposicion 2. Si wy € CU {0}, se cumple

Zlggof(z) =wy = li_r}rg)f(l/z) = wy J

Ejemplos
a) Si P(2) = apn2" + an_12"+ -+ apy Q(z) = bpz™ 4 byp12™ 1+ - 4 by, con
aj,bp e C Vje{1,2,...,n} y Vke{l,2,...,m}, siendo a, # 0y b, # 0, entonces

’ P(z):{an/bn sin=m

11m
z—00 Q(2) 0 sin<m

2
1

b) Tim 1
z—o0 2+ 1

Proposiciéon 3.

lim f(z) =00 <= lim

o Iy 77757 = }

Ejemplos
a) lim P(z) = oo VP(z) polinomio no constante.
zZ—00

b) P(z) vy Q(z) polinomios tales que gr(P(z)) > gr(Q(z)) = lim P(z) = 00.
2—300 Q(z) 13 /28




1. Funciones complejas, limites y continuidad

1.3 Continuidad de las funciones complejas®

Sean 2 C C, zp € Qy f:Q — C. Se dice que f es continua en 2z si Ve > 035 >0
tal que si z € Q v |z — 29| < & entonces |f(2) — f(20)| < €. Se dice que f es continua
en (2siloesVzed

Observacion: Sean Q C C, 2z € Qy f:Q — C. Se tiene:
o Sizy € I(R2) entonces f es continua en z.
o 2y € Q) entonces: f continua en 2o <= 3 lim f(z) = f(20).
Z—20

Si 3 lim f(z) € C pero es distinto de f(z), se puede definir una funcion f
Z—20

continua en zy, asignandole este limite, y tal que f(z2) = f(z) Vz € Q\ {z0}.

Ejemplos

a) Las funciones constantes y la funcion identidad son continuas en C.

b) Las funciones Re, Im, f(2) = |z| y g(z) = €* son continuas en C.

c) Las funciones polinémicas son continuas en C y las racionales en su dominio.

En adelante, si se dice que f es continua en zg se entendera, aunque no se explicite, que zg es un punto del dominio de f
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1. Funciones complejas, limites y continuidad

Propiedades de las funciones continuas

» Teorema (Caracterizacién de la continuidad)
Sean f=u+ivy zo = xo + iyo € Dom(f). Se verifica

f es continua en zy <= u y v son continuas en (zg, yo) J

Ejemplos: Las funciones Arg y Log son continuas en C\ {z € R: x < 0}.
» Aritmética de las funciones continuas

f + g es continua en zy
f v g continuas en zp => < f - ¢g es continua en z
f/g es continua en zq si g(zp) # 0.

Ejemplos
a) f(z) = Z;_@, es continua en C\ {1/v2+1i/v/2,—1/v/2 —i/v/2}.
b) f(z) = W# es continua en C\ ({z € R: 2z <0} U {i, —i}).
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1. Funciones complejas, limites y continuidad

» Continuidad de la composiciéon de funciones

Dadas las funciones f : )y — Qs vy g : Q9 — C, se cumple:

f es continua en z

g es continua en f(zo) } —> g o [ es continua en zj.

Ejemplos

a) f(z) = €® es continua en C.
b) f(z) = e es continua en C \ {0}.
¢) f(z) =Log(i — z) es continua en C\ {x +i:2 € R Az > 0}.
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1. Funciones complejas, limites y continuidad

Continuidad y funciones multivaluadas

Dada una funcién multivaluada F', se llama rama o determinacién de F en un
conjunto 2 C Dom(F) a toda funciéon f : Q — C que verifica:

e f es continua en {2

o f(z) € F(z) para todo z € .

Ejemplos

a) Para cada o € R la funciéon multivaluada arg permite definir la rama del
argumento Arg, : C\ {re’: r >0} — C siendo Arg, z el anico valor en
arg z N (a, o + 2m). La rama principal del argumento, que se sigue denotando
Arg, esta definida en C\ {z € R: 2z < 0}.
Arg, 2 = A1g(, o yonm 7 = AI8(, 0 yom 2 Para todo z € C\ {re’® : 7 > 0}.

b) La funcién multivaluada F(z) = 2'/2 permite definir sobre el conjunto
C\ {re': r > 0}, para cada o € R, las ramas de F

fa(z) = V]zle B2y go(2) = —V/|z|el ™2 = — fo(2).

Llamaremos a f,, con a = —m, rama principal de z'/2.
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1. Funciones complejas, limites y continuidad

Continuidad y conjuntos compactos y conexos

Proposiciéon 4.

Si 2 C C es un conjunto compacto y f : £ — C es una funciéon continua, entonces
f(€2) es un conjunto compacto.

Corolario

Si 2 C C es un conjunto compacto y f : € — C es una funcion continua, entonces
| f| esta acotado en .

Proposiciéon 5.

Si 2 C C es un conjunto conexo y f : 2 — C es una funcién continua, entonces f(€2)
es un conjunto conexo.

18 /28



2. Funciones derivables y funciones holomorfas

2.1 Definicién y primeras propiedades
Dado €2 C C, una funcién f : Q@ — C es derivable en 2y € (2 si existe el siguiente

limite y es un nimero complejo:

lim JE) =) f'(20) + derivada de f en 2 J
220 zZ— 2 Notacion
JE— — / —
Observacion: f derivable en zy <= lim f(2) = f(z0) = ['(20)(2 = 20) =0.
h—0 z — 20

Ejemplos
a) Las funciones constantes son derivables en C con derivada nula en todo punto.

b) La funcién identidad es derivable en C con derivada 1 en todo punto.
c) La funcion f(z) = Z no es derivable en ningtin punto.
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2. Funciones derivables y funciones holomorfas

Propiedades de las derivadas
» Derivabilidad y continuidad

Sean f una funcién compleja y zy un punto interior a su dominio. Se cumple
f es derivable en zy = f es continua en z

» Derivaciéon de suma, producto y cociente de funciones complejas

Sean {2 C C conjunto abierto y f,g: Q2 — C derivables en z; € ). Se verifica
1. f+ g es derivable en zy siendo (f + g)'(z0) = f'(20) + ¢'(20)-

2. f-gesderivable en 20y (f-9)(20) = f'(20) - 9(20) + f(20) - ¢'(20)-

3. Si g(z9) # 0, 1/g es derivable en 2y y (1/9) (29) = — (5;(;03))2
4. Si g(z) #0, f/g es derivable en 2o y (f/g) (20) = ['(20) - g(20) — f(20) '9/(750).

(9(20))?
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2. Funciones derivables y funciones holomorfas

» Regla de la cadena.

Sean {21,y C C conjuntos abiertos, f: 3 — Qs y g: Qs — C. Si f derivable en
2o € Q1 v g derivable en f(z), entonces g o f es derivable en z y

(9 o f)/(Zo) = gl(f(zo)) ) f’(zo)-
» Derivacién de la funcién inversa.

Sean ) C C conjunto abierto y zo € . Si f: Q — C es inyectiva, 3f'(z) # 0, f(2)
es abierto y f! es continua en f(2), entonces f~! es derivable en f(zy) siendo

(f_l)/ (f(20)) =

1

f'(z0)

Ejemplos

a) Toda funciéon polinomica es derivable en C.

b) Toda funcién racional es derivable en su dominio.

c) Las funciones Re e Im no son derivables en ningtin punto de C.

d) La funcion f(z) = |z|* no es derivable en ningin z € C\ {0} y silo es en z = 0.
e) La funcién f(z) = |z| no es derivable en ningin punto de C.
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2. Funciones derivables y funciones holomorfas

2.2 Derivabilidad y ecuaciones de Cauchy-Riemann
Teorema (Caracterizacion de la derivabilidad. Ecs. de Cauchy-Riemann)
Sean €2 C C conjunto abierto, zo = xo +iyg € Qy f =u+iv:Q — C. Se cumple

u 'y v son diferenciables en (xg, yo)
[ es derivable en z <= § u_ (z0,y0) = v, (2o, o)

} Ec. de Cauchy-Riemann
Uy (T, Yo) = —vx(Z0, Yo)

Ademas, si f derivable en 2y se verifica

f'(20) = ua(20, Yo) + 102(T0, Yo) J

Ejemplos

a) La funcion f(z) = e* es derivable Vz € C siendo f'(z) = f(2).

b) La funcion f(z +iy) = 2® +iy* + 5 es derivable en todo punto z = z + iy que
tal que y = 322/2 y su derivada es f'(x + iy) = 3.

c) La funcion f(z) = €* no es derivable en ningtin punto.
22 /28



2. Funciones derivables y funciones holomorfas

Teorema (Ecs. de Cauchy-Riemann en coordenadas polares)

Sean () C C* conjunto abierto, 2o € Qy f =u+iv:Q — C.
Si U(p,0) = u(pcos,psend) y V(p,0) = v(pcosb, psenf), entonces:

U y V son diferenciables en (po, 6p)
f es derivable en zg = py e < po Us(po,60) = Va(po, bo) } Ecs. de
Cauchy-Riemann

Us(po, 0o) = —poV,(po,bo)

en coord. polares

Ademés, si f derivable en z; se verifica

f'(20) = e (U,(po, ) + iV, (po, 90))J

Ejemplos

a) La funcion f(z) = Logz = In|z| 4+ i Arg z, definida en C \ {0}, es derivable
VzeQy=C\{zeR:x <0} siendo f'(z) =1/z.

b) La rama de z'/2 definida por f,(z) = 1/|z| e?A%a?)/2 es derivable en su dominio
de definicion C\ {re" :r > 0}.
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2. Funciones derivables y funciones holomorfas

2.3 Derivabilidad de las funciones complejas de variable real

Sea I C R un intervalo abierto. Una funcion f : I — C es derivable en 2y € [ si
u = Ref y v =1Imf son derivables en xy. Se denomina derivada de f en xzy, y se
denota f'(x), al nimero complejo u'(xg) + v’ ().

Ejemplo: La funcion f(t) = e es derivable V¢ € R siendo f’(t) = ie®.

Proposicion Si f es una funcion compleja derivable, en el sentido complejo, en un
punto zo de R, entonces f|g también es derivable como funcién de variable real y

F(xo) = (fIr)" (o).

Observacion: El reciproco no es cierto. Por ejemplo, f(z) = Re 2 no es derivable en
ningin punto z € C, pero f = f|g es derivable en todo punto de R pues

u(x) = Re f(x)
v(a) = Im f(x)

x
0

son derivables Vo € R.
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2. Funciones derivables y funciones holomorfas

2.4 Funciones holomorfas

Sea () C C un conjunto abierto. Una funcién f : 2 — C es holomorfa en zy € €, 0 2
es un punto regular de f, si f es derivable en todo punto de un disco D(zg, ) C €.
Si f es holomorfa en cada z € () se dice que es holomorfa en 2. Si f es holomorfa en
C se dice que f es entera. Se denota

H(Q) ={f:Q—C: f es holomorfa }.

Observacion: Dado 2 C C conjunto abierto, se verifica

f € H(Q) < f es derivable en z Vz € Q.
Ejemplos
a) Toda funcién polindmica es entera.
b) La funcién racional f(z) = P(z)/Q(z) es holomorfa en C\ {z € C: Q(z) = 0}.
c) La funcion f(z) = e* es entera.
d) Dada f(z) = Log z, se verifica f € H(C\ {x € R: 2 <0}).
e) La rama principal de z*/2 es holomorfa en C\{z€R : 2 < 0}.
f) La funcion f(z) = |z|? no es holomorfa en ningtin dominio.

g) La funcion f(z +iy) = 23 + iy? + 5 no es holomorfa en ningin dominio. 25 )28



Proposicion. Sean 2 C C dominio (abierto y conexo) y sea f € H(2). Se verifica:
1. f'(z) =0Vz € Q = f constante en (.
2. Re f es constante en () = f constante en 2.
3. Im f es constante en  (en particular, si f(2) C R) = f constante en ().
4. |f]| es constante en ) = f constante en ().

Funciones holomorfas y funciones arménicas

Funcién arménica: Sea 0 C R? dominio. Una funcién u : Q — R es arménica
en Q si u € C*) (tiene derivadas parciales hasta el orden 2 y son continuas) y
V(z,y) € Q se cumple

Uz (T,Y) + Uyy(z,y) = 0 (Ecuaciéon de Laplace) )

Proposicion. Si f = u +iv € H(Q), siendo 2 C C un dominio, y u,v € C*(),
entonces u y v son funciones armonicas en ()

Problema: ;Dada una funcién armonica se puede encontrar una funciéon holomorfa

de la cudl sea su parte real o imaginaria?
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2. Funciones derivables y funciones holomorfas

Funcién arménica conjugada: Sea Q C R? dominio y sea u : 2 — R una funcion
armonica. Se dice que una funcién v : 2 — R es armoénica conjugada de u en € si

f=u+iveH().
Observacién: Dado 2 C R? dominio, si u,v € C*(Q)

) ) Up = —U
v es armoénica conjugada de u en <= < ° Y

I
S
8

Uy

Proposicion. Sea Q C R? dominio. Se verifica:
1. v es armédnica conjugada de u en () <= —u es armoénica conjugada de v en ).

2. Si w armoénica conjugada de v en € y v armoénica conjugada de u en Q = u y v
son constantes en €.

Proposicion. Si Q C R? dominio simplemente conexo y v : © — R armonica,
entonces existe v : {2 — R armonica conjugada de u en 2
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2. Funciones derivables y funciones holomorfas

Observacion: Si el dominio {2 no es simplemente conexo, no se puede asegurar la
existencia de la conjugada armonica de u. Por ejemplo, dada

1
U(Qf, y) = 5 ID(Z‘Q + y2)7
se cumple

e u es armonica en el dominio R*\{(0,0)} y no tiene arménica conjugada en
dicho dominio.

e u tiene armoénica conjugada en todo dominio simplemente conexo
Q. R2\{(0,0)}.
o v(x,y) = Arg(z + iy) es armoénica conjugada de u en
Q =R*\{(z,0) € R*:2 < 0}.
Ejemplos
En cada caso determinar:
a) [ holomorfa tal que Re f(z +iy) = u(z,y) = =1
b) f holomorfa tal que Re f(z + iy) = u(z,y) = €% sen(2zy).
c¢) f holomorfa tal que Im f(z + iy) = v(z,y) = 3+ 2% — y* — -
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