Funciones holomorfas.

() siempre serd un abierto del plano complejo; si zp € Q y
f: € — C definimos:

f es holomorfa en 2 si existe lim f(z) — f(=0)
Z—20 Z— 20

Aclarar el significado de este limite.
H(£2) = funciones holomorfas en {2 = funciones holomorfas
en cada punto de §2; H(C) = funciones enteras.

La holomorffa de f en 2, implica la continuidad de f en z.
En efecto, sea

(o) = LIy ps
€(z0) = 0,2z =z

La funcién €(z) estd definida en €2 y es continua en 2. Por otro
lado

f(2) = f(20) = f'(20) (= — 20) + €(2) (2 — 20)
es decir,
lim [£(2) = f(z0)] = 0

- |z| es continua en C y no es holomorfa en ningun punto.

Teorema.
Sean f,qg: € — C holomorfas en Q. Entonces

() (af 4+ bg) es holomorfa en Q y
(af +bg)(2) =af'(z) +bg'(2),Va,b € C,Vz € Q

(77) fg es holomorfa en 2 y
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(f9) (2) = f'(2)9(2) + f(2)d'(2),Vz € Q

(231) Sig(z) # 0,Vz € Q, entonces f/g es holomorfa en Q y
fa) (o) = HAELETE v c

(1v) Todo polinomio ag+aiz+ ...+ a,z"

es una funcion entera con derivada

aj + 2a9z + ... + na, 2"
Toda funcion racional

ag+ a1z + ... +a,z"
bo+ b1z + ... + b, z™

es holomorfa en

A = {z € Q: el denominador no es nulo}

Las propiedades anteriores nos permiten afirmar que el espa-
cio H(€)), con las operaciones usuales, es un anillo.

Regla de la Cadena.

Si fe HQ),ge H(), f(Q) C Ql y h=go f, entonces h

es holomorfa en Q y Vz € Qb (2) = ¢'(f(2)).f(2).
= J(

(2
D) Sea z; un punto arbitrario de Q y wo = f(20). Definimos
la funcién s en €y por la expresién

sWw) = g(az = ZEJWO) — ¢'(wo);w # wo
s(wg) = 0



La funcién s es continua en €2;. La continuidad de f en {2 nos
asegura que

lim s(f(z)) = s(wy) =0

z—2

Por otra parte, si z # 2y podemos escribir

9(f(2)) =9(f(20)) = [s(f(2)) + g (wo)][f(2) — wo)

g(f(z)) T g(f(Z())) _ [s(f(z)) + g/(wo)] [f(Z) T f(Z())]
Luego
fim 2RI ). peo)

220 Z — 20

Derivacion real y derivacién compleja. Ecuaciones de
Cauchy-Riemann.
Consideramos las siguientes notaciones:

f:Q—C;f=u+iv;f(2) =u(z,y) +iv(zr,y)siz = x + iy

El cuerpo C es un espac1o vectorial sobre C de dimensién
1, con {1} como base canénica. Asi mismo el cuerpo C es un
espacio vectorial sobre R de dimensién 2, con {1,7} como base
canonica.

Observacion:

f es holomorfa en z; (C derivable en zy) <=
dL : C — C, C — lineal tal que

f(z) = f(z0) = L(z — z0) + €(2)(z — 20),,€(2) — 0 si 2 — 2

La funcién €(z) esta definida en un disco perforado
centrado en z.



En efecto, si f es holomorfa en 2 la aplicacion L(z) = z.f'(20)
cumple la condicién senalada. Reciproco, basta comprobar que

f1(z0) = L(1).
Def.

f es derivable en sentido real (R — derivable) en zy <=4

dH : C — C, R — lineal tal que
f(z) = f(20) = H(z — 20) + n(2)(z — 20),,1m(2) — 0si z — z

La funcién €(z) esta definida en un disco perforado centrado
en zj.

En este caso tenemos:

H(i) = %(Zo) _ th—H>l() (20 +tit) — f(%0)
H(1) = %(2’0) _ th—n>10 f (20 +t3t — f(=)

Si tenemos en cuenta que una aplicacion H : C — C,
R—lineal, es C—lineal si, y sélo si, H(i) = ¢H(1), obtenemos
que si f es R-derivable en 2, entonces

f es holomorfa en 2y <=

H(i) =iH(1) <= g—]yc(%) = i%(%)
ou ov Ou O
a—y(zo) = —%(20)} A [%(ZO) = 8_3/(20)]

Las ecuaciones

ou ov
a—y(Z’O) = —%(ZO)



ou ov
%(ZO) = 8—y(20)

reciben el nombre de Ecuaciones de Cauchy-Riemann.
Observacién. Si f es holomorfa en zj, entonces

Fe0) = L(1) = H(1) = 2 () =

ou Ov ov Oou
%(zo) + Z%(Z‘o) = a—y(zo) - Za—y(zo

Nota. Siu y v son C! en Q (que asegura la R-derivabilidad de
f en Q) y satisfacen las Ec. de C-R, entonces f es holomorfa en

Ejemplos.
1.- f(2) = Z no es holomorfa en ningtin punto.
2.- f(z) = |z| no es holomorfa en ningin punto.

3.- f(2) = |2|* es holomorfa sélo en (0,0).

4- f(z) = |:L’y\%, z = x + 4y verifica las Ec. de C-R en (0,0)
pero no es holomorfa en dicho punto. (f no es R—derivable en
(0,0), u y v tienen derivadas parciales discontinuas en (0, 0).

Corolario.- Si f € H(Q2), Q2 es conexo y f'(z) =0, Vz € Q,
entonces [ es constante en ).
D) f es R—derivable en ) y su diferencial es nula.

Operadores 0 y 0

_ 0/9x—i0)dy — 00z +i0)dy

0
2 ’ 2

Si f es R—derivable en zy, entonces f es holomorfa en z; si, y

s6lo si, Of (z0) = 0. En este caso f'(z0) = 0f/0z(20) = 0f (20).



Funciones armonicas.

No todas las funciones reales u(x,y) diferenciables son la
parte real de funciones diferenciables en sentido complejo. Las
Ec. de C-R imponen condiciones restrictivas a u(z,y) para que
esto ocurra.

Teorema. Sea f = u+1v holomorfa en ). Supongamos que
w y v son de clase C? en Q. Entonces

Ugy + Uyy = 0 A\ Vyy + vy = 0 en ()

D) La holomorfia de f en € nos dice que u y v satisfacen las
Ec. de C-R en (2, es decir

Derivando obtenemos:

Ugy = Uyg A Uygy = — Vg
62
y g2 Y y
Es decir,

Nota. Las hipétesis C? es supérflua. Veremos mds adelante
que toda funcién holomorfa es infinitamente derivable en sentido
complejo.



Laplaciano.
2 2
N
ox?  Oy?

Def. Una funcién u(z,y) dos veces diferenciable en sentido

real es armoénica en €2 si Au = 0 en ).
Ejemplo.
Las funciones
u(z,y) = e"cosy
v(z,y) = e'siny

son arménicas en C. (Veremos més adelante que u = Ree* Av =
Im e?

Las funciones
(z,y) — loglz|, z =u+1y

Y
xr,y) — arctan=
T

~~

son armonicas en sus dominios de definicién.
La funcién
2 9 2
(z,y) — 2] =2"+y

no es armonica.

Series de potencias.
Son series del tipo

o0
Zan(z —29)",a, € C
0

Este tipo de series forman una C—élgebra. En efecto:
-Todo a € C se identifica con a + > " 0(z — zp).



SSif =Y an(z—20)"y g = > bu(z — 20)", entonces f +

g = (an+b)(z—2)"y fg = cx(z — 2)* donde ¢, =
ntm—i Gnbm (multiplicacién de Cauchy de series).

Notaciones simplificadas.
En general trabajaremos con series centradas en zy = 0.Utilizaremos
las notaciones
oo

B, = B(0;r) y Zanz” ~ Zanz”

0

Lema de Abel.
Supongamos que para la serie Y a,2" existen numeros reales
positivos s y M tales que

Vn e N, |a,| s" < M.

Entonces la serie > a,2" es normalmente convergente en Bs.
D) Sear € R tal que 0 <7 < s. Sea ¢ =rs 1 < 1. Entonces

‘anzn|B,. < lan| 7" < Mq".

Por consiguiente

Z|anz”]Br < MZq” < 0,

es decir ) a,z" es normalmente convergente en Bs.
Corolario.
Si la serie Y a,z" converge en zy # 0, entonces converge
normalmente en B
7 n . .
D) La sucesién |ay,||20]" es nula y por consiguiente acotada.

Aplicar lo anterior a s = |z| y a M > 0 con |a,||z|" < M,Vn €
N.

Radio de convergencia.



La serie > 2™ converge en el disco unidad U ya que

n 1 — pntl
sz =1, 7 2" — 0 cuando |z| < 1.
— 2

Es decir

1
Zz”zl_zsi 2] < 1.

Obviamente esta serie diverge en C\U.
Este comportamiento es representativo de todas las series de
potencias. En efecto:

Teorema. Sea ) a,z" una serie de potencias. Sea

R = sup{t >0: |a,|t" es una sucesién acotada} .

Entonces:
1) La serie converge normalmente en el disco Bp.

2) La serie diverge en cada punto w € C\Bp, .

D) Por definiciéon 0 < R < oo. Si R = 0 nada hay que
demostrar. Supongamos R > 0. La sucesién |a,|s" es acotada
para cada s con 0 < s < R. Luego el Lema de Abel nos dice que
> a,2" converge normalmente en By para cada s con 0 < s < R.
Si tenemos en cuenta que By es la unién de discos del tipo Bk,
resulta que la serie converge normalmente en Bp.

Para cada w € C\Bg, la sucesién |a,||w|" no estd acotada,
luego > a,w™ es necesariamente divergente.

Def.

R € [0,00] determinado por el teorema anterior recibe el
nombre de radio de convergencia de la serie, y Bpr es su disco de
convergencia.

Férmula de Cauchy-Hadamard.

FEl radio de convergencia de la serie Y a,(z — z)" es
_ -1
- <lim\"/\an|)
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D) Recordar que si (r,) C R, entonces
lim (r,) == klim [Sup {7k, ri41,---}];1/0 :=00,1/00 := 0

Sea
-1

L= (E v |an|>
Demostrar L < R equivale a probar:
i) Vr con 0 < r < L se verifica r < R.
Demostrar R < L equivale a probar:

Vs con L < s < oo se verifica R < s.

Prueba de 1)
Si 0 <r < L, entonces 7! > lim+/|a,|. Entonces

Ing € N:V¥n > ng, /|an| <r!

y por consiguiente |a,|r" es acotada, es decir r < R.
Prueba de ii)

Si L < s < oo, entonces s~ < lim+{/|a,|. Entonces
)

M € N infinito : Ym € M, s < ¥/|ap|

y por consiguiente |a,,|s™ > 1,¥m € M. De aqui podemos
concluir que la sucesién |a,|s™ no es nula y por consiguiente

s > R.
Ejemplos:

Znnzn,R =0



En series del tipo ) 2" /n! puede ser ttil utilizar el siguiente
criterio del cociente:
Criterio del cociente:

Sea > an(z — 2z0)" una serie de potencias con radio de con-
vergencia R. Supongamos que a, # 0 para infinitos valores de
n. Entonces:

L P vl 1
|1 [y
En particular
R =lim @
n |an+1|

cuando este limite exista.
D) Demostracién hecha en primer curso.

Ejemplos:

> 2"/l R = oo-zzﬂ/n2 R=1
> nlz", R = 0;) (14 (=1)")"2",R=1/2
> nlEnn Ro= 1) (nl/n")2", R=e
anz ,(p > O),Rzl;Z(n!)l/”z”,Rzl
Y 2R =1

Holomorfia de las funciones definidas por series de
potencias.
Teorema.

Si la serie > an(z — 29)" tiene radio de convergencia R, en-
tonces las series

Znan(z—zo)”_l (derivada) y Z(n+1)_1an(z—z0)”+1 (integral)
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tienen también radio de convergencia R.

D) Las series Y a,(z—20)" vy Y_na,(z— zp)" tienen el mismo
radio de convergencia. Por otro lado es obvio que la serie Y na,,(z—
2p)" converge en un punto z # zq si, y sélo si, la serie > na,(z —
20)"1 converge en el mismo punto. Teniendo en cuenta las
propiedades del radio de convergencia, deducimos ambas series
tienen el mismo radio de convergencia, es decir Y a,(z — z)" y

S na,(z — 2)" ! tienen el mismo radio de convergencia.
Argumento similar para la serie integral.

Teorema.
Si la serie de potencias Y a,(z — 20)" tiene radio de conver-
gencia R > 0, entonces la funcion

f(z) = Zan(z —20)", 2 € Br(zy) = B(z0; R)

es infinitamente derivable en sentido complejo en Bp(zp).
Ademds

n _
FP(z) = k! (k) an(z — 20)" ", 2 € Br(z), k € N,
n>k
en particular

F ()
k!

Vk € N, = ay, serie de Taylor

D) es suficiente con probar el caso k = 1. El caso general
resulta por iteracién. La funcién

g(z) == Znan(z — 2)"!, estd bien definida en B = B(z; R)

Veamos que f' = g en B. Supongamos zyp = 0. Sea b € B fijo y
comprobemos que f’'(b) = g(b). Sea

gm(2) = 2" 2 4TI T 0 2 e Com = 1,2, 3,
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Se verifica

Luego
f(2)=f0) = D an(z" =" =) (2= bangn(z) =
= (z—0b) Z amm(2),2 € B
Sea

fi(z) = Zamqm(z),z €B

m>1

La relacién g,,(b) = mb™ ! nos permite escribir:
f(z) =f(b)+ (=) fi(z),z € B

filb) = manb™ !t = g(b), 2 € B.

m>1
Para finalizar la prueba sélo queda probar que f; es continua en
b. Esta propiedad se deduce de la convergencia normal en B de
la serie

fi(z) = Zamqm(z),z €B

m>1
lo que es claro si observamos que si |[b] < r < R,

‘amgm‘B,. < |am| mr™!

y por consiguiente

Z |@mGmlp, < Zm || 7™ < 00

m>1 m>1
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