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1. Ejercicio 190 de la pagina 83 del documento “Notas de Geometria Di-
ferencial con aplicaciones” de Antonio Valdés, enero 2014.

Demuéstrese que la superficie anterior coincide efectivamente con el
hiperboloide z = xy.

Solucion. Teniamos la superficie de ecuaciones paramétricas
x (u,v) = (1 —v) (u,0,0) + v(u, 1,u) = (u,v,uv).
Hay que comprobar que si
T=UY=0,2=uv

se cumple z = xy. Pero eso es obvio.

La grafica de esta superficie es

2. Determinense las ecuaciones paramétricas de la superficie de revolucién
generada por la curva z = w3 + 1,y =0, 2 = u, 0 < u < 3, al girar
alrededor del eje 0z.

Solucién. Las ecuaciones paramétricas de la curva son: x; (u) = (u® +
1,0, u).Llamamos (x,y, z) a las coordenadas de un punto de la superfi-
cie. Entonces existe u tal que

(u3 +1,0,u) = (x,y, 2) .
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Pero ademés, los puntos que estén en la superficie y que tienen la misma
coordenada z deben estar a la misma distancia del eje z, lo que significa
que debe ser
2 2
Pyt =wW+1)=(+1)".
Por eso, la ecuacién implicita de la superficie es

4yt = (23 + 1)2.

Las ecuaciones paramétricas se deducen considerando a z como parame-
tro y multiplicando por sen 6 y cos 6, al estar generada al girar una recta
alrededor de uno de los coordenados. Asi, tenemos:

z = (u®+1)cosf
y=w+1)senf 0<u<3 0<6<2m

Z=1U

o -

30

3. Determine la ecuacién de la superficie de traslacién que se obtiene al
trasladar la recta = 0,y = z a lo largo de la curva dada por xs (t) =
(t2,t,—t).
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Solucién. La generatriz es la recta y la directriz es la curva. Com-
probamos que esta en el plano normal a la recta. Como (0,1, 1) es un
vector director de la curva, entonces la ecuacién del plano normal es

y+2z=0.
Los puntos de la curva lo cumplen, porque
0-*+t—t=0.
Nos falta una parametrizacion de la recta, que es
a(u) = (0,u,u),

y un punto comun, que es (0,0,0) = x; (0) = x5 (0). La ecuacién de la
superfice de traslacién es

X (u, 6) = x5 () + x1 (u) = x1 (0)
= (,t,—t) + (0,u,u) — (0,0,0)
= (%t +u,—t +u).

Es un cilindro parabdlico:

FNAT VRN STAES
T T

4. Determine la ecuacién del paraboloide hiperbdlico que se obtiene al
trasladar la pardbola x = 0, z = y? a lo largo de la pardbola y = 0,z =
—2x2.
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Solucion. La generatriz es la primera parabola y la directriz es la
segunda. Una parametrizacién de cada una de ellas es

x1 (u) = (O,U, u2) ,Xa (t) = (t, 0, —2252) .

Un punto comtn es (0,0,0) = x; (0,0,0) = x5 (0,0,0). La ecuacién del
paraboloide hiperbélico es

x (u,0) = %o (t) +x1 (u) — %1 (0)
= (0,u,u?) + (t,0,—2¢*) — (0,0,0)
= (t,u, u? — 2t2) .

Su grafica es:

OO NS

5. Estudie si la parametrizacion
_ _ 22
r=u-+wv, Yy=u—"u, zZ=u"+v

con (u,v) € R? es regular.

Solucioén. Si x (u,v) = (u+ v,u — v,u* + v?), entonces

. Diry (u,v) Dirg(u,v) Diyrs(u,v) ., 1 1 2u _y
g Dory (u,v) Darg (u,v) Dars (u,v) I\ 1 -1 2

para todo (u,v) € R% Y, por tanto, la parametrizacién es regular.

>
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6. Sea la superficie x = wv + 1,y = wv? — 2,2 = u?> + wv y M el conjunto
de sus puntos singulares. Determinese M.

Solucion. Tenemos:

x (u,v) = (uv +1,0%u — 2,u? +uv3) )

Entonces
X, = (U,U2,2u + 03) . Xy = (u, 2uv, 3uv?).
Si hacemos
i k
Xy XX, = | v v 2u+v | = x,x%X, = (ww(v*—4u), 2uv(u—v), uv?),

uw 2uv  Suv?

tenemos que x, X X, so6lo se anula si u =0 o v = 0. Por eso, M es la
imagen de las rectas u = 0,v = 0. Este conjunto es:

x (0,v) =(1,-2,0), x(u,0)=(1,-2,0).
Por tanto, M es un tnico punto.

7. Calcule la ecuaciéon del plano tangente a la superficie M dada por la
ecuacion z? = x2 4+ y? para z > 0, en el punto donde x = 4,y = 3.

Solucion. Primero determinamos la ecuacion paramétrica de la super-
ficie. La superficie M es un cono con z > 0, o son los puntos (z,y, z)
de R3? donde z = /22 + 2. Por tanto, una parametrizacién es

x (u,v) = <u, v, \/m)

El punto donde tenemos que determinar el plano tangente es donde
u=4,v =3, es decir,

2 =V42 £32=16+9 =25 =5.

En este punto, tenemos

) XU (4’ 3) = 07 ]"
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Un vector perpendicular a ambos es

4 3
X, (4,3) x x, (4,3) = (1,0,5) x (0,1,5)

4 3
= __7__71 .
(5)

Si tomamos un punto genérico de R3, (z,y, z), el vector (z — 4,y — 3,2 — 5)
esta en el plano tangente si y solo si:

4 3
—4y—3,2-5)(—=-21]) =0
@=dy-3:-9)(-3.-31)
— —Adx—-4)-3wy-3)+5(z2—-5)=0
— —4xr—-3y+52=0.

Esta es la ecuaciéon del plano tangente que buscdbamos.

8. Ejercicio 193 de la pagina 86 del documento “Notas de Geometria Di-
ferencial con aplicaciones” de Antonio Valdés, enero 2014.

Calcuilense las ecuaciones paramétricas e implicitas del plano tangente
a la superficie
x(u,v) = (u, v, uv)

en el punto (1,—1,—1).

Solucién. Tenemos que x (1, —1) = (1,—1, —1). Ademas:

x, (u,v) = (1,0,v), x,(1,-1)=(1,0,-1),
Xy (u,v) = (0,1,u), x,(1,—-1)=(0,1,1).

El plano tangente pasa por x(1,1) = (1,—1,—1) y contiene a los vec-
tores x, (1,1) y x, (1,1), es decir, su ecuacién implicita es:

r—1 y+1 z2+1
o= 1 0 -1 |=z-y+z-1,
0 1 1

ox —y+ z = 1. La ecuacién paramétrica es

pOp) = (1,—1,—1) + A (1,0,—1) + 1 (0,1,1).

9. Ejercicio 194 de la pagina 86 del documento “Notas de Geometria Di-
ferencial con aplicaciones” de Antonio Valdés, enero 2014.
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10.

Encuéntrese los puntos de la superficie
x(u,v) = (u —v,u+v,u® + v?)

en los que el plano tangente es paralelo al plano x —y + z = 0.

Soluciéon. Como
xy (u,v) = (1,1,2u) , x, (u,v) = (—1,1,20),
entonces
N=x, (u,v) X x, (u,v) = (1,1,2u) x (—=1,1,20)
= (2v — 2u, —2u — 2v,2),

que es paralelo al vector (v — u, —u — v,1). Y ambos son perpendicu-
lares al plano tangente.

Por otro lado, un vector perpendicular al plano x — y + 2z = 0 es
(1,—1,1). Para que los dos planos sean paralelos debe cumplirse

(v—u,—u—v,1)=k(1,-1,1)
—k=1lLv—u=1Lu+v=1.

Esto se cumple cuando v = 1, u = 0, es decir en el punto
x(0,1) = (=1,1,1).
Determinar el vector tangente al paralelo <‘/7§ cosf, ‘/75 sen 6, \/75) de la
esfera de centro (0,0,0) y radio 1 es
x (0, ¢) = (cosfsen ¢, senf sen ¢, cos @),

para 6 € (0,27),¢ € (0,7).

Solucién. La parametrizacion es

x (0, ¢) = (cosfsen ¢, sen @ sen ¢, cos @),

X(t):<£ cost, gs \/_>

Entonces podemos hacerlo directamente

2 2
x (t) = <_§ sen t, %cost,O) .
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Lo comprobamos con la igualdad
X' (t) = v/ (t)x, (u(t),v(t)) + v (t)x, (u(t), v(t).
En este caso, es

u(t)=t, v(t) =7,
x, (0, ¢) = (—senfsen ¢, cosfsen ¢,0) .

Entonces

Y tenemos

(+3)
=Xy \ly, =
4

s s
= (— sen t sen Z,costsen—,())

4
2 2
= (—\/—_ sent, gcostﬂ) .

2

11. Determinense los coeficientes de la primera forma fundamental de la
superficie dada por

T =ucosv,y = usenv; z = u’

en el punto (1,0, 1).
Solucioén: Tenemos:
x (u,v) = (ucos v,usenv,uz) ,

Xy (u,v) = (cosv, senv, 2u),

X, (u,v) = (—usenv,ucosv,0).
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A partir de estos valores, hacemos:

F=x, x,
= (coswv, senv, 2u) - (cosv, senv, 2u)
= cos?v + sen v + (2u)® = 1 + 40,
F=x, x,
= (cosw, senv,2u) - (—usenv,ucosv,0)
= —U COSVSeNn v + u Cos v sen v
=0,
G =x, X,
= (—usenv,ucosv,0) - (—usenv,ucosv,0)
= (—usenv)” + (ucosv)?

u?.

El punto (1,0, 1) se corresponde con los valores de u = 1;v = 0; con lo
que

E=5 F=0 G=1.
12. Tenemos un cilindro dado por la ecuacion:
x (u,v) = (cosu, senu, av),

para u € [—m, 7],v € R.
Determinense los coeficientes de la primera forma fundamental
Solucién: En un punto x (u,v) se tiene

X, = (—senwu,cosu,0),

x, = (0,0,a).
Entonces

F=x, x,
= (—senwu,cosu,0) - (—senu,cosu,0)

= sen 2u + cos®u = 1.

F=x, x,
= (—senu,cosu,0)-(0,0,a) =0,



Apuntes de Complementos Matematicos

13.

14.

Tenemos un cono dado por la ecuacién:
x (u,v) = (veosu,vsenu,av),

para u € [—m, 7],v € R.
Determinenese los coeficientes de la primera forma fundamental

Solucién: Determinamos los coeficientes de la primera forma funda-
mental. En un punto x (u, v) se tiene

X, = (—vsenu,vcosu,0),

x, = (cosu, senu,a) .
Entonces

F=x, %X,
= (—vsenu,vcosu,0) - (—vsenu,vcosu,0)

= v?cos®u + v? sen 2u = v°.

F=x, x,

= (—vsenwu,vcosu,0) - (cosu, senu,a) =0,

G =%, " X,
= (cosu, senu,a) - (cosu, senu, a)

=a’+cos’u+ sen’u=a%+ 1.

Tenemos la esfera de centro (0,0,0) y radio R, dada por la parametri-
zacion
x (6, ¢) = (Rcosfsen ¢, Rsenfsen ¢, Rcos @),

para 6 € [0,27], ¢ € [0, 7]. 0 representa la latitud y ¢ la longitud de un
punto de la esfera.

Estudiese si en el punto (0, R,0), las curvas contenidas en la esfera y
que pasan por este punto, dadas por

ci (t) = (Rcost, Rsent,0),
ce (t) = (0, Rcost, Rsent)

son geodésicas.

Solucidn: Si lo son, deben verificar la ecuacion de las geodésicas.

11
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Sabemos que los coeficientes de la primera forma fundamental en un
punto x (0, ¢) son

E=xp-x9y= RQSen2¢,

F = Xp - Xp = 0

G = X¢ . X¢ = RZ.

Como

xg = (—Rsenfsen ¢, Rcosfsen¢,0),
Xy = (Rcosfcos ¢, Rsenf cos ¢, —Rsen ¢) ,

se tiene que

xgg = (—Rcosfsen g, —Rsenfsen¢,0),
X9y = (—Rsenf cos ¢, Rcosf cos ¢,0),
Xpp = (—Rcosfsen ¢, —Rsenfsen ¢, —Rcos @) .

Entonces, tenemos A y B:

A= (9’)2 Xog - Xg + 20'd'x94 - X9 + (¢’)2 X * Xp
= (9’)2 (—Rcosfsen ¢, —Rsenfsen¢,0) - (—Rsenfsen ¢, Rcosbsen¢,0)
+26'¢ (—Rsenf cos ¢, Rcosfcos ¢,0) - (—Rsenfsen ¢, Rcosfsen ¢, 0)
+ (¢')? (—Rcosfsen ¢, — Rsenfsen ¢, —R cos ¢) - (—Rsen fsen ¢, R cos 0 sen ¢, 0)
= R?0'¢' sen 2¢,
B = (9’)2 Xgg * Xp + 20'¢'Xg4 - X4 + (¢’)2 X * Xop
= (9’)2 (—Rcosfsen ¢, —Rsenfsen¢,0) - (Rcosbcos ¢, Rsenf cos ¢, —Rsen ¢)
+26'¢ (—Rsenf cos ¢, Rcos 6 cos ¢,0) - (Rcosf cos ¢, Rsen 0 cos ¢, — R sen ¢)
+ (¢')2 (—Rcosfsen ¢, —Rsenfsen ¢, —Rcos @) - (Rcosb cos o, Rsen b cos ¢, —Rsen @)

1
= —ERQ(H')Q sen 2¢.
Con esta notacion, la condicién que cumplen las geodésicas es
0\ [ R?sen?¢ 0 0" n R?0'¢ sen 2¢
0) 0 R? @ —3R*(¢')?sen2¢

0=0"sen?¢ + 0'¢’ sen 29,
— { 0=¢" — 1(6')*sen 2.

12
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Para el punto (0, R,0) = x (g, %), podemos escribir la curva c; (t) =
(Rcost, Rsent,0) como
ci (t) = (Rcost, Rsent,0)
T
=x(0(1),0(t) =x(t7)

Es decir: .
bt)=t o(t)=3
Entonces
¢ (t) =0, ¢"(t)=0,
O t)=1, 0"(t)=0

La ecuacién de las geodésicas es

0=0+1-0-sen2¢(t),
0=0—3(1)*sen2¢ (t) = —5 sen.

Como estas igualdades son ciertas, entonces esta linea (corresponde al

ecuador) es una geodésica.
Procedemos igual para cy (t) = (0, Rcost, Rsent). En esta curva, es

t)

ce (t) = (0, Rsent, Rcost)
=x(0(t),6(1) =x

—0(t) =3, 6(t) =

9B

~

Para estas funciones, tenemos:
¢'(t)=1, ¢"(t)=0,
¢ (t)=0, 0"(t)=0,
y la ecuacién de las geodésicas queda reducida a
0=0"sen?¢ + '¢’ sen 29,
0=¢" — 1(6')*sen 2¢.
0=0+0-1-sen2¢(t),
0=0—3(0)*sen2¢ ().
También la verifica, luego es una geodésica. Esta curva es un meridiano

Se representan en la siguiente figura:

13
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15. Tenemos la esfera de centro (0,0,0) y radio R, dada por la parametri-
zacion
x (0, ¢) = (Rcosfsen ¢, Rsenfsen ¢, Rcos @),
para 0 € [0,27], ¢ € [0, 7]. 0 representa la latitud y ¢ la longitud de un
punto de la esfera.
Estudiese si en el punto <0, ‘/7§R, ‘/TER), la curvas contenida en la esfera

dadas por

c(t) = (Rcostsen%, Rsentsen%, R cos Z)

4
2 2 2
= £R cost, £Rsent, \/—_R
2 2 2
y que pasa por este punto es una geodésica.

Solucion: Tenemos que comprobar que verifica la ecuacion de las
geodésicas, que es para esta superficie:

0=0"sen?¢ + ¢’ sen 29,
0=¢" — 3(6')? sen 2.

Para esta curva, es

0(t)=t, o(t) =
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Por eso:
¢'(t)=0, ¢"(t)=0
¢ (t)=1, 0"(t)=0.

Deben ser 0 las dos expresiones siguientes:

a; =0-sen?p+1-0- sen2¢ =0,
ap =0—11%sen2f = —gsenf = —1 #0.

por tanto, esta curva no es una geodésica. Esta curva es un paralelo,
que se representa a continuacién:

05 r

(]
-LJrJh

16. Tenemos un cilindro dado por la ecuacion:
x (u,v) = (cosu, senu, av),

para u € [—m, 7],v € R.

Estudiense cudles son las geodésicas en el punto x (0,0) = (1,0,0), si
el vector tangente a la geodésica es el vector (uy,vy).

Solucién: Sabemos que

Q= >
I
2 O =

N
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Ademas, como

x, = (—senwu,cosu,0),

X’U = (07 07 a) )
se tiene que
Xyy = (—cosu, —senu, 0),

Xuv = (07 07 0) )
Xy = (0,0,0).

Entonces, tenemos A y B:

A= () (= cosu, —senu,0) - (—senu, cosu, 0)
+ 200" (0,0,0) - (—senw, cosu, 0) + (v')*(0,0,0) - (—sen u, cosu, 0)
=0,
B = (u)?(—cosu— senu,0)-(0,0,1)
+ 200/ (0,0,0) - (0,0,1) + (v')* (0,0,0) - (0,0,1)
= 0.

Con esta notacién, la condiciéon que cumplen las geodésicas es

(GG

0=a?v".

Las condiciones iniciales son las del punto x (0,0) = (1,0,0) = x (u (0) , v (0)).
Entonces, por el enunciado, es

w(0)=0, v(0)=0,
uw (0) =uy, v (0)=wv.

Resolviendo el sistema de ecuaciones diferenciales, tenemos

u (t) = k’lt + C1,
v (t) = k2a2t + Co.

Con las condiciones iniciales, determinamos el valor de estos coeficien-

tes:
u(0) =k =u;, u(0)=c¢ =0,
v (0) = kea® = vy, v(0)=cy=0.

16
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Por eso, es:
(u(t),v(t)) = (kit,vit) .

Las geodésicas son las curvas
c(t)=x(u(t),v(t)) = (coskit, sen kit, avqt) .

Si el vector tangente a la geodésica es de la forma (0,v;), entonces la
geodésica es la recta paralela al eje z que pasa por (1,0,0)dada por
(1,0, avyt).

Si el vector tangente a la geodésica es de la forma (uq,0), entonces la
geodésica es la circunferencia de radio 1 contenida en un plano paralelo
al plano xy que pasa por (1,0,0). Esta ada por (cos kit, sen k;t,0).

Si el vector tangente a la geodésica es de la forma (uq,v;), entonces la
geodésica una hélice contenida en el cilindro de ecuacién(cos k1t, sen kit, av;t).

Se representan en la siguiente figura, junto con los vectores tangente a

la curva:
1t (R
1
T
A -
Ny ]
A =
-
-
0l - -
:I__ -1
nN A H
|1
AN 2
.H- A 1]
] [ 1+
Ny —
1L .-. ] A
A
T
..= ::_ﬂ_,.—*'
..r‘ =
2 —H
P'.. :_'___,_,_,---""
2t | -
- ... _._'__'_,..--"’#
..- 4
N T
|1
.I. T
N s
..= "‘"‘_F::.--
3t ... — T
I.- —--————-—::;-
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17.

Hemos elegido el punto (1,0, 0), pero este resultado se puede extrapolar
a cualquier punto, es decir, las tinicas geodésicas del cilindro son rectas
paralelas a su eje, circunferencias perpendiculares a él y hélices.

Consideramos la imagen de la curva

s t

x(t)=(0(t),¢ () = (lncot (Z—§),§—t>,0§t§

| N

sobre la esfera de radio uno dada por
x (0, ¢) = (cosfsen ¢, sen @ sen ¢, cos @),

para 6 € [0,27], ¢ € [0, 7]. Determinese su longitud.

Solucion. Conocemos los coeficientes de la primera forma fundamental
de la esfera, que son:

E = sen?¢,
F=0,
G=1

Ademas, para esta curva, tenemos:

, 1 1 ofm T
70 = T ((1+eoe(5-3)))
zltg (Z—E) cosec? (Z—E)
2 4 2 4 2
1 1
~ 2sen (55 eos (- 9)
1
~ sen (%—t)’
¢ (t) = -1

Entonces

[=E(0) +2F0¢ +G(¢)

= (-9 (G

(SE]
|
~
SN—
\/
no
+
o)
o
n
o)
=
—
NE e
|
~
N—
—~
|
—
SN—
+
—_
S
|
—
S~—
V)
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La longitud de la curva es

1

L= / : (B@) +2F06 + G (&))" dt
0
:/22§dt:\/§/2dt:\/§t|§:gm
0

0
18. Sea S la parte del cono z? + y? = 22 parametrizada por
x (u,v) = (vecosu,vsenu,v)

para v > 0,0 <u < 7. Sea P =(0,0,1) =x (g, 1). . Cuél es el dngulo
que forman las curvas parametro en este punto?

Solucién: Las curvas parametro que pasan por P = (0,0,1) = x (g, 1)
son:
xi(u) = (u 1) = (cosu, senu, 1), 0<u<m,

x2(v) =x(%,0)) = (UCOSQ,USGDQ,U):(O,U,U), v > 0.

Entonces, los vectores
/
u; = X4 (

g, )) = (=1,0,0), |luy| =1,
Uy = (1)

(O’ L, 1) ) ||u2|| - \/5

son tangentes a las curvas pardmetro por el punto (0,0,1) = x (%, 1).

Por eso, el dngulo que forman las curvas (es el angulo que forman los
vectores tangentes) en el punto dado es:

cosa =u; -uy = (—1,0,1)-(0,1,1) =(=1)-04+0-1+0-1=0.

Esto significa que las curvas parametro son ortogonales.

Podiamos haber utilizado la ecuacion para el angulo que forman las
curvas parametro en un punto. Ademas, sabemos que

E=vF=0,G=2.

y en nuestro punto es:

Entonces:




Apuntes de Complementos Matemaéticos w

19. Sea S la parte de la esfera de centro (0,0,0) y radio 1 parametrizada
por
x (0, ¢) = (cosfsen ¢, senf sen ¢, cos @),

para 6 € [0,27],¢ € [0,7]. Vamos a determinar el drea de la regién
delimitada por las curvas coordenadas ¢ = 7,1 = 5y 0 = 5,0, = 7.
., Cudl es el area de la esfera?

Solucion. Sabemos que los coeficientes de la primera forma fundamen-
tal de la esfera, que son:

E=sen’p, F=0, G=1.

Entonces es:

VEG — F? = 4/ sen2¢ = sen ¢,

para la region considerada. Entonces, el area es:

01 1
A= / VEG — F2dédd
0o

o)

—/ /2 sen¢d¢d0—/ —Coscﬁéde
T T

2

Si queremos calcular el area de la esfera, hacemos

2 s 2
A= / / sen pdpdl = / — cos ¢l df
o Jo 0
2

2
:/ (—cos7r+cosO)d9:2/ db
0 0
=207 = 4.

20. Sea S la superficie dada por la parametrizacién
x (u,v) = (u2 — 02, u? 4+ 0, u)

20
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en D = (0,2) x (0,2). Determine los coeficientes de la segunda forma
fundamental.

Solucién. La aplicacién x (u,v) = (u® — v?, u? + v? u) es una parame-
trizacién de la superficie en un entorno de cada uno de sus puntos en
D C R% Comenzamos determinando las derivadas parciales de x (u, v):

Xy (u,v) = (2u,2u, 1),
X, (u,v) = (—2v,2v,0).
Los coeficientes e, f y g de la segunda forma fundamental se determinan

a partir del vector normal unitario N y las derivadas segundas de x.
Empezamos con el vector normal normal unitario N. Sabemos que el

vector
ik
Xy XXy =|2u 2u 1|=(-2v,—2v,8uw)=—2v(1,1,—4u)
—2v 2v 0

tiene la misma direccién y sentido que el vector normal. Entonces: .

%0 X Xo|| = \/(—21;)2 (12 + 12 + (—4u)®) = 20V2 + 1612,

N o XuXXe —2v (1,1, —4u)
||xy X x| 20V 2 + 16u?
1
= ———(—1,—-1,4u)

V2 + 16u?

—1 —1 U
= , 4 .
(\/2—1—16u2 V2 + 1612 \/2+16u2)

Calculamos ahora las derivadas segundas:

Xuu = (2’ 27 0) )
Xov = (_27 27 O) )
xuw = (0,0,0).

21
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Entonces los coeficientes son:

1
ezNqu:\/W(_la_laélu)(2727(])
S S S S
V2 + 16u? V2 + 16u?’
1
f:NXuv_\/W(—l,—l,LLU)(0,0,0):0,
1
g:N'XUU m<—l,—1,47j)(—2,2,0)
1

21. Sea T el toro de ecuaciones

r = (4+ senu)cosv,
y = (4+ senu) senwv,

Z = COSU.

a) Determine los coeficientes de la segunda forma fundamental.

b) Clasifique sus puntos.

Solucién. La aplicacién x (u,v) = ((4 + senu) cosv, (4 + senu) senw, cos u)

es una parametrizacion del toro en un entorno de cada uno de sus pun-
tos seleccionando un abierto D adecuado para cada (u,v) € R

Calculamos los coeficientes de la segunda forma fundamental en un
punto genérico x (u,v) :

Xy (U, v) = (cosucos v, cos usenv, —senu),

Xy (u,v) = (— (4 + senu) senw, (4 + senu)cosv,0).

Para clasificar el punto, tenemos que calcular los coeficientes L, M y N
de la segunda forma fundamental a partir del vector normal unitario n

22
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y las derivadas de x. Empezamos con el vector normal unitario n:
i J k
X, X Xy = | COSUCOSV COS U Sen v —senu
— (44 senwu) senv (4 + senu)cosv 0
= (4 + senu) (cos v'sen u, sen v sen u, cos u cos> v 4 sen “v cos u)

= (4 4 senwu) (cosvsenu, senvsenu,cosu) ,

|0 X X, = \/(4 + senu)’ ((cosvsenu)2 + (—senvsen u)® + cos? )

= (4 + senu) Vcos? vsen 2u + sen 2vsen 2u + cos?u

= (4+ senu),

Xy X Xy
N =——— = (cosvsenu, senvsenu,cosu).
%0 % x|

Ademas, como

Xyu = (—Senwucosv, —senusen v, — cosu) ,
Xy = (— (4 + senu) cosv, — (4 + senu) senwv,0),

Xyup = (— cosusen v, cosucosv,0),
entonces los coeficientes son:

e=N-x,.
= (cosvsenu, senvsenu,cosu) - (— Sen u cos v, — Sen u Sen v, — Cos u)
= —sen*ucos’ v — sen*vsen’u — cos®u = —1,
f:N'Xuv
= (cosvsenu, senvsenu,cosu) - (— cosusen v, cosucos v, 0)
= —SeN U COS v COS USeN v + Senu cos v cos usenv = 0,
g:N'va
= (cosvsenu, senvsenu,cosu) - (— (44 senu)cosv, — (4 + senu) senv,0)
= — (senucos®v) (4 + senu) — (sen’vsenu) (4 + senu)

= —senu (4+ senu).
Por eso
eg— f?=—1(—senu(4+ senu)) — 0= senu (4 + senwu).
Como senwu (4 + senu) es una funcién continua, ademads se cumple que
eg—f2=0 <= senu=0 <= u=m,0,

y en 7 tenemos que sen 5 (4 + sen %) > (), entonces:

23
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» Si0 < u <, entonces x (u,v) es eliptico,

» Si7 <u< 2w, entonces x (u,v) es hiperbdlico,

» Siu=0o0u=m, entonces e # 0 pero eg — f2 = 0, por lo que es

parabdlico.
22. Sea el cilindro dado por
x (u,v) = (cosu, senu,v) .

Determinense los vectores curvatura geodésica y curvatura normal en
el punto x (0) = (1,0,0) de la hélice dada por x (t) = (cost, sent,t).

Solucién: Determinamos los vectores tangentes y normal al cilindro.
Tenemos

Xy (u,v) = (—senw, cosu,0),
X, (u,v) = (0,0,1).

En (1,0,1) =x(1,0) es
x, (1,0) = (0,1,0), x,(1,0) = (0,0,1).
El vector normal a la superficie es

%, (1,0) xx,(1,0)
N0 = R 0 <= (LO)]
~(0,1,0) x (0,0, 1)
= 0.1,0) % (0.0, 1)]
— (1,0,0).

Ahora parametrizamos la hélice por la longitud de arco. Como x (t) =
(cost, sent,t), entonces

x' (t) = (—sent,cost, 1), ||x'(t)| = \/(— sent)’ 4+ cos?t +1 =2

y

s (1) = /Ot I ()] dt = /Ot Vadt = 3t

Entonces, la hélice parametrizada por la longitud de arco es

x (5) = (cos%, Sen%,%) .
24
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Por eso:

Entonces

K (0) = ¥ (0) :%(—1,0,0).

Lo escribimos a partir de los vectores curvatura geodésica y curvatura

normal. Como una base del espacio tangente es (0,1,0), (0,0,1) y una
base de la recta normal es (1,0,0), tenemos que

(=1,0,0) = (0,0,0) +

N | —

1 1
=k, (s) =(0,0,0), kn(s):5(—1,0,0):—5(1,0,0).

En la siguiente figura se representan el cilindro, la hélice, los vectores
(

=

—_—

I

py b e el

25
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23. Determine la curvatura geodésica del paralelo y del meridiano que pa-
san por un punto de la parte de la esfera de centro (0,0,0) y radio R,
dada por la parametrizacion

x (6, ¢) = (Rcosfsen ¢, Rsenfsen ¢, Rcos @),
para 6 € (0,27),¢ € (0,7).

Solucion: Comenzamos determinando una base del espacio tangente
y de la recta normal a la esfera. Como:

xg = (—Rsenfsen ¢, Rcosfsen ¢,0),
x4 = (Rcosfcos ¢, Rsenf cos ¢, —Rsen ¢) ,

Una base unitaria del espacio tangente es:
Xg (—Rsenfsen ¢, Rcosfsen¢,0)

v || %0l - ||(—Rsenfsen ¢, Rcosfsen¢,0)||
1
= Rsend (—Rsenfsen ¢, Rcosfsen¢,0)
= (senf, cosb,0),
v X (Rcosfcos ¢, Rsen cos ¢, —Rsen ¢)

- || %] - |(R cos 6 cos ¢, Rsen 0 cos ¢, —Rsen ¢)||

1
R
= (cos 0 cos ¢, sen @ cos ¢, —sen @) .

(Rcoscos ¢, Rsen cos ¢, — Rsen ¢)

Por otro lado:

Xg X Xy = (—Rsenfsen ¢, Rcosfsen¢,0) x (Rcosbcos ¢, Rsenf cos ¢, —Rsen ¢)
= (—R2 cos fsen?¢, — R? sen f sen >, — R (cos ¢ sen ¢) (COS2 0 + sen 20))
= (—R2 cos O sen 2¢, — R? sen  sen ¢, — R? cos ¢ sen gb)

Entonces tenemos que una base de la recta normal es:

N — Xg X Xg
o > 4]

B (—R%cosfsen?¢, —R?*sen 0 sen 2¢), — R% cos ¢ sen ¢)
\/(—R2 cos O sen2¢)” + (—R?sen fsen2¢)” + (—R? cos psen ¢)”
_ (—cosBsen?p, —senfsen?p, — cos psen ¢)
\/cos? 0 sen g + sen 20 sent¢ + cos? ¢ sen 2¢

(— cos @ sen?¢p, — sen f sen ?¢, — cos ¢ sen @)

| sen ¢|

= (—cosfsen ¢, —senf sen ¢, — cos @) ,

26
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ya que ¢ € (0, ).

La ecuacion del meridiano es 6 = ¢ constante, es decir, es
a(¢) = (R'sen ¢, R" sen ¢, Rcos ¢) ,
donde R' = Rcosf y R” = Rsen @ son constantes. Como

o' (¢) = (R cos ¢, R" cos ¢, —Rsen ¢)
a” (¢) = (—R'sen ¢, —R" sen ¢, — R cos @),

entonces el vector tangente al meridiano es:
1 / /!
t= I (R cos ¢, R" cos ¢, —Rsen ¢) ,

Un vector en la direccion de la normal principal a la curva estda dado
por

i ] k

(o xa")yx o' =| Rcos¢ R'cos¢p —Rsend | xa

—R'sen¢p —R’sen¢ —Rcos¢

= (—RR",RR',0) x (R cos ¢, R" cos ¢, —Rsen ¢)
i j k

—| -RR" RR 0

R cos¢p R'cos¢ —Rseno

= (—R*R'sen¢, —R’R"sen ¢, —Rcos ¢ ((R')* + (R")?))
= (—R*R'sen¢, —R’R" sen ¢, — R’ cos ¢) .

Su médulo es

\/R4 (R')? sen2¢ + R* (R")* sen2¢p + RS cos® ¢ = R®.

Por tanto el vector normal es:

n= (—% sen ¢, —% sen ¢, —COSgb)

= (— cosfsen ¢, —sen f sen ¢, — cos @) .

27
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Como la funcién curvatura es

o' @) xa” (@)l [(~RR",RR’0)|
[0 @F (R cos¢, R cos ¢, —Rsen o)

\/ (—RR")* + (RR')®
((R'cos§)® + (R" cos ¢)* + (—Rsen ¢)*)
\/(_RRSGD 0)> + (RRcos6)’
((R cosf cos @) + (Rsen ) cos ¢)* + (—Rsen ¢)2)3/
v R*sen 20 + R*cos? 0
(R? cos? 0 cos? ¢ + R?sen 26 cos? ¢ + R? sen 2¢)3/2
R? R 1

(R)YE 1R

k(9)

3/2

2

entonces
k = kn = k (— cosf sen ¢, — sen  sen ¢, — cos ¢)

= <—% cos 6 sen ¢, —%sen@semﬁ, —%cos (b) .

Ademas sabemos que

1
kzﬁNzﬁkn:’ink'nﬁ kg:0

y podemos concluir que la curvatura geodésica es 0.

Vamos a determinar el vector curvatura geodésica en el paralelo. La
ecuacion del paralelo es ¢ = ¢ constante, es decir, es

B(0) = (R"cosb,R"senb, R'),
donde R' = Rcos¢ y R” = Rsen ¢ son constantes. Como
B () = (—R"senf, R" cos6,0), 8" (0) = (—R" cosf, —R"sen$,0),

entonces el vector tangente al paralelo es:

t= I (—R"senf, R" cos6,0)

= (—senf,cosf,0).
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Un vector en la direccion de la normal principal a la curva esta dado
por

i j k
(B'xpB")yxp'=| —R"senf R’cosf 0 |xp
—R"cos) —R"senf 0

= (0,0, (R")?) x (R cos ¢, R" cos ¢, —Rsen §)
i J k

0 0 (R//)Q

—R"senf R"cosf 0

(—=(R")? cos 8, —(R")* (sen ) ,0)

= (—(Rsen#)®cosf, —(Rsen )’ (send),0)
( R3sen?6 cos @, —R>sen 16 0)

Su médulo es

V RS sen 66 cos? 0 + RS sen 30 = R> sen 36.

Por tanto el vector normal es:
B 1
~ R3sen30. (
= (—cosf,—send,0).

—R3sen®@ cos @, —R> sen 6, O)

En este caso, la funcion curvatura es

C1F < 0.0.(RY?)
18'|° |(—R"sen 6, R" cos 6, 0)||’
(R")*
((R" sen 0)* + (R" cos €)2)3/2
B (R//)2 B 1
= (R//)3 = ﬁ
Y entonces
k—kn—l( 0 0,0) = 1 ( 0 0,0)
= = 7 cosf,—senf,0) = Rseno cosf,—senf,0).

Tenemos k (s) = kg (s) + k,, (s), que estan en los planos tangente a la
superficie y en la recta normal, respectivamente. Una base del espacio
tangente es

u = (senf,cosf,0), v = (costcosq, sendcosp, —sen @)
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y una base de la recta normal es
N = (—cosfsen ¢, — sen f sen ¢, — cos @) .

Ademas, sabemos que

kn =k-N
1
— Rend (—cosf, —senf,0) - (—cosfsen p, —sen sen ¢, — cos @)
— 1 2 9 - 1
= Fsend (cos®@sen ¢ + sen’fsen¢) = =

Resulta, pues:

1
k,=k—-k, = Rsen(b(—cosﬁ,—senH,O)—/an
1 1
= Rsen¢(—0080,—sen0,0)—E(—cos@sen¢,—sen@senqb,—cosgf))
1 7 7
=5 <cos€sen¢— zzng’ sen ) sen ¢ — zeelr1l¢’008¢>'

Su moédulo es la curvatura geodésica, que es

1 cosf )\’ sen 6\’
/ig:ﬁ <cos€senq§— ) —I—(senesenqzﬁ— . ) + cos? ¢

sen ¢ en ¢

1 20 20
:—\/COS2QSQD2¢+COS ¢—2C0829+ sen 26 sen?¢ — 2sen 20 + o + cos? ¢

S
R sen 2 sen 2¢

1 1
:E\/sen2¢—2+m+cos2¢

1 1
= 241
R\/sen2¢ +
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24. Sea la superficie x(u,v) = (u,v,u? + u* + v°®) donde (u,v) € R2. De-
terminenese los vectores curvatura geodésica y curvatura normal en
x(0,0) = (0,0,0) para la curva x(t) = (¢,0,t* + t*).

Solucion. Comenzamos determinando N. Las derivadas parciales de

x (u,v) son

Xy (u,v) = (1,0, 2u + 4u?), x,(0,0) = (1,
x, (u,v) = (0,1,60°), x,(0,0) = (0,

El vector normal unitario N es
(1,0,0) x (0,1,0) = (0,0,1).

Determinamos el vector v = (x’ (0) x x” (0))xx’ (0), que tiene la misma
direccién y sentido que el vector normal (y, por tanto, que el vector
curvatura) y que el médulo del vector curvatura es

_ K@) xx" @)
Ix’ (£)]°

k(1)

Como
x (t) = (1,0,2t +4t*), x'(0)=(1,0,0),
x" (t) = (0,0,2 4+ 12t%), x"(0) =(0,0,2).

Entonces, el vector v es

Por otro lado, la curvatura es

X (0) x X" (0)]
I (O]
1(1.0,0) x (0,0.2)]
1(1.0.0)

k()

=2.
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Entonces

k (0) = 2(0,0,1)
= (0,0,2).

Lo podemos escribir a partir de los vectores curvatura geodésica y cur-
vatura normal, k (s) =k, (s) +k, (s), que estan en los planos tangente
a la superficie y en la recta normal. Como una base del espacio tangente
es (1,0,0),(0,1,0) y una base de la recta normal es (0,0, 1), tenemos
que

(0,0,2) =2(0,0,1),

donde
k, (0) =(0,0,0), k,(0)=2(0,0,1).

En la siguiente figura se representan la superficie y la curva y los vec-
tores normal a la superficie, en negro y curvatura y curvatura normal,

ane coinciden en verde

v -
S,
e

e e e

et

%—“‘."—— =

e

e

AR

1:11.'1““
=2

A,

o A

% i

o

25. Calcule la curvatura normal de un punto de la esfera de centro (0,0, 0)

y radio R, dada por la parametrizacion

x (0, ¢) = (Rcosfsen ¢, Rsenfsen ¢, Rcos @),
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para 6 € (0,27),¢ € (0,7).

Solucién: Sabemos que en un punto x (0, ¢) se tiene

E = R*sen?¢p, F =0, G = R?,
e = Rsen?p, f=0, g=R.

Entonces la curvatura normal en la direccién (df, d¢) es

_ IIp(df,d¢)  Rsen’¢(df)’ + R(dg)* 1 sen’¢(d6)’ + (dg)’
" Ip(df,dd)  R?sen?¢(df)’ + R2(dp)® R sen2¢ (df)* + (do)’

26. Sea la superficie dada por
x(u,v) = (u,v,u* + u'* +°)
donde (u,v) € R% Determinense las secciones normales en el punto
(0,0,0) =x(0,0).
Solucién: Las derivadas parciales de x (u,v) son

X (U,U) = (1,0,2U + 4u3)> XU(O’O) = (1’
x, (u,v) = (0,1,60%), x,(0,0) = (0,

El vector normal unitario N es

(1,0,0) x (0,1,0) = (0,0,1).

Tenemos que considerar ahora los planos normales a la superficie, es
decir, planos que contienen al vector normal en (0,0,0) = x(0,0),
N (0,0) = (0,0,1). Vamos a suponer que el otro vector director del
plano es tangente a la curva, es decir, es de la forma (v, v9, 0). También
podemos suponer que v; = £1,0.

La ecuaciéon paramétrica del plano es

(xayyz) - (07070) + A (0,0, 1) + ,LL(Ul,UQ,O)
= (ILL/U17/'L/U27A>'

Para determinar la interseccién de estos planos con la superficie hace-
mos:

(U, v, u2 + U4 + UG) = (#’vlv HU2, )‘) :

Si vy = 0, entonces u = 0 y la ecuacién de la curva es, considerando
v =t
x (t) = (0,t,1°).

33
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27.

Si vy = 1, podemos hacer:

u=1-p= p=u,

UV = UV = Uv;y.
Si llamamos v = t, tenemos la ecuacion de la curva:

x (t) = (t, tvg, > + 4 + (tv2)°) .

Si vy = —1, el vector tangente que resulta tiene la misma direccion y
sentido contrario que el vector con v; = 1 y la curva resultante seria la
misma, aunque su ecuacién variara.

Determine las curvaturas principales del cilindro de ecuacion
x (u,v) = (cosu, senu,v) .

Calculese, a partir de ellas, la curvatura de Gauss y la curvatura normal.
Determine, ademas, las direcciones principales.
Solucion. Primero determinamos los coeficientes de las formas funda-

mentales. Sabemos que

Xy (u,v) = (—senu,cosu,0), X, (u,v) = (0,0,1),

Xy (u,v) X X, (u, v) (—senwu,cosu,0) x (0,0,1)
N (u,v) = =
HX’M (U, U) X Xy (u7 U)” H (_ Senu, Cos u, 0) X <07 07 1) H
= (coswu, senu,0) .
Entonces:

E =x, x, = (—senu,cosu,0) - (—senu,cosu,0) =1,
F =x,-x, = (—senu,cosu,0)-(0,0,1) =0,
G =x, %, =(0,0,1)(0,0,1) = L.

Ademas,

Xy (4, 0) = (—cosu, —senu,0), Xy, (u,v) =(0,0,0), x4, (u,v)=1(0,0,0).

Por eso:

e =Xyy - N = (—cosu,—senu,0) - (cosu, senu,0) = —1,
f=%u -N=1(0,0,0) - (cosu, senu,0) =0,
g =Xy - N =1(0,0,0) - (cosu, senu,0) = 0.

34



Apuntes de Complementos Matematicos

Entonces la ecuacién de las curvaturas principales es:

(EG — F*)I* — (Eg+ Ge —=2F )k + (eg — f*) =0 <=
B +k=0+
k(k+1)=0.

Las soluciones de esta ecuacion son las curvaturas principales
k1 =0, Ky =—1.

La curvatura de Gauss es:

K= R1R9 = O,
y la curvatura media es
1
H _ K1 —|— ) ——
2 2
Vamos a determinar ahora las direcciones principales a partir de su
ecuacion:
m? —m 1 m? —m 1
EFE F G|=0«<|1 0 1{=0
e f g -1 0 0
— m=0

Entonces, una direccién principal es (h,0). La otra direccién principal
es ortogonal a esta y, por tanto, es la direccién de (0, 1). La curvatura
k1 = 0 corresponde a la direccién con curvatura mayor, que es la de v
o direccién paralela al eje (en rojo en la figura). Es lo que podiamos
esperar, porque es una recta con vector director x, = (0,0, 1). La otra
direccién corresponde a x, = (—senu,cosu,0), que es la direccion,
entre otras curvas, de la circunferencia perpendicular al eje que pasa por
x (u,v), representada en negro en la figura. Obsérvese que es negativa,
y la razon estd en que el vector normal a la superficie es exterior a ella
y el vector curvatura de la circunferencia tiene sentido contrario a él.
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28.

25

LT
[

[T

1.9

05 =

En esta superficie, tanto la curvatura de Gauss como la curvatura media
son constantes y valen:

1
K = k1ky = 0(-1) =0, H:m;@ -y

Calcular la curvatura de Gauss, la curvatura media y las curvaturas
principales de la superficie dada por z? = z* — 32 en el punto (1,0, 1).

Solucién: En un entorno de (1 0,1) la superficie estd dada por la

ecuacioén x (u,v) = (u,v, vu? —v?). Entonces:

Xy (u,v) = 0,1, S :
—v2 W2 — 02
J
0
1

k

" U v

Vu2—v? = _\/ — U2 \/u2 _ ’U2 + k

N, =x, XX, =

o = =

v

Vul2—v2

2 1
Xuu (U, /U) = O, 0, U—3 y Xuw (u7 U) = 07 07 ——3UU )
u? — v? (Vuz —v?)

2
Xy (U, V) = <0,0, —%) )
u — v
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En (u,v) = (1,0) tenemos:

x, (1,0) = (1,0,1), x,(1,0) = (0,1,0),
X, X X, 1

1
T v (0,
”Xu X XUH < \/§ \/§
Xy (1,0) = (0,0,0), Xy (1,0) = (0,0,0), x4, (1,0) = (0,0,—1).

X, X X, = (—1,0,1), N =

Podemos ya calcular los coeficientes de las formas fundamentales en

(1,0,1):
EF=x,-x,=(1,0,1)-(1,0,1) = 2,
F=x,-x,=(1,0,1)-(0,1,0) =0,
G=x,-%x,=(0,1,0)-(0,1,0) =1,
1
e=N-x,,= —, 0, (0,0,0) =0,
( V2 2)
1 1
f:N Xuv:<_,,_) OOO
2 2
1 1 1
=N Xov = _7 y T = —_— .
I < 2 2) NG
La curvatura de Gauss es
eqg — f> 0-0
K: = = .
EG — F? 2 0
La curvatura media es
H_Eg—2Ff+Ge_2( 5)+0+0
~ 2(EG-F?) 2.2 22

La ecuacion de las curvaturas principales es
kK (EG — F?) — (BEg—2Ff+Ge)k — [+ eg =0 <

2
22+ —k=0
V2

Y las curvaturas principales son

/11:0,52:—

9~
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29.

30.

Sea S el cilindro dado por la ecuacién paramétrica

x (u,v) = (cosu, senu,v) .
Se pide determinar las lineas de curvatura que pasan por (1,0,0).
Solucién: Sabemos que (1,0,0) = x (0, 0). También sabemos que

E=1 F=0, G=1,

e=—-1, f=0, ¢g=0.
La ecuacién diferencial de las lineas de curvatura es

—dudv = 0.
Como dudv = 0, entonces debe ser
du =0 o0 dv=0.

En el primer caso:

du=0 = u=ceR.
Al pasar por (1,0,0) = x(0,0), se cumple u = 0 y la ecuacién de la
linea de curvatura es

x (t) = (cos0, sen0,t) = (1,0,%).
Es la ecuacion de la recta vertical, paralela al eje del cilindro, y que
pasa por (1,0,0).
La condicion dv = 0 implica que debe ser constante v. Como en este
punto v = 0, la ecuacion de la linea de curvatura es
x (t) = (cost, sent,0).

Esta ecuacién corresponde a una circunferencia, interseccion del plano
xy con el cilindro.
Sea S la superficie dada por z = y? — 2. Se pide determinar las lineas
de curvatura y lineas asintéticas que pasan por (0,0, 0).

Solucion: Tenemos que determinar los coeficientes de la primera y
de la segunda forma fundamental. Hacemos, para la parametrizacion
x(u,v) = (u, v, v* — u?),

x, = (1,0, —2u), x,=(0,1,20),

Xuu = (07 07 _2)7 Xuw = (07 Oa O)a Xy = (07 07 2)

1 7k
X, X X, = (1,0, —2u) x (0,1,20) = 1 0 —2u | =(2u,—2v,1).
01 2v
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Entonces
U v 1
N=— JuXXe (2u, —2v, 1),
||Xu XXvH 4u2+4v2+1
E=(1,0,—2u) - (1,0, —2u) = 1 + 4u?,
F =(1,0,—2u) - (0,1,20) = —4uw,
G =(0,1,2v) - (0,1,2v) = 1 + 40,
2
e=N- Xuu = — )
VAu? + 4v? + 1
f =N-x, =0,
2
g=N-x,, = .
Vau? + 402 + 1
En (0,0,0), es

n=(001), E=1 F=0 G=1,
e=-2, f=0, g=2.
La ecuacién diferencial de las lineas de curvatura es
(Ef — Fe)du® + (Eg — Ge) dudv + (gF — Gf) dv* = 0 <=
(0—0)du*+(1-2—1-(=2))dudv+(2-0—1-0)dv* =0 <
4dudv = 0 < dudv = 0.

Su solucién es
u=c, v==k,

donde ¢ y k son constantes.

La ecuacién de las lineas asintdticas es
edu® +2fdudv+gdv* = 0 <= —2du*+2dv* =0 = du’—dv* =0.

Esto implica
dv—du=0, du+dv=0.

Puede dar v = u, v = —u. Entonces tenemos
r=uy=u,z=0r=uy=—uz=0.

Las soluciones son las lineas asintdticas v = u,v = —u, ya que las

constantes de integracién son cero por pasar por (0,0), su imagen en

el espaciox =u,y =u, 2 =0;x =u,y = —u,z = 0.

La grafica de esta funcién es la siguiente:
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