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Capitulo 1

Introduccion al analisis de
algoritmos

1.1. Medida de eficacia de algoritmos

. Qué analizar en un algoritmo? Tenemos diferentes opciones.

s Correccién
» Uso de memoria

= Rendimiento en ejecucion: cuanto va a tardar

En este curso nos vamos a centrar en la tercera opcion, es decir, en estudiar
el tiempo de ejecucién de un algoritmo. Para llevar a cabo esta tarea podemos
considerar diferentes opciones:

Opcidén 1. Medir la duracion de la ejecucion con un reloj segin los siguientes
pasos:

(1) escoger un pseudocodigo = (2) programa = (3) ejecutable = (3) selec-
cionar entradas y = (4) ejecutar sobre las entradas midiendo tiempos con un
reloj

Esta aproximacion se demuestra poco practica ya que tiene muchas depen-
dencias

= Depende de la pericia del programador.
= Depende de la calidad del compilador.

= Depende del tipo de méquina y, sobre todo, de los datos sobre los que se
ejecute.
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Principal pega: el tiempo empleado sobre unas entradas no dice nada sobre lo
que se tardara sobre otras.

Opcidén 2. Anélisis de tiempos abstractos de ejecuciéon sobre pseudocddigo.
Es la que usaremos en el curso.

1.2. Tiempo abstracto de ejecucion

Para medir los tiempos abstractos de ejecucion de un algoritmo necesitamos
definir la unidad de tiempo abstracto. La unidad de tiempo que vamos a consid-
erar sera la “sentencia elemental”, esto es, una linea simple de pseudocodigo que
no contenga ninguna llamada a otra funcién. (Por supuesto, tendremos que tener
cuidado con estas sentencias “no elementales”.)

Definiremos tae o tiempo abstracto de ejecucién como el nimero de
unidades de tiempo abstracto ejecutadas, es decir el numero de sentencias el-
ementales ejecutadas para unas entradas dadas.

Més formalmente, para un algoritmo A y una entrada I definimos t (/) como
el numero de sentencias elementales de A que se ejecutan sobre la entrada 1.

La base del andlisis esta por tanto en el pseudocddigo.

Ejemplo 1. Ordenacién por seleccion

SelectSort(tabla T,ind P, ind U)

(1) i=P;
(2) mientras i < U :
| m= min(T,i,U): // NO es sentencia elemental; hay que hacer algo
(2) | swap(T[i],T[m]); // tampoco lo es ... pero la tomamos como tal!
| i++;

ind min(tabla T, ind P, ind U)

(1) m=P;
(2) para i de P+1 a U: // la tomamos como sentencia simple
| si T[i]<T[m]:
2 | m=1i;

(1) devolver m;

Las instrucciones marcadas con (1) son instrucciones que se ejecutan una sola
vez, las instrucciones marcadas con (2) se ejecutan repetidas veces. Un ejemplo
de funcionamiento del algoritmo sobre la tabla
43217

Seguimos la evolucion de los indices i y m:
i=1 m=4 swap(T[1],T[4]) 1324
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i=2 m=3 swap(T[2],T[3]) 1234
i=3 m=3 swap(T[3],T[3]) 1234

Vamos a calcular primero t,,,,(T, P,U) tiempo abstracto de ejecucién de la
funcién min, es decir, cuantas ejecuciones de sentencias elementales hace min
para la tabla T entre P y U. Hay que observar que la condiciéon T[m]>T[i] no
siempre es cierta y por tanto la asignacién m=1i no siempre se ejecuta.

Para superar esto, nos ponemos en el caso de “mas trabajo”, suponiendo que
siempre se cumple la condicién y acotamos el niimero real de ejecuciones mediante
un >. Por lo tanto, esto nos lleva a

tmin(T, P,U) <2+ 3 x Namero de iteraciones del bucle.

donde contamos 3 sentencias elementales a lo sumo dentro del bucle de min.
Claramente el bucle se ejecuta U — P veces, lo que nos lleva a

tmin(T, P,U) <2+ 3(U — P).
Por lo tanto, tomando el caso particular P =1, U = N nos da

tin(T, P,U) < 24 3(N —1).

Con esto ya podemos empezar a estimar tss(7, P,U). Como mezcla sentencias
bésicas con la que contiene la llamada a min, que ejecuta un niimero variable de
sentencias basicas en cada iteracion, llegamos a:

U-1

tss(T,P,U) = 143 (d+tyu(T,i,U)) + 1
=P
U-1
< 244U -P)+ Y (2+3(U
i=P
U-1
= 244N -1 +2(N-1)+3) (U —1i)
i=P
N—-1
. N(N —1)
= 6N—4+3 — 6N —4+3——
+ ;J + 5
3 9
= -N?4+-N—4.
SR

Ejemplo 2. Bisqueda binaria
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ind BBin(tabla T,ind P, ind U,clave k)

&)) mientras P <= U :
| m= (P+U)/2;
(2) si TM]==k :

|
| devolver M;
| else si k < T[M]
| U=M-1,;
| else :

| P=M+1
@D) devover err;

El nimero de sentencias elementales que se ejecutan en cada iteraciéon del
bucle es mayor o igual que cinco:
una debida a la comprobacion de la condicién del bucle mas,
al menos cuatro, instrucciones dentro del bucle (como antes, no todas se ejecutan
en cada iteracion, por lo que de nuevo acotamos con un >.
Con esto se tiene

tppin(T, P,U,) <2+ 5% n. de iteraciones.
Por lo tanto es necesario estimar el niimero de iteraciones. Para ello estimamos

el tamano de la subtabla después de cada iteracion.

Tras cada iteracién:

iteraciém 1 2 3 .
tamafio de la subtabla N/2 N/4 N/8 ...

Supongamos que el nimero de elementos N de la tabla T es 217! < N < 2
para algin [ € N. Por lo tanto, [ — 1 <log, N <[, esto es,

I = [logy(N)]

donde el operador [ | es el operador techo (a modo de ejemplo, [2,7] = 3)
Entonces, si el algoritmo llega a la iteracion [, tras la iteracion se seguiria buscando
en una tabla de tamaiio < N/2! < 1, lo que no es posible. Por lo tanto, no hay
més de [log,(NN)] iteraciones y se tiene que

TBB'L'n<T7 Pa U7 k) S 2+ 5”092]\[—‘

Observacién El trabajo méximo se produce agotando todas las iteraciones
(P > U), lo cual ocurre cuando la clave a buscar k no estd en 7T

Los ejemplos anteriores nos permiten establecer las siguientes observaciones:
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1. Parece que para cualquier algoritmo A, a sus entradas I se les puede asignar
un tamano de entrada 7([) y se puede encontrar una cierta funcién fyu
tal que

taea(I) < fa(r(1)) (1.1)
Hemos visto:

A I T fa
SelectSort  (T,P,U) U-P+1 SN+ .
BBin  (T,P,Uk) U-P+1 5[log, N]+2

2. El tae nos permite generalizar los tiempos abstractos de ejecucion
para nuevas entradas y ademds estimar tiempos reales de ejecucion, como
podemos ver en el siguiente ejemplo.

Consideremos SelectSort con una entrada [ tal que 7(I) = N y otra
entrada I’ tal que 7(I") = 2N. Se tiene entonces que

3 3
taessort(I') = 5(2N)2 + .= 4(5]\72 + ....) & dtaessort(1).

En general si I’ tiene un tamano k veces mayor que el tamano de I (i.e
T7(I') = kN)
t(legsmnt(fl) = thaesgort(I) (12)

Supongamos ahora que un programa que implemente SelectSort tarda 1
segundo al ordenar una tabla de N = 1000 elementos. Entonces

Tamano 1000 2000 10000 100000
Tiempo real de ejecucion 1 seg 4 seg 100 seg 10000 seg

3. En taesgort(N) = %N 2 41 6N — 6 el término que més importa para valores
grandes de N es el correspondiente a N2. En el caso de taeppi(N) =

2 + 5[logy N el término de mayor peso es [log, N].
4. El tae tal como lo hemos definido sigue siendo algo artificioso ya que su
valor puede depender de cémo se escriba el pseudocodigo.

Por ejemplo los codigos basicamente iguales de abajo dan lugar a taes dis-
tintos.
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Cédigo 1 Cédigo 2

D=A+B+C; E=A+B;
F=C+E;
D=F;

tae 1 tae 3

Por tanto, hay que hacer algo a este respecto.

5. En SelectSort el término N? y en BBin el término [log, N| vienen de
ejecutar el bucle mas interno. Por esta razén vamos a cambiar la unidad
de medida que usamos a la hora de calcular el tae. En lugar de contar el
nimero de sentencias basicas que se ejecutan lo que vamos a considerar es
el nimero de veces que se ejecuta una cierta operacién basica.

1.3. Operacién basica de un algoritmo

La operacién basica (OB) de un algoritmo A es una sentencia elemental de
A que ademas cumple las siguientes condiciones:

1. Debe aparecer en el bucle mas interno del algoritmo. Debe ser la instruccion
que mas veces se ejecuta.

2. Debe ser una operacién representativa del algoritmo.

Ejemplo 1. En el caso de SelectSort la instruccién de comparacién de claves

(cdc)
si T[i]<T[m]

cumple las condiciones 1 y 2 al estar en el bucle mas interno y tratarse de una
comparacion de claves. La instruccion

m=P;
no siempre se ejecuta, y la instruccion
it++;

es una instruccion general de muchos algoritmos.
Ejemplo 2. En el caso de BBin también tomaremos la cdc como operacién
bésica la instruccion
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si TM]==
else si K < T[M]
else si

A partir de ahora usaremos en vez de fapstractoej. 18 Nueva medida n4 (1), que
es el numero de veces que el algoritmo A ejecuta su operacién basica (OB) sobre
la entrada I. Veamos tres ejemplos, dos ya conocidos y uno nuevo.

Ejemplo 1: Bisqueda binaria

Para calcular ngpg;,, (T, P,U, k) analizamos los bucles del algoritmo vemos que
la operacién basica siempre se ejecuta una vez para cada iteracion del bucle. Por
tanto se tiene:

nppin < 1 * numero de ejecuciones del bucle = [logaN]| (1.3)

Ejemplo 2: Ordenacién por seleccion

Calculamos nggor (T, P,U) usando como OB la cde. Sélo hay cdcs en min y
dentro de la funcién men el nimero de veces que se ejecuta la operacion basica
depende de los valores de entrada. El coste total del algoritmo sera, tomando
P=1yU=N.

= N?2 N
Ngsor(T, 1, N) = anmT,z,N ZN-i:T—E (1.4)

Ejemplo 3: Método de la burbuja
Para el método de la burbuja para ordenacién veremos dos versiones.

Version 1.

BurbujaSort_v1(Tabla T, ind P,ind U)
para 1 de U a P+1
para j de P a i-1
si T[jI>T[j+1] <---- Operacién bésica
swap(T[j1,T[j+11);

La evolucién del algoritmo sobre la tabla T =432 1] con P=1y U =4 se
puede ver en la tabla 1.3.

Como ya establecimos, nggort(T, P,U) sera el nimero de comparaciones de
clave (operacién bésica) que realice el algoritmo para ordenar la tabla. Por tanto:

npsor (T, P,U) Z npsort (T, P, 1) (1.5)

i=P+1
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] Operaciones Tabl?/

4 1 T[1]> T[2] ? Si 3 '2,1
swap(T[1],T[2]) @

4 2 T[2]> T[3] ? Si 3,2@1
swap(T[2],T[3]) + 7

4 |3 T[3]> T[4] ? Si 3,21
swap(T[3],T[4]) 1 I3

1 T[1]> T[2] ? Si 2 1’4

3 swap(T[1],T[2]) 1@

3 2 T[2]> T[3] ? Si 2, 1 4
swap(T[2],T[3]) + I

2 |1 T[1]> T[2] ? Si @_,3,4
swap(T[1],T[2])

donde npgy(T, P,i) es el numero de veces que se ejecuta la operacién bésica
para cada iteracién (valor fijo de i) del bucle externo. Tomando P =1y U = N
se tiene nggo(T, Pi) =i — 1y

N N-1

. .~ N? N
npson(T,LN) =D (i=1) =) ji=— -5 (1.6)
=2 =1

Podemos realizar las siguientes observaciones:

» Esta version de BSort es bastante mala. Si ordenamos la tabla ya ordenada
2 .
T =11,2,..., N] se tiene nggor(T,1, N) = NT — %, es decir, tardaremos lo
mismo en ordenar una tabla ya ordenada que otra tabla desordenada.

= Una solucion a lo anterior es cambiar el pseudocodigo anadiendo un detector
de "swaps”.

Dicho detector sera un flag que se pondra inicialmente al valor 0 para cada
iteracion de la variable ¢ y que se cambiard al valor 1 si se produce algin
swap. Si durante una iteracion completa de la variable j para un valor fijo
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de 7 no se produce ningtin swap significa que la tabla ya esta ordenada y
por tanto no es necesario realizar mas comparaciones.

Version 2.

BurbujaSort_v2(Tabla T, ind P,ind U)
Flag=1;
i=U;
mientras (Flag==1 && i>=P+1)
Flag=0;
para j de P a i-1 :
si T[jI>T[j+1]
swap(T[j]1,T[j+11);
Flag=1;
i--;

Ahora se tiene que

npsort([1,2,3, ..., N],1,N) = N — 1,
lo cual es mucho mejor que el pseudocédigo anterior.

Sin embargo, el nimero de veces que se ejecuta la OB depende de la tabla
que se ordene y, en general, s6lo podemos decir que en la iteracion ¢ se
cumple npgo (T, P,i) < i — 1, por lo que seguimos teniendo que

N? N
nBSort([N,N - 17 ...,3,27 1], 17N) S 7 _ 5

1.4. Comparacion de algoritmos

A la vista de lo anterior nos gustaria tener una manera de comparar algo-
ritmos. Por supuesto tendremos que poner algunas condiciones para poder com-
pararlos.

1. Que resuelvan el mismo problema (ordenacién, buisqueda, etc).

2. Que lo resuelvan usando la misma operacion bésica.

Por tanto lo que vamos a considerar es F', familias de algoritmos que cumplan
las condiciones 1 y 2. Por ejemplo
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F = {Algoritmos de ordenacién por comparacién de clave}.

El método que seguiremos para comparar algoritmos sera el siguiente:

1. Considerar una familia F' de algoritmos que cumplan las condiciones 1 y 2.

2. Para todo algoritmo A € F encontrar f4 t.q.
na(l) < fa(r(I)) (1.7)
3. Diremos que A; es mejor que A, si y solo si fu, “es menor’que fq,.

En general la comparacién de rendimiento de algoritmos solo es relevante
para entradas grandes. Por ello compararemos las funciones fa,(N) y fa,(N)
para valores grandes de N (es decir cuando N — o0).

1.5. Comparacién asintoética de funciones

En esta seccion vamos a definir los principales operadores de comparacion
asintotica de funciones. En general, y salvo que se indique lo contrario, todas las
funciones que vamos a considerar seran positivas.

1.5.1. f=o0(9)

Dadas dos funciones positivas, f y g diremos que f = o(g) si

m T _
]\}l_r)noo o) 0 (1.8)

Ejemplo. Sean f(N) = N*y g(N) = N¥t€ con € > 0. Se tiene que f = o(g)
ya que limy o0 ]\fVTi =0

Ejemplo. Sean f(N) =InN y g = N€ con € > 0. Se tiene que f = o(g), el
calculo del limite se puede realizar facilmente aplicando la regla de L’Hopital.

Este operador corresponderia (por supuesto de una forma muy genérica) al
operador matematico “<”. Es decir, en este caso consideramos que la funcién f
es “claramente més pequena”que la funcién g.
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1.5.2. f=0(g)
Decimos que f = O(g) si existen Ny y Ctales que
F(N) < Cg(N) YN > No. (19)
Ejemplo. Sean f(N) = N?y g(N) = N2 +/N. Se tiene que
i f=0(g) yaque VN, f(N) < g(N)

ii g =0(f) yaque VN, g(N) < 2f(N); es decir, si tomamos Ny =1y C =2,
se puede ver facilmente que N2 + v/ N < 2N? porque VN < N2.

Observacién f = o(g) = f = O(g), pues si % — 0 entonces, por la
definicion de limite debe haber un Ny tal que para todo N > Ny se tiene
f(N)
—= <1« f(N) <g(N).
o (N) < g(N)

Por tanto, basta tomar el mismo Ny que el del limite y C' = 1.

El reciproco en general es falso, es decir f = O(g) # f = o(g). Para ver
lo anterior basta tomar f(N) = N? y g(N) = N? + +/N. Ya hemos visto que

. . , 2
f = 0(g); sin embargo se tiene limy_ g((]]:g = gg\\g = NQJX\/N =1#0.

Es importante ademas recalcar sobre la observacion anterior que las las afir-
maciones positivas se demuestran y en las afirmaciones negativas se
encuentra un contraejemplo. Aplicaremos esta observacion repetidas veces.

La notacion O nos permite ademas eliminar algunas constantes y términos de
menor peso en las comparaciones. En particular:

1. Las constantes multiplicativas no importan ya que si f = O(g) =
f = O(kg) para cualquier valor de k. Por lo tanto siempre nos quedaremos
con la expresién mas simple y significativa. Es decir, si hemos encontrado
que f = O(3N?) diremos que f = O(N?) o por ejemplo si tenemos que
f = 0(e™ N?), de nuevo escribiremos simplemente f = O(N?).

2. Ademas si f = O(g) y h = o(g) entonces f = O(g + h), es decir, los
términos menos significativos no importan. Por tanto, en el caso de

la suma de varias funciones nos quedaremos con el término mas significativo
y no diremos f = O(N? + N) sino f = O(N?).

La notacién asintética f = O(g) corresponde (senialando siempre que de forma
general y dentro del marco de las comparaciones asintéticas) a la comparacién
matematica f < ¢g. Hay que senalar que puede ocurrir perfectamente que con la
notacién matemaética se verifique que f(x) > g(x) Va y sin embargo se verifique

f=0(g).
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1.5.3. f=0(g)

Decimos que f = €(g) si y sé6lo si g = O(f).
Esta notacién corresponderia a la comparacién matematica f > g.

1.5.4. f=06(9)

Decimos que f = O(g) si y solo si se verifica: f = O(g) y f = Q(g).

También se puede aplicar cualquiera de las condiciones equivalentes, es decir
f=0(g)sif=0(g)yg=0(f) osig=Q(f) yg=0(f) osig=Q(f) y f =
Q(g). Esta notacién corresponde al igual matematico (f = g). De nuevo senalar
que puede ocurrir perfectamente que f(x) # g(x) Vx y sin embargo f = O(g).

Es facil demostrar, aplicando la definicién anterior, la siguiente propiedad:

f=0(g) = g=06(f) (1.10)

La siguiente propiedad nos sera muy util para la comparacion © de dos fun-
ciones:

Silimy_eo f(Ng =L, con 0 < L < oo, entonces f = O(g).

g(N
La demostracion es la siguiente:

L
i—L—>O = EINOt.q.VNZNO,i—LIS—
g g 2

L f L L f 3L
<L < = —< =< —
= 2 g _2$2_g_ 2
con lo cual se tiene:
3L
V) £ ZZg(N) = f = Ol)
2
giN) = TfN)=g=0(g)

y por tanto f = O(g).
Con esta propiedad es facil ver que N? + N = O(N?) ya que

N2+ N
N2

=1+#0,00

lim
N—oo
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1.5.5. f~yg
Diremos que f es asintoticamente equivalente a g, esto es, f ~ g, si
N
lim M =1. (1.11)
N—oo g(N)

Noétese que f ~ g es un caso particular de f = ©(g) en el que la constante del
limite vale exactamente 1. Esta observacion nos permite afirmar:

f~g=f=06() (1.12)
ya que si f ~ g entonces h’mNHOO% =1= L con 0 < L < oco. Se puede

considerar, por tanto, que la comparacion ~ es mas precisa que la comparacion
O.

En la figura inferior se puede ver la diferencia entre ambas notaciones.

Cyg

f=6(9) g

1.5.6. f=g+0(h)
Si h = o(g) diremos que f = g+ O(h) si
[/ — gl =0O(h) (1.13)

Ejemplo.
Sea f(N) = N2 4 /N +In N entonces si g(N) = N? se tiene que:

= f ~ g. Basta con dividir el numerador y el denominador por el término de
mayor grado, en este caso N2.

= f=g+O(N), yaque |f—g| =+N+In(N), sin embargo el término de
mayor peso en v N + In(N) es v/N.
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En general se verifica que

f=9+0M)=f~h (1.14)

La demostracion es la siguiente: si |f — g| = O(h) existen C'y N, tales que

[f(N) = g(N)| _ C+h(N)
gN) 7 g(N)

0<’——1‘

C

Como 2 — 0, entonces —h — 0y, por tanto

f

‘——1’—>0:>——>1.
g

Se tiene, por tanto, la siguiente cadena de comparaciones de precisién decre-
ciente:

f=9g+0M)=f~g=f=0(g9) = f=0(g) (1.15)

En general, intentaremos ser lo mas precisos posible. Por ejemplo, en el caso
de los polinomios P(N) = apN* + a1 N*! + ... + ag, con a; # 0 podriamos
establecer las siguientes comparaciones:

» P(N)=O(NF¥)
» P(N)=0O(N*), ya que limy_.o % = ay, # 0.
» P(N) ~ apN*, va que limy_. 5(]]\\[[,2 =

» P(N)=a,N*+ O(N*1), siendo ésta la expresién mds precisa.

1.6. Crecimiento de funciones

En esta seccién vamos a obtener algunas férmulas para el crecimiento de
funciones expresadas como sumas. El caso mas simple es el de la suma de los
términos de la progresién aritmética elemental

SN—Zz— N“) N72+O(N) (1.16)

Una expresion mas general de la formula anterior corresponde a la suma de
los términos de una progresion aritmética general:
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N N
F(Ny=Sy = > (ai+b)=a) i+bN
i=1 i=1
a a
= —N?4_-N+bN
2 + 2 +
- gNQ +O(N)
Estudiamos la suma de los términos de una progresién geométrica de razén
x # 1
O a
Sy = = 1.17
N Z v r—1 r—1 ( )

Noétese que la fémula no tiene sentido si = 1, pero entonces Sy = N. En la
expresién anterior podemos distinguir dos casos:

» Siz > 1. Se tiene Sy = O(z)

= Si x < 1. Cambiando de signo el numerador y el denominador se tiene:

_ .N+1
Tor  Newe 7 (1.18)

—
1—=x 11—z

Sy =

Una vez obtenida la férmula anterior, se pueden estimar alguna sumas derivadas,
como por ejemplo la suma Sy = ) ._, iz’. Se pueden calcular mediante la sigu-
iente expresion:

N N N+ _ g
SN:ZixZ:xZix’ —x— Zx =T (—1):@(NxN)
l’_
i=1 i=1 i=1
(1.19)

Para sumas derivadas con potencias de ¢ se aplica el siguiente método similar,
considerando ahora derivadas segundas

N N
:Zi2 xQZzz—l 12+Zm —xﬁ....):G)(NQxN)
x
i=1 =1
En general se tiene:

Sy =Y ifa' = O(N*z") (1.20)
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La siguiente formula se puede demostrar por induccién

+ O(N?) (1.21)

N
, N(N +1)(2N +1 N3
se=y o M é( >_3
=1

Hay férmulas similares pare sumas de otras potencias. Sin embargo, si solo
estamos interesados en el crecimiento de estas sumas, se puede aplicar un método
general.

1.7. Estimacién de sumas mediante integrales
El método de estimacion de sumas por integrales nos permitira aproximar el

valor de ciertas sumas de las cuales no tengamos una expresion cerrada.
Sea f funcién creciente en el intervalo [i — 1,7 + 1], se tiene:

7 1+1
/_lf(:v)d:r < i) < / f(2)de (1.22)

En el siguiente grafico se puede ver la anterior acotacién del valor de f(7)

Aereasnaat
e .:'o,, ,/4&&%% S
i S P s
2 069%%%’%\00. e

ok S e
o

NN

e eg:&@,o@o AN
‘%&ﬁ A

4’( ..I
o
e

e

Si f es creciente en el intervalo [0, N] podemos sumar la expresién (1.26)
para los valores 1 = 1,2, .., N, con lo que se obtiene

fj [ s < éf(i) < fj [ s

Finalmente, usando las propiedades de la suma de integrales obtenemos:

/0 fla)de < S5 =Y 700 < / f(@)ds (1.23)
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Ejemplo 1: Calcular Sy = Zf\il i?. Aplicando la férmula (1.27) a la funcién
f(x) = 2? se tiene

N N+1
fo 2?dr < Sy §/ 22dx
1

X3N X3 N+1
- 5], =<5

3, 3],
N3 (N+1)? 1
= — < Sy < —"t =
3 —V= 3 3
N3
ya que dividiendo los tres términos de la desigualdad por NTB se tiene:

Sv _(N+1\’ 1 now
IS_NT‘"’S(T) !
y por tanto
SN Nooo N3
~5 —>1:>SN~—3

También se puede demostrar que Sy = NTB + O(N?). Para ello, en lugar de

dividir, restamos N? en los tres términos de la desigualdad, con lo que se obtiene:

N* _/N+1\° 1 N* N? N?
0<Sy——<|— | ———-—=—+N?4....——=N?4+O(N
= 3 —( N ) N3 3 T 3 +ON)
y como 0 < Sy — NTS se tiene que Sy — NTS = ‘SN — NTS‘ y por tanto:
N3 N3
SN—? §N2+O(N):>SN:?+O(N2)

En general, usando el método de aproximacién de sumas por integrales se
puede demostrar:

Nk+1
ko~ 1.24
;Z +1 (1.24)
N i k+1 i
ko= O(N 1.25
Y - o 1)
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Ejemplo 2: Vamos a estimar Sy = Zf\;l log 7 = log N.

En este caso log x es de nuevo una funcién creciente y por tanto podemos
aplicar de nuevo la férmula (1.27), teniendo en cuenta que lim, ., zlogx = 0 se
tiene:

N N41
/ logxdeSNS/ log x dx
0 1

= [rlog z — 2] < Sy <[zrlog z — x|} !

= Nlog N—N<Sy<(N+1)log (N+1)—(N+1)+1
dividiendo ahora los tres términos de la desigualdad por N log N obtenemos:

1 _ Sy _(N+DlgN+1) N
logN — Nllog N — Nlog N Nlog N’
dado que (facilmente por L’Hopital)

1

. (N+1)log (N+1) N ) 1
lim — = lim (1-— =1,
N—o0 Nlog N Nlog N N—-oo log N
y se llega a
SN
=1= Sy~ Nlog N (1.26)

lim ——
Neao N log N
Con algo mas de trabajo se puede demostrar que Sy = Nlog N + O(N).

Dado que log N! ~ Nlog N podriamos preguntarnos si
elog Nt __ N! ~ eNlog N‘
La respuesta es no. De hecho, en general si
f=0(g) » e = 0()
Al ser lo anterior una negacién vamos a dar un contraejemplo.
Sea f = 2N2y g = N2, por tanto ef = e*N* = (V)2 = (¢9)? y por tanto se
tiene que €9 = o(ef) y por tanto e/ # O(e9).

También se puede demostrar que f ~ g # e/ ~ e9. Por ejemplo, sea f =
N2+ N y g = N? sin embargo
eN?+N eN? N

lim = lim = lim eN =0 #£ 1
N—o0 €N2 N—oo €N2 N—oo 7&



Usuario
Resaltado

Usuario
Resaltado

Usuario
Resaltado

Usuario
Resaltado

Usuario
Resaltado

Usuario
Resaltado


1.7. ESTIMACION DE SUMAS MEDIANTE INTEGRALES 21

Para la estimacién de N! existe la formula de Stirling:

N!~ V21N (5>N (1.27)

e

Ejemplo 3 vamos a estimar el crecimiento del N-simo ntimero harmoénico, es
. . N 1
decir Hy = ;" 5. 1
La funcién f(z) = - es una funcién decreciente, por lo tanto la férmula (1.27)
no es valida. Afortunadamente usando un argumento similar se pude demostrar

que si f(x) es una funcién decreciente en el intervalo [0, N + 1] se verifica :

[ iz s =3 s> | " o) (1.28)

Por tanto, para estimar el crecimiento de Hy podemos escribir

N 1 N—+1 1
/ —d:czHNz/ —dr = log x|}/ > Hy > log x|
0o T 1 x

El problema con la acotacién anterior es que

limlogz = —o0
z—0

y por tanto se tiene la intutil desigualdad oo > Hy y Hy no queda acotado
superiormente por una funciéon de N. Si observamos la integral vemos que este
valor infinito viene producido por el valor 0 del limite inferior de la primera
integral. Una posible solucién para evitar ese valor seria quitar de alguna forma
el primer término del sumatorio. Por tanto convertimos Hy = ZN Len Hy =

i=17
1+3N, 1. Con lo que se obtiene:

N 1 N N+1 1
/ —dx > Zi:Q% > / —dx
1 T 2 x
N 1 N 1 N+1 4
:>1+/ —dx > 1—1—2— 2/ —dx
. T — 1 T

~——
Hy
Con este cambio obtenemos:

1+logN > Hy >log (N +1)

y dividiendo los tres términos por log N y tomando limites se tiene que:

Hy ~log N (1.29)
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Se puede demostrar también que limy_...(Hy — log N) = v constante y por
tanto

Hy =log N+ 0O(1).

El ntimero v es la constante de Euler y su valor es aproximadamente v = 0,577...
(En el ano 2006 se alcanzo el record de cifras calculadas de la constante de Euler
con un total de 116 millones de cifras decimales exactas).

1.8. Complejidad de Algoritmos

Hasta ahora hemos calculado el tiempo abstracto de ejecucién de algunos
algoritmos calculando el nimero de veces que se ejecutaba la operacién bésica
del algoritmo. También hemos comparado algoritmos mediante la comparacion
asintotica de las funciones que acotaban el nimero de operaciones basicas como
funcién del tamano de la entrada na (1) < f(7(1)).

Sin embargo, en el esquema anterior hay un cierto desequilibrio, ya que el
trabajo (nimero de operaciones bdsicas) que realiza un algoritmo depende de
cada entrada en particular. Sin embargo las funciones f solamente dependen del
tamano de la entrada 7(/). Como ejemplo de este desequilibrio retomemos el
ejemplo de la ordenacion mediante burbuja BSort.

Si A = BSort se tiene

» npsort(T, P,U) < N; — % que es una cantidad elevada.

» npsort([1,2,...; N|,P,U) = N — 1 que es un valor mucho menor que el
anterior.

En vista de lo anterior jqué funciéon f deberiamos usar para comparar BSort
con otros algoritmos? ;N? o N — 1? Est4 claro que tenemos que controlar la
dependencia del rendimiento de alguna manera independiente de las entradas
individuakes que se consideren.

Tenemos que precisar la funcién que vamos a comparar, para ello definimos
el Espacio de Entradas de un Algoritmo.

Dado un Algoritmo A y un tamano N definimos el espacio de entradas (E4(NV))
de tamano N para el algoritmo A como:

EA(N)={I entradas de A: 7(I) =N} (1.30)

Vamos a calcular algunos espacios de entrada.
Ejemplo 1: Epg,(N). En principio podriamos establecer

Epsor(N) ={(T,P,U): U - P+1=N}
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Es decir, cualquier tabla 7" (por grande que sea), mas dos nimeros enteros
cualesquiera tales que U — P+ 1= N.

Este espacio de entradas es demasiado general (y demasiado grande) por lo
que convendria precisar un espacio de entradas E4(/N) mucho mas manejable.
Para ello, tenemos que observar que lo que importa en 7', en general, es que la
tabla esté mas o menos desordenada, no los valores iniciales y finales P y U, por
tanto una primera acotacion simple seria imponer P =1y U = N.

También podemos observar que no son importantes los niimeros que estén
en la tabla T, sino el desorden relativo entre ellos. Es decir, por ejemplo, BSort
realizard las mismas comparaciones al ordenar la tabla T' = [3, 1, 2] que al ordenar
la tabla 7" = [25, 3, 12]. Con esta observacion podemos establecer que 1 < T[i] <
N.

Con estas observaciones podemos establecer que

Egsort(N) = Permutaciones de N Elementos = X (1.31)

Este espacio es mucho mas manejable que el que tenfamos inicialmente. Su
tamano es |Epgor(N)| = |Xn| = NI

Ejemplo 2: Epp;,(N).

En el caso de la bisqueda binaria podemos establecer como primera aproxi-
macién el siguiente espacio de entradas:

Eppin(N) = {(T,P,U,k) : k cualquiera, U — P+ 1= N, T ordenada}

De nuevo estamos ante un espacio inmanejable por ser demasiado general.
La primera acotacién simple puede ser de nuevo P = 1, U = N. A la hora de
buscar una clave k que esté en la tabla, da igual cuales sean los elementos T[]
de la tabla (por supuesto, han de estar ordenados); por tanto, podemos, al igual
que en el caso de la burbuja, asumir que la tabla T verifica 1 < T[i] < N. Sin
embargo al estar la tabla T' ordenada podemos tomar 7' = [1, 2, ..., N]. También
podemos observar que BBin realiza siempre el mismo trabajo para cualquier clave
que no esté en la tabla por lo que a efectos de trabajo, basta considerar una clave
genérica ki # [1,2,3,..N]. Con estas observaciones podemos establecer el siguiente
espacio de entradas para BBin:

EBBin(N) = {172737-'-7N> l%} (132)

Por tanto, el espacio de entradas esta formado por las N + 1 posibles claves
que podemos pasarle al algoritmo, es decir, los N elementos de la tabla T', que
corresponden a las bisquedas con éxito y un elemento que no estd en Ty que
por tanto corresponde a las busquedas con fracaso. En este caso, por tanto, el
tamano del espacio de entradas es |Eppin(N)| = N + 1.
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1.9. Casos Peor, Mejor y Medio

Una vez definido el espacio de entradas de un algoritmo, vamos a definir lo
que entendemos por casos peor, mejor y medio del algoritmo. Dado un algoritmo
A con espacio de entradas de tamano N, E4(N), definimos:

» Caso Peor

WA(N) = max{na(I): I € E4(N)} (1.33)
= Caso Mejor
BA(N) =min{na(l): I € Es(N)} (1.34)
= Caso Medio
AN = nalDp(n) (1.35)
I€EA(N)

donde p([I) es la probabilidad con la que aparece la entrada I.

Como Ba(N) < nu(I) < Wa(N) para todo I € E4(N) se verifica que

BA(N)p(I) < na(Dp(I) < Wu(N)p(I)VI € E4(N)
y por tanto
S BANI) £ CiepypomalDp(l) <32 WalNp(l)
IEEA(N) TeEA(N)
Como >, vy P(I) =1 se tiene:

Ba(N) < Aa(N) < Wa(N) (1.36)

Los casos mas simples (aunque no siempre) de calcular son W4(N) y Ba(V) para
los cuales daremos un método de general estimaciéon. Los casos mas interesantes

suelen ser W4 (N) y As(N).
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1.10. Calculo de los casos peor y mejor

El calculo del caso mejor de un algoritmo para un tamano de entrada N se
puede realizar en general en dos pasos:

» Paso 1: Encontrar f4 tal que si 7(I) = N

na(l) < fa(N)

A veces, en lugar de pedir la desigualdad estricta pediremos n4 (1) = O(fa(N)).

» Paso 2: Encontrar una entrada I tal que

na(I) > fa(N)
A partir de estos dos pasos obtenemos las siguientes desigualdades:
» Por 1: W4(N) < fa(N) o bien W4(N) = O(fa(N))
= Por 2: Wa(N) = fa(N) o bien Wa(N) = Q(fa(N)),

y por tanto, juntando 1 y 2 obtenemos Wa(N) = fa(N) o bien Wy(N) =
O(fa(N))

El caso mejor se calcula de una forma similar.

» Paso 1: Encontrar f4 tal que si 7(I) = N
na(l) = fa(N)

= Paso 2: Encontrar una entrada I tal que

na(l) < fa(IV)

Ejemplo 1: Wgg,(N).
Vamos a calcular Wgge+(IV), caso peor de la burbuja para tablas de N ele-

mentos. Para el paso 1 ya vimos que npge(0) < N; — % Vo € Yy y por tanto
podemos decir
N2 N N?
Wasort(N) < — — — = — + O(N
Bsort(IN) < 5 5 5 +O(N)
Para el paso 2 tomamos ¢ = [N,N — 1, N — 2,...2/1]. Es fécil ver que

~ 2 .
npsort(6) = % — & con lo que se tiene:
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N? N
W or N Z “a A
pson(N) 2 - =
Considerando ahora 1 y 2 obtenemos
N2 N N?
WBSort(N) = 7_5 = 7+O(N)

Se puede demostrar (se deja como ejercicio) que Bggort(N) = N — 1.

En general el caso medio es mas complicado ya que el resultado depende de
la distribucion de probabilidad p(I). Una posible simplificacién es suponer que
todas las entradas son equiprobables, en este caso se tiene:

pA(I) = m (1.37)

En este caso, para el algoritmo BSort se tendria:

1
p(O’) = ﬁvo— S EBSort<N)
En el caso de la bisqueda binaria:

1
k) = ——Vk € Eggin(N
p(k) N+1V€ BBin(V)

En algunas ocasiones es relativamente facil calcular A4(N), por ejemplo, en
el caso de la busqueda lineal.

Ejemplo 2: Agp;,(N).

El pseudocddigo de la bisqueda lineal es el siguiente:

ind BLin(tabla T,ind P, ind U, clave k)
para i de P a U
si k==T[i]
devolver i;
devolver error;

La operacién bésica es la comparacién de clave si k == T[i] dentro del bucle.
Para un tamano de entrada N podriamos proponer como espacio de entradas,
tomando P =1, U = N:

Egrin = {0 € ¥n,1, N, k cualquiera}

donde Y es el conjunto de permutaciones de N elementos.
De nuevo este espacio es muy grande y podemos reducirlo. Si se trata de
una busqueda con éxito, el trabajo para buscar una clave que esté en la tabla
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dependera exclusivamente de la posicién que ocupe la clave a buscar. Si la clave
no esta en la tabla, el numero de cdcs es N pues se recorre la tabla completa. Por
tanto, podemos de nuevo considerar como espacio de entradas:

EBLin(N) = {1a2737“'aN7 IA‘/}} (138)

con k una clave genérica tal que k #[1,2,3,..N]. Ademas con este espacio tenemos
dos posibles situaciones.

= La clave no estd en la tabla. En este caso se tiene ngr;, = N.

» La clave estd en la posicion ¢ de la tabla (es decir, T'[i] == k). En este caso
se tiene ngri (i) = 1.

Si asumimos equiprobabilidad de las entradas se tiene:
1
N+1

Con estas observaciones es facil ver Wgpin(N) = Ny Bprin(N) = 1.
Para calcular el caso medio recurrimos a la definicion

plk==i1<i<N)=pk+#][1,2,3,.N]) =

1 1

ABLm<N) N—l—l + NN——I-l
——

NBLin )

(S MZ

3 V . bisqueda sin éxito
busqueda con éxito

N+1Z +N+1

I N(N+1) N
o
N+1 2 N1 +0(1)
——
o0

EJemplo 3: ABLG( )
Vamos a calcular el caso medio de la busqueda lineal con éxito suponiendo

ahora que:

1 log ¢
k fr— = —
donde Cly es una constante de normalizacién necesaria para que p(k == i) veri-

fique la condicién de distribuciéon de probabilidad; esto es,

al 1log Y 1o
Z(k::z_l:z : :1:>CN:Z
i=1

=1
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Como en este caso se trata de bisquedas con éxito, es decir, la clave k a buscar
siempre estd en la tabla, se tiene que p(k # [1,2,3,...N]) = 0.
Aplicamos ahora la definicién del caso medio:

N )
e . . .1 log 1
Ay = BLin(N):;RBLin(Z)p(k::Z):iZIZC_N — =
Ny N
= ;C—Nlog z:C—N;bgz
_ Sy
=

donde:

SN:ZIOg )

=1

El valor de Sy ya lo calculamos previamente en (1.30), por lo tanto se tiene:

Sy ~ Nlog N

Ahora vamos a estimar el valor de Cy; para ello usaremos el método de aprox-
imacion por integrales.

La funcién f(z) = 2% es una funcién decreciente y por tanto tendremos
que usar la férmula (1.32).

N N+1
/ 1ngdszN2/ logxdx
0

x 1 T

N N+1

= E(log aﬂ > Cy > B(bg x)Q}

0 1

Observamos, al igual que ocurrié en la estimacion de la serie harménica, que la
suma no queda bien acotada ya que log 0 = —oo. El problema de nuevo aparece
por el limite inferior de la primera integral. La soluciéon, al igual que en el caso
de la serie harmonica, pasa por sacar fuera del sumatorio el primer término:

N N

c _ilogi_log 1+Zlogi_zlogi
e NI~ e

con lo que se ahora se tiene:
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N N+1
/ log xdeCNZ/ log T o
1 2

T T

N N+1

= B(log x)2] > Cy > B(log x)Q]

1 2

1 1
= §(log N)? > Cy > =(log N+1)2—§(log 2)?

N —

Dividiendo ahora los tres términos de la desigualdad por %(log N)? se tiene:

s(log N+1)*  i(log 2)* N
121 CN 222<1Og +2) _12(08; )2N_o>01
;(log N) 5(log N) ;(log N)

Por lo tanto

) Cn
lim

1
— N 1= Cy~=(log N)?
N—o00 %(log N)? 2

Tenemos hasta ahora una igualdad Ay = g—x y dos igualdades asintoticas
Cy ~ (log N)*y Sy ~ Nlog N.

Podemos suponer entonces que

Nlog N 2N

l(log N)2  log N

Para ver que lo anterior es cierto tenemos que comprobar que

AN

) Ay
lim
N—oo 2N
log N

Para ello reescribimos el limite anterior de la siguiente manera:

(&)

=1

lim YN — lim = lim Sy ! =1
N—oo 2N B N—o0o Nlog N B N—oo Nlog N Cn o
log N %(log N)2 %(log N)2
y por tanto:
2N
N log N
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Capitulo 2

Métodos de ordenacion

2.1. Ordenacién por insercién

La idea principales del funcionamiento método de ordenacion de una tabla T’
con indices entre P y U por insercion es realizar de manera iterada entre : = P+1

y U lo siguiente:

1. Suponer al inicio de la iteracién i-ésima que la subtabla T'[P], T[P+1], ...., T[i—
1] contiene elementos ordenados entre si, es decir

TPl <TP+1<..<Tli—-1].

2. En la iteracién 4, el elemento T'[i] se coloca en la posicién correspondiente
de la subtabla T[P],T[P + 1],...., T[i — 1].

Ejemplo

P=1,U=4,T =[1432]. Enlaiteracién i = 3, la tablapasaa 14|32 —
1 3 4] 2 y luego pasarfamos a insertar para i = 4.

El pseudocddigo del método de insercion es el siguiente:

InsertSort(Tabla T, ind P, ind U)
para i de P+1 a U:
A=T[i]; // variable auxiliar para evitar swaps
j=i-1;
mientras (j >= P && T[j1>A):
T[j+11=T[j];
=
T[j+1]=A;

31
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La operacion bésica del algoritmo es la comparacién de clave T[j] > A situada
dentro del bucle. Para el analisis suponemos P =1, U = N yT = ¢. El trabajo del
bucle interno mientras (j >= P && T[j]>A) es muy dependiente del estado
de la tabla, con lo cual es conveniente escribir

nrs(o ans 0,1) (2.1)

donde nyg(0o,i) es el numero de operaciones béasicas que InsertSort realiza sobre
una tabla o en la iteracion ¢-ésima.
Observando el pseudocodigo podemos acotar:

N N-1
1 < njg(o,1) <2—1:>21<an50@ 321—1: i
i=2 =1
y por tanto
N2 N
N—-1<ng(0) < — —— (2.2)
2 2
Para la estimacién de Wig(V) acabamos de encontrar una funcién f(N) =
N2 N gal que
2 2
N? N
’I’L15< ) < 7 — —\V/O' S E[S(N)
y por tanto
Ws(v) < N
=g Ty
Por otro lado si consideramos
G=[N,N—1,N—2,..321],
es facil comprobar que nys(5,7) =i — 1 y por tanto
- : N? N
ns() = ;(z =75
Por tanto se tiene (ver seccién 1.10):
N2 N
Wis(N) = — — —. (2.3)
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El caso mejor Brs(N) se estima de forma similar, tomando en este caso la
permutaciéon & = [1,2,3,..., N — 1, N|, con lo que se obtiene (se dejan los detalles
como ejercicio):

Brs(N)

=N—1. (2.4)

Para la estimacion del caso medio empleamos la definicién, asumimos equiprob-
abilidad y usamos de nuevo la cantidad intermedia nyg(o,):

Ars(N)

ans pa

O'GEN

Nu Z Z”ISUZ

oEYN 1=2
N
Z Ajs(O', Z)
=2

donde Ajg(o,i) es el trabajo medio que realiza el algoritmo InsertSort en la
iteracion .

Para estimar A;g(o,7) sea o(i) el elemento que estd en la posicién i al inicio
de la i-ésima iteracion. Por el funcionamiento del algoritmo InsertSort se tiene en
ese momento que

(2.5)

o(l) <o(2) <,

En la tabla 2.1 se puede ver cuantas comparaciones de clave necesita el elemento
o (i) para ser insertado en su posicién correcta en funcién de la posicién final en
la que quede.

Posicién | CDC perdidas CDC ganadas Total CDC
Final | (o(i) < 0(j)) (0(i) > o(4))

i 0 1(o(i)>0(i—1)) |1

i-1 1 (o(i) <o(i—1)) 1 (o(i) > o(i —2))

i-2 2(0(i)<o(i—1),0() <o(i—2)) |1(c(i)>0c(i—3)) |3

3 -2 (i) <o(i—1),...,0() <o(3)) | 1 (c(i) > c(2)) i-2

2 -2 (o(i) <o(i—1),...,00) <0o(2)) | 1 (c(i) > (1)) i-1

1 -1 (o(i) <o(i—1),...,0(i) < o(1)) i-1

Cuadro 2.1: Posibles CDCs en la iteracién 3.

Por tanto podemos calcular

Ars(o,i) =1p(1) +2p(i — 1)+ ... + (i — 1)p(2) +

(i —1)p(1)
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donde p(j) es la probabilidad es la probabilidad de que o(7) termine en la posicién
j(j < i) tras la iteracién i. Asumiendo de nuevo equiprobabilidad se tiene que
p(j) =~ 1/i al haber un total de ¢ posibles posiciones (1,2,3,....,i — 1,7) donde
puede situarse el elemento o(7). Con lo cual se tiene

7 —1 7 —1
Arg(0,4) ~ ZH = + =

Sustituyendo en (2.5) se tiene

N N-1. N-1 .
1—1 z -1 1 J N?
Ajs(o,i) = Z = §+ '—1:T+O( ) (26
i=2 j=1 = d 1
o(1)
O(N)

En el caso de InsertSort se tiene A;g(N) ~ %WIS(N); por lo tanto InsertSort
es un método bastante malo.

2.2. Métodos Shell*

La idea de los métodos Shell consiste en realizar una ordenacién iterada en
subtablas de diferentes tamanos con el fin de trabajar al principio con tablas
quiza poco ordenadas pero muy pequenas y al final con tablas muy grandes pero
ya muy ordenadas. La forma de hacerlo es iterar una variante de la Insercion con
“incrementos”seguin el pseudocddigo de la rutina siguiente:

ISInc(tabla T, ind P, ind U, inc k)
i=P+k;
mientras i <= U:
A=T[i];
j=i-k;
mientras j >= P && T[j] > A :
TLj+k]1=T[j];
J==k;
T[k+k]=A;
i+=k

La rutina ISInc no es mas que un InsertSort igual que el visto en la seccién
anterior con la tnica diferencia que la ordenacion se realiza solo en los elementos
separados exactamente por k posiciones.
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En el pseudocddigo general, la tabla Inc es una tabla que contiene los difer-
entes incrementos a utilizar y el argumento nInc indica el nimero de incrementos
que hay en Inc. El método de Shell itera ISInc con incrementos decrecientes, con
Inc[nInc] = 1; esto es, al final se aplica la Inssercién estandar pero sobre una
tabla ya bastante ordenada.

ShellS(tabla T, ind P, ind U, tabla Inc, int nInc)
para i de 1 a nlnc:
para j de 1 a Inc[i]:
IsInc(T, P+j-1,U,Inc[i]);

El analisis de ShellSort es complicado y depende esencialmente de los incre-
mentos de Inc.

Ejemplo Si Inc = {2% 2F1 .. 4 21} se puede demostrar que el algoritmo
tiene un coste cuadratico en el caso peor, lo cual es malo. La razén de este mal
comportamiento es que vuelve a realizar muchas veces comparaciones que ya se
han realizado.

Por ejemplo si consideramos la tabla T’ = [1,2,3,4,5,6,7,8,9]. Para Inc[1]=4
se realizan 4 llamadas a ISInc

Para Inc[2]=2 se realizan 2 llamadas a ISInc:

1

1 35 7 9 j
j=2

2 4 6 8

Vemos que los nimeros en cada subtabla ya habian coincidido en varias oca-
siones en subtablas anteriores.

Ejemplo Si Inc = {2¥—1,2F"1 —1,...,7,3,1} se puede demostrar que en este
caso el rendimiento mejora a O(N %) lo cual es algo mejor que la inserciéon. Con
otros incrementos se pueden obtener rendimientos mejores, por ejemplo O(N %).

Una cuestiéon que surge a raiz de lo anterior es jhasta cuanto puedo mejorar
ShellSort?, o incluso mas generalmente, ;hasta cuanto puedo mejorar los algorit-
mos de ordenacién? Es decir, jexiste alguna funcion f tal que para todo algoritmo
de ordenacion A

ha(l) = Q(f(N)) (2.7)
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con N = 7(I)? Un buen candidato podria ser f(N) = N ya que es razonable
pensar que cualquier algoritmo de ordenacion debera comparar cada elemento de
la tabla al menos una vez. ;Existe algiin algoritmo que alcance esa cota para sus
casos peor y medio?

2.3. Cotas inferiores para algoritmos locales de
ordenacion

Hasta ahora hemos visto que el trabajo que realiza un algoritmo en una tabla
depende del desorden que haya en la tabla. En las permutaciones de N elemen-
tos el desorden se mide en funcién del numero de inversiones que haya en la
permutacién.

Definicién Dada o € ¥ decimos que dos indices ¢ < j estan en inversion
sio(i) > a(j).

Ejemplo Dado o = (3,2,1,5,4) las inversiones son (1,2), (1,3), (2, 3), (4,5),
donde (i, j) indica que los indices i, j estan en inversién. En el caso de o hay un
total de 4 inversiones.

Denotamos como inv(o) el nimero de inversiones que hay en o.

Podemos calcular las inversiones de algunas permutaciones de N elementos:

inv([1,2,3,...,N]) = 0 (2.8)
N
2

2
inv([NyN—1,.,2,1]) = (N=-1)+(N—=2)+..+2+1= > (2.9)

Podemos observar que no puede haber otra permutacion con mayor desorden
que (2.9) ya que Vo € Xy

inv([o(1),0(2),..,0(N —1),0(N)] =
inv(o(1)) +inv(o(2)) + .. + inv(o(N — 1)) + inv(a(N)) <

———
0

2 N
(N_1)+(N_2)+“+2+1:7_?
por lo que inv(o) <inv([N,N —1,..,2,1]) = NTQ - L

Definicién: Un algoritmo de ordenacién por comparacion de clave diremos
que es local si por cada comparacion de clave se deshace a lo sumo una inversion.

InsertSort, BubbleSort son algoritmos locales; SelectSort técnicamente no lo

es, pero “moralmente”si.



2.3. COTAS INFERIORES PARA ALGORITMOS LOCALES 37

Como consecuencia de la definicién, si un algoritmo A es local, el nimero
minimo de comparaciones de clave que debera realizar para ordenar una entrada
o seran, al menos, tantas como inversiones tenga o. Es decir

na(o) > inv(o) (2.10)
Como resultado se tiene nuestro primer ejemplo de cota inferior: si un algo-
ritmo A es local se verifica:

Wa(N) > (2.11)

N2 N
2 2

ya que
. N? N
WA(N) > nas([N,N —1,..,2,1]) > inv([N,N = 1,..,2,1]) = - "5

Por tanto InsertSort y BubbleSort son 6ptimos para el caso peor entre los
algoritmos locales.

Para estimar cotas inferiores para el caso medio de algoritmos locales necesi-
tamos la siguiente definicion.

Si 0 € Xy definimos la permutacién traspuesta o' como

o'(i)=0o(N —i+1) (2.12)
Por ejemplo si o = [3,2,1,5,4], entonces o' = [4,5,1,2,3].
La permutacién transpuesta verifica
() =0 (2.13)

ya que

(Ut)t(i)zat(N—?+1):0(N—j+1)ZU(N—(N—Z'—I-l)-I—l):a(i).

El ntimero de inversiones de una permutacién y las de su traspuesta estan
relacionados. Veamos unos ejemplos.
Para N = 5 elegimos

0=(32145) —inv(o) =3,

luego
=(54132) — inv(c) =7.

O_t
Vemos que inv(o) + inv(o’) = 10 = % -2
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Si ahora elegimos

0=(12345) —inv(o) =0,

mientras que

ol=(54321) — inv(c") = 10.
Vemos que también inv(o) + inv(ot) = 10.

En general para toda o € Xy se tiene:

N? N
inv(a) + inv(o') = CHEE) (2.14)

La demostracién es la siguiente: dados dos indices i, 7 (i < j) en o, una y solo
una de las dos afirmaciones siguientes es cierta:

» 0 (7,J) estdn en inversién en o.
» 0 (N—j—1,N—i—1) estdn en inversién en o'.
Supongamos que 4, j no estan en inversioén en o, es decir o(i) < o(j). Entonces

o' (N—j+1)>a"(N—-j+1)

ya que

o'(N—j+1)=0(j) > (i) =" (N —i+1).

Sin embargo, como i < j se tiene que N —¢+1 > N — j + 1. Con lo cual

(N—j—1,N —i—1) estdn en inversién en o’.

Se deja como ejercicio demostrar que si (7, j) estdn en inversion en o entonces
(N—j—1,N —i—1) no estan en inversién en o".
Se puede observar por tanto que

N(N —1)

inv(o) + inv(o') = ntim de parejas{(i,5),1 <i<j < N} = 5

ya que escribiendo np en vez de nimero de parejas se tiene
np{(1,7),1 <i<j <N} = np{(1,j),1 <j<N}+np{(2,j),2<j<N}+...+

np{(N —1,j),N—-1<j <N}
= (N-1D+(N—=-2)+..+2+1.
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Con las observaciones anteriores se puede demostrar que si A es algoritmo
local

Aa(N) >

NTQ +O(N). (2.15)

ya que si A es local se tiene:

A(N) = % S nao) > % inv(o)

oEXN T oexy

Ahora sumamos de namera agrupada el niimero de inversiones en parejas de
una permutacion y su transpuesta, es decir

1 , 1 , . 1 NKN-1
mZznv(a) = N Z zmj(cr)anv(a):ﬁg Z 1

g
ocEXN o,0teX N(}’—l) o,0teX

I NON-1)N! N?* N

Nl 2 2 4 4
y por tanto As(N) > NT2 + O(N). Por tanto se tiene que el método de insercién
es optimo dentro de los algoritmos locales. Sin embargo sigue sin ser un buen
método en general. Hemos visto que cualquier algoritmo local tiene un coste medio

muy elevado y por tanto son algoritmos con un rendimiento muy bajo que hay
que mejorar mediante otro tipo de algoritmos.

2.4. Métodos divide y venceras

La idea de los métodos divide y venceras se basa en aplicar de manera recursiva
los siguientes tres pasos:

1. Partir T en T} y T5.
2. Ordenar 717 y T, de forma recursiva.

3. Combinar T} y T, (ya ordenados) en una ordenacion de 7.

Un pseudocéddigo general de un algoritmo divide y venceras suele tener la
forma:

DyVSort (tabla T)
si dim(T) <= dimMin :
directSort(T); // por un alg local.
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else :
Partir(T,T1,T2);
DyVSort(T1);
DyVSort (T2) ;
Combinar(T1,T2,T);

2.4.1. Mergesort

Una primera opcién seria implementar un Partir sencillo y un Combinar
complicado. Es el caso del algoritmo Mergesort.

status MergeSort(tabla T, ind P, ind U)
si P>U :
devolver ERROR;
si P==
devolver 0OK;
else :
M=(P+U)/2;
MergeSort (T,P,M);
MergeSort (T,M+1,U);
devolver Combinar(T,P,M,U);

El pseudocédigo de Combinar es largo pero también bastante sencillo:

status Combinar(Tabla T,ind P,ind U,ind M)
T’=TablaAux(P,U);
Si T’==NULL : devolver Error;
i=P; j=M+1;k=P;
mientras i<=M && j<=U :
si T[il<T([j] : T’ [k]=T[i];i++;
else : T’ [k]1=T[j];j++;
k++;
si i>M :
mientras j<=U :
T’ [k]I=T[j]; j++; kt+;
else si j>U :
mientras i<=M :
T’ [k]=T[i]; i++; k++;
Copiar(T’,T,P,U);
Free(T’);
devolver 0Ok;
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Mergesort requiere memoria auxiliar y por eso tiene status de retorno debido
a los problemas que puedan aparecer en la reserva de memoria.
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En la siguiente figura se puede ver la evoluciéon de Mergesort sobre la tabla
T=[531462]

/ .
531 462
Partir Partir
‘/ \ ‘/ \
53 1 46 2
Partir Partir
PR Y\
5 3 4 6
NV N Y
Combinar Combinar
35 4 6
\ \
Combinar Combinar
135 246
Combinar
123456

El funcionamiento de Combinar para las subtablas 71 = [13 5] y T2 = [2 4 6]
es el siguiente:

i K
1 2 34 5 6 1 2 345 6
T[135246 T
TII<T[4] L .
ke 1 2 34 5 6 1 2 34 5 6
T[135246 Tl ]
T[3>T[4] P K
J ket 2 345 6 1 23456
T[135246 12 ]
T[2]<T[5] i i K
i+ ke 1 2 3456 1 23456
T[135246 T
T[3>T[5] i J- K
jH+ k++ 1 2 34 5 5 1 2 34 5 6
T|135:246 T 12345
T[3]<T[6]

i++ k++

! 1 JG 2 345
T[1352 4[g T[12345
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Finalmente copiariamos 7" en T' y liberarfamos 7".

2.4.2. Calculo del rendimiento de Mergesort

Al ser recursivo, encontrar la operacion basica de Mergesort es un poco mas
complicado que antes. Antes de proceder al calculo del rendimiento de Mergesort
podemos hacer las siguientes observaciones:

1. Mergesort es un algoritmo que consta de un partir simple que divide una
tabla o en dos mitades o;, 04, dos llamadas recursivas y finalmente una
llamada a la rutina Combinar, por tanto se tiene:

navs(0) = nas(0:) + nas(0a) + Ncompinar (i, 04, 0) (2.16)

2. Lo anterior indica que la operacion basica de Mergesort se encuentra en el
bucle més interno de la rutina Combinar

si T[i]1<T[j]

3. En el caso de Mergesort el tamano de cada una de las subtablas o;, 04 es
facil de calcular

tamaiio(o;) — gw (2.17)
gJ (2.18)

tamano(og) = L

4. El numero de comparaciones de clave que realiza Combinar se puede acotar
inferior y superiormente:

N
\‘5J S nCombinar(Uia 0d, U) S N -1 (219)

La primera desigualdad se da en el caso en el que todos los elementos de
0; son mas pequenos que el primer elemento de o,4. La segunda desigualdad
se da en el caso en el que los elementos de ambas tablas se encuentran
alternados, ganando de forma alterativa las comparaciones un elemento de
cada tabla (por ejemplo, o; = [1 3 5],04 = [2 4 6]).
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5. Por (2.16) y (2.19) se tiene:

e < (V) s (|3]) 51 e

Ademas es obvio que Wy (1) = 0. A la expresién anterior se le denomina
desigualdad recurrente.

2.4.3. Estimacion del crecimiento de soluciones de desigual-
dades recurrentes

La forma general de una desigualdad recurrente es la siguiente:

T(N) < T(Ny)+..+T(Ny)+ f(N), N;<N
T1) = C
(2.21)
donde C' es una constante y f(/N) es una funcién conocida.
En el caso de Mergesort se tiene:
Wis(1) =0 (2.22)

ya que cuando la tabla o tiene un unico elemento no se realiza ninguna compara-
cion de clave.

Como método general, las ecuaciones recurrentes se resuelven frecuentemente
en dos pasos:

1. Se da una estimacion del crecimiento de T' para ciertos valores de IN; gen-
eralmente son valores sencillos que simplifican la recurrencia y facilitan su
resolucion, frecuentemente “desplegando”la recurrencia.

2. Se verifica la estimacién anterior para cualquier valor de N mediante in-
duccion.

En el caso de Mergesort se tiene:

Was(V) < Was (| 5] )+ was (| 5] ) + -1

Vemos que serfa conveniente poder eliminar los suelos y los techos [] v |].
Para ello vamos a estimar primero la funciéon Wj,g(N) para un caso particular.
Si tomamos


Usuario
Resaltado
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N =2* (2.23)

podemos quitar los techos y los suelos y por tanto la ecuacién recurrente (2.20)
se convierte en la mas sencilla desigualdad

Wis(N) < 2Wys (g) +N -1 (2.24)

Ahora podemos desplegar la recurrencia. Por (2.24) se tiene que

N N N
Wus [ =) <2Wus [ =) + = -1
MS(Z)_ Ms(22)+2

y sustituyendo en (2.24) se tiene:

N N N
Wus(N) < N—1+2(2WMS(§)+§—1>:2N—1_2+22WM5‘(¥)
N N
2
< ON-1-242 <§—1+2WMS(§)>
<

N
< KN —(14+2+224+ 23+ 42N 4 2"y (?)

Por (2.23) se tiene que Wiss (5) = Wis(1) = 0 y por tanto:

k-1
Wis(N) <EN =) 2 =kN — (28 =1) = Nlog N = N + 1,
1=0
esto es,
Wis(N) = Nlog N + O(N) (2.25)

Para la demostracién del caso general aplicamos induccion:
Para N =1 se tiene

W(1)=0<1logl+O(1)

Para el caso general tenemos:


Usuario
Resaltado

Usuario
Resaltado
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s ([5]) s |

=
@
2
IN

por induccién

N N N N N
< Nt (24 15 ) 1og | = ) I (e
A e (R b R (AR
log| N/2]<log[N/2]

-
- N =1+ Nlog |5 | +O(N)

[N ] N N
= N —1+ Nlog 5} +O(N)+log5—log§

N
N—l—i—NlogN—N—i—Nlog@%—O(N)

2

N+l
Nlog+Nlog —— + O(N)
2

I\N
= Nlog N + log (1 + N) +O(N)

[\ J/

~e—0(1)
= Nlog N + O(N)

Es decir, Mergesort tiene un peor coste (N log N) muy bueno en el sentido de
que el aumento es mucho menor que en los algoritmos donde el caso peor crecia
como N?/2.

Para el caso mejor de Mergesort Bys(N) volvemos a usar la identidad (2.16)
y la acotacién (2.19) con lo que se obtiene:

s () o (3) 3] o

Bus(1) =0 (2.27)

y ademas

Con lo que volvemos a obtener una ecuacion recurrente. Al igual que en el
caso peor tomamos primero un caso sencillo para N, N = 2* con lo que se tiene:

Buys(N) > 2Bys (g) + g (2.28)

|
. v el e ()3l o 1
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Si desplegamos la recurrencia obtenemos

N N N N N
> — > _
Bus(N) > 2BMS(2>+ 525 +2(ZBMS (22)+22)

N N N
= —+_-+2°B —) > ..
5 + 5 + 2°bus (22) 2

=

N

) = —log N

N
> k— +2*B
= 5 + MS < 5

2k
_ ok _ NY _ _
vaque N =2¥ =k =log N y Bys (%) = Bus(1) = 0.

Por tanto, si N = 2* tenemos:

N
Buys(N) > 0

log N (2.29)

y en general

Buys(N) = glog]\f + O(N). (2.30)

El anélisis preciso del coste medio es complicado pero por (1.40), (2.25) y
(2.29) se tiene que:

N
510gN < Bus(N) < Aus(N) < Wiys(N) < Nlog N + O(N)

por lo que Aps(N) = O(NlogN).
Mergesort tiene un caso medio muy bueno; sin embargo tiene algunos costes
ocultos que perjudican su rendimiento:

» Necesita memoria auxiliar.

= Es recursivo. Esto es, tiene costes ocultos de gestién de la recursion que no
estamos teniendo en cuenta pero que pesan mucho en el coste efectivo de
ejecucion.

2.4.4. Quicksort

Otra opcién distinta a la que toma Mergesort es hacer una rutina Partir
complicada y una rutina Combinar mas simple. Este es el caso del algoritmo
Quicksort.

En Quicksort la rutina Partir elige una posiciéon M de la tabla T' de tal forma
que el valor T'[M] (pivote) esté aproximadamente en el medio de la tabla, luego
divide la tabla T" en dos subtablas no ordenadas T}, T, tales que:
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Lilj] < TM] P<j<M
Talj] > TIM] M<j<U

Después de una llamada a Partir la tabla 1" contiene los elementos colocados
de la siguiente forma:

T; T[M] Ty
—_—— ——
elementos <T[M) elementos >T[M]

donde las subtablas T; y T, no estan ordenadas.
El pseudocddigo de Quicksort es el siguiente

status QS(tabla T, ind P, ind U)
si P>U :
devolver ERROR;
si P==
devolver 0K;
else :
M=Partir(T,P,U);
si P<M-1 :
QS(T,P,M-1);
si M+1 < U :
QS(T,M+1,U);
devolver 0K;

Se observa que tras las dos llamadas recursivas las subtablas izquierda y
dereecha ya estdn ordenadas por lo que no hace falta combinarlas. Vemos ahora
el pseudocddigo de la rutina Partir:

ind Partir(tabla T, ind P, ind U)
M=Medio(T,P,U);
k=T [M];
swap (T[P],T[M]);
M=P;
para i de P+1 a U :
si T[il<k :
M++;
swap(T[1],T[M]);
swap (T[P],T[M]);
devolver M;
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ol

N N N N N |o

M=1,k=4
swap(T[1],T[1])

T[2]>k

w||wle,
(el N

T[3]<k, M=2
swap(T[2],T[3])

e U1 01 ml\)
R+~

T[4]<k, M=3
swap(T[3],T[4])

v (U1 QD A

-5 T[5]>k

T[6]<k, M=4

=6 swap(T[4],T[6])

N Lon| | o] [

swap(T[1],T[4])

Il
AR [P]P]-

WI[W) W] ]|W]]|W

R ~] ]~
o|llo||lo|\|lo||o||o||of|o

H
ol ()] N

devolver 4

N

|
|

En la figura 2.4.4 se puede ver la evolucién de Partir sobre la tabla T' =
45316 2].

Se observa que no hay posibilidad de errores en Partir ni errores internos
en Quicksort. Si existe la posibilidad que Quicksort reciba argumentos erréneos.
Quicksort es un método in-place que no necesita memoria auxiliar.

La funcion Medio devuelve la posicién del pivote. Hay muchas formas de
implementar medio; las mas habituales son:

1. Devolver P (es la que usaremos a lo largo de este curso).
2. Devolver U.

3. Devolver M = VD;F—UJ

4. Devolver el valor que este en el medio de T'[P|,T[M], T[U].

No es conveniente que en Medio haya un nimero de comparaciones de clave
que dependa de N ya que estas comparaciones de clave afectarian al rendimiento
de Quicksort.
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2.4.5. Rendimiento de Quicksort

La operacién basica de Quicksort es la comparacion de claves que se encuentra
en Partir

si T[il<k

El nimero de comparaciones de clave que realiza Partir s6lo depende del
tamano de la entrada,

npam-r(o) =N-1 Vo e EN (231)

Por tanto podemos establecer la siguiente recurrencia para el nimero de op-
eraciones basicas que realiza Quicksort

nQs(0) = npartir(0) + ngs(oi) + ngs(oa)
= N-1 + nQS(Ji) + nQS(ad) (232)

Vamos a ver algunos casos particulares: Empezamos calculando ngs([1,2, 3, ..., N]).

La primera llamada a Partir divide la tabla ¢ = [1,2,3,..., N] en dos sub-
tablas, 0, =y 04 = [2,3, ..., N| necesitando para ello N — 1 comparaciones de
clave. Ademads no hay recursion en o; y sélo en o4. La siguiente llamada a Partir
divide la tabla o = [2, ..., N| en dos subtablas, o; = y 04 = [3, ..., N] necesitando
para ello N — 2 comparaciones de clave.

Asi iterariamos sobre tablas un elemento mas pequeno cada vez. El proceso
se puede ver en la siguiente figura:

[1,2,3,....., N]
Parti——— N-1 cdc

%) 23,....N]
artir— N-2 cdc

P
<O\
%) [3,....., N]
Pa\rtir
%] \‘n
[N-1,N]
Parti—— 1 cdc
.

1% [N]

Por tanto

2

nos([1,2,3, ., N))=(N—=1)+ (N =2)+ ... +2+1= NT - g (2.33)
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Por tanto, con esta eleccion del pivote, Quicksort da un rendimiento muy malo

para una tabla o ordenada. Una situacién similar a la anterior se produce con la
tablaoc =[N N—1..321].

2.4.6. Caso peor de Quicksort*
Sea o € Yy. Supongamos que o(1) = i, entonces:
1. o; € Zifl

ii. o4 € Y y_; En realidad o4 no es una permutacién de N — ¢ elementos ya
que no contiene estrictamente nimeros del 1 al N —i (04(j) —i si lo es); sin
embargo si que se comporta como una permutacion de N — ¢ elementos en
cuanto al nimero de comparaciones de clave que Partir va a realizar sobre
esta tabla.

Por (2.32) tenemos:

nQS(a) =N-—-1+ nQS(ai) + an(O'd)

y entonces
an(O') S N — 1+WQS(’i— 1)+WQ3<N—i)
< N-—-1+ lrgé}]cv{WQS(z’ — 1)+ Wos(N —1i)} (2.34)

Por lo tanto, se llega a la desigualdad recurrente para N

WQ5<N) < N-1+ 12125,%}](\[{1/[/@5(2 — 1) + WQg(N - Z)} (235)
Was(1) = 0 (2.36)

Hemos visto que

N? N N? N

con lo cual, asumiendo que Quicksort no va a ser peor que los algoritmos locales
que hemos visto, es razonable suponer que Wyg(N) = NTQ — % Vamos demostrar
por induccion que la anterior suposicién es cierta.

Por tanto suponemos que VN’ < N se verifica Wog(N')

esto a (2.35) se tiene:

12 ! .
= NT — NT Aplicando
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C((i—1? -1 (N—i)?® N—i
< _ _ _
Wos(N) < N =1+ @%{ 2 > T >

2 1 ¢ 1 N? 2 N
- méx{N—l—i—Z——i+——1+—+——Ni+l——5+£}

1<i<N 2 2 2 2 2 2 2
N? N
= méx {———+N—|—z’2—i—Nz'}
1<i<N | 2 2
N? N
= ———+ mix{(i —1)(N —1)}
2 2 1<iSN e N———
>0 <0
<0
N2 N
<
- 2 2
Por tanto se tiene:
N? N
Waos(N) < — =& (2.38)
que junto a (2.37) nos permite afirmar:
N? N
Waos(N) = > "3 (2.39)

2.4.7. Caso medio de Quicksort
De nuevo vamos a aplicar el resultado obtenido en (2.33)

an(O') =N-1+ nQS(ai) + an(O'd)
con g; € ¥;_1,04 € Xn_;. Vamos a simplificar la expresién anterior suponiendo
que ngs(o;) ~ Ags(i — 1) y ngs(o4) ~ Ags(N — i) con lo que se tiene
AQS<N) =N-1+ AQS(i — 1) + AQs(N — ’i),

que todavia depende del valor de i. Para eliminarlo, suponemos equiprobabili-
dad en i y llegamos a

Ags(N) = N = 1+ = Y ~{qs(i — 1) + Aqs(N — )}

junto con

Ags(1) =0 (2.40)



2.4. METODOS DIVIDE Y VENCERAS 23

En este caso tenemos que resolver una igualdad recurrente algo mas compli-
cada, con lo cual, vamos a intentar simplificarla. Si desarrollamos el sumatorio en
1 vemos que cada término se repite dos veces, por tanto:

Ags(N) = N—1+ % D {Aqs(i—1) + Ags(N — i)}

=1
= —1+—ZAQS

La division por N complica las operaciones, por lo que multiplicamos ambos
términos por N y se tiene:

N-1

NAgs(N)=N(N —1)+2)  Ags(i)

El sumatorio también complica las operaciones, pero es facil de quitar, pues susti-
tuyendo N por N — 1 se tiene

N-2
(N = 1)Ags(N — 1) = (N = 1)(N =2) + 2> Ags(i),
i=1
cuyo sumatorio tiene los mismos términos que el anterior menos el correspondiente
a N — 1. Estos términos repetidos se eliminan restando término a término estas
dos tiltimas expresiones y viendo que S0 " Ags (i) — SN2 Ags(i) = Ags(N —1)
obtenemos

NAgs(N) — (N —1)Ags(N — 1) =2(N — 1) +2A5s(N — 1)
= NAgs(N) =2(N —1) + (N + 1)Ags(N — 1)
NAgs(N) _ 2(N—-1)  (N+1)Ags(N —1)
N(N+1) N(N+1) N(N +1)
Ags(N) _ 2(N—1) _ Ags(N 1)
N+1 NN+ N

Por tanto, si definimos la funcion

Ags(N)

BN =

(2.41)

se tiene B(1) = AQ; W — 0y la dltima identidad se puede escribir:
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Se trata de una recurrencia mucho maés sencilla que se resuelve desplegando ahora
B(N) y obtenemos:

2N -1) C2(N—1)  2(N-2) B
BV = vy PPV D= e T ooy AN TR
20N —1)  2(N—2) 2(N — 3)
B N(N+1)+(N—1)N (N—2)(N—1)+'”+£(,1.2
S < S B < S £ ok O
ZU+HI+2) m U+ +2)
N-1 1 N-1 1
= 2 j:1m —2jlm:2log]\f—l—0(l)
Hy+0(1)~log N+O(1) h o() ’
Por tanto
B(N) = I%VL_’(_]\{) =2log N + O(1),

y ahora deshacemos el cambio de funcion llegando a

AQs(N> = (N—i— 1)(210gN + 0(1)) = AQs(N> =2Nlog N + O(N)

Por tanto Quicksort tiene un caso medio muy bueno y ademés no requiere
memoria adicional; sin embargo tiene dos inconvenientes

1. Su caso peor es malo.

2. Es recursivo.

Vemos cémo eliminar ambos.
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AN KT AN

Arbol binario Arbol binario Arbol binario
completo (heap) quasicompleto (heap) (no heap)

Figura 2.1: ABs que son (o no).

2.4.8. Heapsort

Definimos un heap como un arbol binario completo o quasi-completo. En la
figura 2.1 se pueden ver dos ejemplos de heaps y un ejemplo de un arbol que no
es heap. Una propiedad de los heaps es que se almacenan muy bien en una tabla
recorriéndolos de arriba a abajo y de izquierda a derecha.

Un Max-Heap es un heap tal que para todo subarbol 7" de T se verifica

info(T') > info(T';),info(T"y) (2.42)

Es decir, el valor de cada nodo del arbol es mayor que el valor de cualquiera
de los nodos que hay por debajo de él.
Un ejemplo de Max-Heap es el de la figura 2.2

/7\

6 5
/ N\ /' \
4 3 2 1

Figura 2.2: Ejemplo de Max—Heap.
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Un Max-Heap tiene la propiedad de que es facilmente ordenable. Para ordenar
un Max-Heap se siguen los siguientes pasos:

Paso 1. Se intercambian el nodo raiz con el dltimo nodo del arbol (el situado abajo
a la derecha) y se extrae este nodo del arbol.

Paso 2. Se mantiene la condicién de Heap del nuevo nodo raiz, comparandolo con
sus dos hijos e intercambiandolo con el mayor de ellos. Si el nodo ya es
mayor que los dos hijos, el d&rbol es un Max-Heap; si no, se intercambia con
el mayor de los hijos y se repite la operacién hasta que el nodo no tenga o
sea mayor que sus hijos.

Paso 3. Si quedan nodos en el arbol ir al Paso 1.

En el dibujo inferior se puede ver el proceso de ordenacién del Heap T =
[7654321].

K ZEN N N
/ 6{ / ‘E\ 6 5 ————— /5\ /4 X/E\
2 1

‘ A |
4 3 4 3 27 43 27 @3 27

25 //5?:2? 777777 30 Q/ A

4 v A A
1367 1367 15 67 15 67

Los elementos que estan bajo la linea discontinua no se considera que estan en
el arbol a efectos de desarrollo del método de ordenacion de un Max-Heap. El ele-
mento dentro en un circulo es el que se compara (y si es necesario se intercambia)
con sus hijos con el fin de mantener la condicion de Max-Heap.

Como se ha dicho, una ventaja de los Heaps es que se pueden representar de
forma facil en una tabla, simplemente recorriendo el arbol de arriba a abajo y de
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0
.
16/\52—>7654321

3/\4 5/\6
4 3 2 1

izquierda a derecha. En el siguiente dibujo se puede ver como se puede representar
el Max-Heap anterior en una tabla.

A la vista del dibujo anterior, dado el indice de un nodo es facil saber cual es
la posicién en la tabla en la que se encuentra el padre o cada uno de sus hijos.

Padre | Hijo Izq | Hijo Der. Hijo Padre
j_ | 2+1 ] 2542 J [ LG=1)/2]

El intercambio de dos elementos del arbol se puede realizar mediante un swap
de elementos de la tabla como se puede ver en el siguiente ejemplo:

0 716|543 |21

5 - swap(T[0],T[6])
3/\45/\6 0O 1 2 3 4 5 6
4 3 2 1

1|6 |54 |3 (2|7

No cualquier Heap (tabla desordenada) corresponde a un Max-Heap, por tan-
to, antes de poder ordenar tabla por el método anterior serd necesario convertir
el Heap en un Max-Heap. Para ello basta con ir manteniendo desde el pentlti-
mo nivel del heap la condicion de Heap para cada nodo del arbol de izquierda a
derecha y de abajo arriba. El proceso se puede ver en el siguiente dibujo.

Ahora podemos dar el siguiente pseudocodigo para Mergesort:

HeapSort(tabla T, int N)
CrearHeap(T,N);
OrdenarHeap(T,N) ;

CrearHeap(tabla T, int N)
si N<2:
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A N Je!

2 7 5 7
/N % /\ \

4 5 6 7 4 5 6 3 4 2 6 3
012 3 456 012 3 456 012 3 456
112(3|4|5|6|7 112|7|4|5(6|3 1/5/7|4|2|6|3

swap(T[2],T[7]) swap(T[1],T[4]) swap(T[0],T[2])

7
s PN
/5\ 5 6
/ /N a es un hea
4 2|6 3 42 13 7 P

012 3 456 012 3 456

715/11(4(2/6|3 7/5/6(412|1|3

swap(T[2],T[6])
return;

para i de (N-2)/2 a 0 :
heapify(T,N,i);

OrdenarHeap(tabla T, int N)
para i de N-1 a 1 :
swap(T[0],T[i]);
heapify(T,N,0);

heapify(tabla T,int N,ind i)
mientras ( 2xi+1 <= N)
ind=max(T,N,i,izq(i) ,der(i));

si (ind != 1)
swap(A[i],A[ind]) ;
i = ind;

else :
return;

Aqui la funcién max(T,N,i,izq(i) ,der(i)) devuelve el indice del elemento
de la tabla T' que contiene el valor mayor entre i, izq(i), der(i). Observamos que
Heapsort es no recursivo y no necesita memoria auxiliar.
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2.4.9. Rendimiento de Heapsort

En Heapsort la operacién béasica es la comparacién de clave dentro de Heapi-
fy. Ademas se tiene:

nHS(T> - nCrearHeap(T> + nOrdenarHeap(T) (243)

Vamos a calcular nerearmeap(1). Observamos que para cada nodo del arbol, la
rutina CrearHeap realiza como méximo prof(T') comparaciones de clave, donde
prof(T) es la profundidad del &rbol T, ya que por cada comparacién de clave que
realiza un nodo pueden ocurrir dos cosas:

i. o bien el nodo es mayor que sus hijos (o no tiene hijos) con lo cual el nodo
se queda donde estd y se pasa al nodo siguiente,

ii. o bien el nodo es menor que uno de sus hijos y por tanto desciende un nivel,
lo cual solo puede ocurrir si el nodo tiene hijos, y por tanto no ha llegado
a la maxima profundidad del arbol 7.

Como T es un arbol quasi-completo con N nodos se tiene prof(T) = [log N |
y por tanto, dado que 7' tiene N nodos:

nCTearHeap(T> S NUOg NJ (244)

Por un argumento anélogo al empleado para nerearmeap(1’) podemos deducir
que:

nOrdenarHeap(T) S NUOg NJ (245)
Por tanto, usando (2.45), (2.46) y (2.47) se tiene, si T es un Heap de tamano
N.
ngs(T) < N|log N| + N|log N| = O(N log N) (2.46)
y por tanto:
Wes(N) = O(N log N) (2.47)

Es facil ver ademds usando la tabla adecuada (T'=1[12 3 ... N — 1 NJ]) que:

Wis(N) = O(Nlog N) (2.48)

Es decir, HeapSort es un algoritmo no-recursivo, que no necesita memoria
auxiliar y cuyo caso peor es ©(N log N). A modo de resumen podemos escribir
la siguiente tabla:
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60
Algoritmo A(N) W(N) Observaciones
Algoritmos Deshacen a lo sumo
locales NTQ + O(N) NTQ + O(N) una inversién
(BS,IS,SS) por cada cdc
ShellSort | N* + O(N) N* + O(N) 1<k<2
Recursivo,
MergeSort | ©(Nlog N) | Nlog N + O(N) Memoria
Auxiliar
Recursivo,
QuickSort | ©(N log N) N; + O(N) Sin memoria
Auxiliar
No Recursivo,
MergeSort | ©(N log N) O(NlogN) Sin memoria
Auxiliar
Limite O(N) O(N) ;alcanzable?
2.5. Cotas inferiores para algoritmos de orde-

naciéon por comparacion de claves

De momento no hemos encontrado ningiin algoritmo que mejore la cota infe-
rior ©(N log N). Vamos a ver si O(N log N) es realmente una cota inferior para
todos los algoritmos ordenacién por comparacién de claves o si, por contra, esa
cota se puede mejorar.

Arboles de decision para algoritmos de ordenacién
por comparacion de claves

2.5.1.

Si A es un algoritmo de ordenacién por comparacion de claves y N es un
tamafo de tabla, se puede construir su d&rbol de decisién de tamano N, T¥
para o € Xy como un arbol binario que cumple las siguientes condiciones:

1. Contiene nodos de la forma i:j (i < j) que indica la comparacién de clave
entre los elementos inicialmente en las posiciones 7 y j.

2. El subdrbol izquierdo del nodo i:j en Ty contiene las posibles comparaciones
de clave que realiza el algoritmo A si T'[i] < T'[j].

3. El subérbol derecho del nodo i:j en T contiene las posibles comparaciones
de clave que realiza el algoritmo A si T[] > T'[j].
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4. A cada o € Xy le corresponde una tinica hoja H, en T y los nodos entre
la raiz y la hoja H, son las comparaciones de clave que realiza el algoritmo
A al recibir la permutacion o y ordenarla.

En el siguiente dibujo se puede ver el arbol de decisién de InsertSort para
N = 3.

@@C;)/ \@@@
7N N
OO© @@@ @OWE @@@
7N AN
QG 6@ BLW GO

13 2 231 31 2 32 1

A raiz de la definicién anterior podemos establecer algunas propiedades de los
arboles de decision

1. El ntimero de hojas en T4 es N! = |Sy|.

2. Para una permutacién o € Xy se tiene n4(o) = nimero de comparaciones
de clave = profundidad de la hoja H, en T%', y por tanto:

na(o) = profrx(Ho) (2.49)
3. Wa(N) = méxsesy na(0) = maxyesy profry (Ho ).

Es decir, estamos cambiando el calculo de una cantidad algoritmica por una
cantidad topoldgica.
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2.5.2. Cotas inferiores para el caso peor

Vamos a estimar cual es la profundidad minima que tiene un arbol binario
de H hojas y como podemos, a partir de esta cantidad, estimar una cota inferior

para el caso peor.
En la tabla siguiente podemos ver cual es la profundidad menor que puede

tener un arbol binario de H hojas.

N° de hojas | ABMinimo(H) Prof.
H Minima
1 0

1

-
3 /(\ 2
)

Es decir, parece que:

Prof minima AB con H hojas = [log H], (2.50)
con lo cual se tiene para el caso peor:
W4(N) = mgx profrx(Hg) > prof. min. de un drbol binario con N! hojas
oELN

= [log N!]

Por (1.30) sabemos que [log N!| = ©(Nlog N) y por tanto podemos decir
que si A es un algoritmo de ordenacién por comparacién de clave
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Wi(N) = Q(Nlog N) (2.51)

Es decir, no se puede construir un algoritmo de ordenacién por comparacién
de claves cuyo tiempo peor sea mejor que (/N log N). Por tanto dado un algoritmo
de la familia

¢ = {A : algoritmos de ordenacién por comparacién de clave}

su rendimiento nunca va a ser mejor que el de HeapSort o MergeSort. Es decir,
HeapSort y MergeSort son éptimos en el caso peor.

2.5.3. Cotas inferiores para el caso medio

Sea A € £ = {A : algoritmos de ordenacién por comparacién de clave }. Por
(1.39) se tiene:

Au(N) = % > nalo) = % > profex(H)

T oexy HeTY
= profundidad media de T iv > Pyrmin(N!)

y por tanto:

donde Ppspin(k) es la minima profundidad media de un &rbol binario de k hojas.

Pprrmin (k) = min{profundidad media (7") : Tarbol binario de k hojas} (2.53)

Observamos que de nuevo hemos pasado de una cantidad algoritmica a una
cantidad topoldgica.

Definimos ahora la longitud de caminos externos de un arbol binario T’
como:

LCE(T)= Y profr(H) (2.54)

HhojadeT

En la figura 2.3 se puede ver el calculo de la LC'E para un cierto arbol T
Con esta definicion se tiene:

AA(N) > %LCEmm(N!) (2.55)
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Figura 2.3: Célculo de la LCE.

donde

LCE,in(k) = min{ LCE(T), T rmtiene k hojas} (2.56)

Al igual que hicimos para la cota inferior del caso peor, vamos a calcular
LCE,,;»(k) para algunos valores de k con el fin de obtener una idea de cémo
puede comportarse esta cantidad. En la tabla 2.4 siguiente podemos ver cual es
el LC'E,,;, que puede tener un arbol binario de k hojas.

k T Optimo LCE, . (K)

1 ‘ 0

2 AN 2(1+1)

3 /<\ 5(2+2+1)

4 /<>\ 8(2+2+2+2)

5 /{Q\ 12(3+3+2+2+2)

Figura 2.4: Posibles valores de LCE minimas.

Vamos a demostrar que:

LCE (k) = klog k] + k — 2Mos¥] (2.57)
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Observamos que las hojas de estos arboles minimos solamente estan a pro-
fundidad p o profundidad p — 1: de estar a profundidad mayor es claro que no
darfan lugar a LCEs 6ptimas. Observamos también que estos arboles tienen siem-
pre un numero par de hojas a profundidad p, pues de haber una hoja“suelta.?
profundidad p, se la puede subir a profundidad p — 1 reduciéndose la LCE.

Sea A el nimero de hojas de T" a profundidad p y B el nimero de hojas a
profundidad p — 1. En el dibujo 2.5.3 se puede ver el significado de los valores A
y B.

szi /X /\ . /\ /\ ...‘VT oo o

B hojas

A hojas

Se tiene:
A+B=k (2.58)
y ademas

A
o) + B = Numero de hojas a profundidad p — 1

Un arbol completo de profundidad p tiene 2P hojas, por tanto:

A
§+B=2p‘1¢A+ZB=2p (2.59)

Por otro lado si restamos (2.60) y (2.61) se tiene

A+2B=2r
— A+ B=k
0+B =2 —k

Considerando que p = [log k| tenemos
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B = 2kl _
Como hay A hojas a profundidad p y B no hojas a profundidad p—1 se tiene:

LCEpin(k) = Ap+ B(p—1) = (A+ B)p— B = kp — B = k[log k] — 2M°e*1 1

segun queriamos demostrar.
Por tanto, tenemos:

1 1
AAN) 2 S LCEpin(NY) = < (N![log N1 — oflee N1 L N1)
. flogN!:\
= [logN!|+1+ i =Q(NlogN)
ya que
2|'10gN!'\ 2logN!+1 QQlogN! 2N
N! N! N! N!
por tanto se tiene:
Aa(N)=Q(NlogN). (2.60)

Por tanto, Mergesort, Quicksort y Heapsort son éptimos en £ para el caso
medio.

2.5.4. Radixsort *

Hemos visto que mediante comparacién de claves no es posible tener un algo-
ritmo tal que A4(N) = O(N). Sin embargo podria existir otro tipo de operacién
bésica que si permita ordenar en tiempo O(N). Vamos a explorar la idea de
comparar trozos de claves en lugar de comparar claves completas.

Con esta idea dada una tabla T a ordenar, cada elemento T'[i], i = 1,..., N
serd una cadena de longitud fija k de simbolos de un alfabeto >, es decir:

T[Z] = [dl,dg, ,dk] COIldj ex 1 <3< k

El pseudocddigo general de Radixsort es el siguiente:

RadixSort(tabla T, ind P, ind U, int k,int M)
para j de 1 a M : // Bucle 1
InicializarQ(Qj);
Inicializar(Q);
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para i de P a U : // Bucle 2
addQ(T[i],Q);
para j de k a 1 : // Bucle 3
mientras Q no vacia : // Bucle 4
extQ(t,Q);
y=pos (t,k) ;
addQ(t,Qy) ;
para j de 1 a M : // Bucle 5
mientras Qj no vacia : // Bucle 6
extQ(t,Qj);
addQ(t,Q);
para i de P a U : // Bucle 7

extQ([1],Q]);

Como se ve, Radixsort necesita crear || colas auxiliares. El algoritmo realiza
exactamente k iteraciones; en cada iteracién consideramos un simbolo de las claves
Ti] de derecha a izquierda.

La funcién pos(t,k) devuelve el indice del elemento t el en alfabeto X. Por
ejemplo si ¥ = {0,1,2} y t = (1201), pos(t, 3), devolveria 1, ya que el tercer
caracter de t es un 0, que ocupa la primera posicion en el alfabeto.

Ejemplo Consideramos la tabla

T =[1021 2100 0121 2121 1212 2111}, ¥ = {0,1,2}.

En cada iteracion extraemos los elementos de arriba a abajo y de izquierda a
derecha y los ubicamos en la correspondiente cola.
Iteracién 1.

@1 | 2100
()2 | 1021 0121 2121 2111
Qs | 1212
Tteracién 2.
Q1 | 2100

Q, | 2111 1212
0 | 1021 0121 2121

Iteracion 3.
Iteracion 4.
Ahora extraemos los elementos 7' = [0121 1021 1212 2100 2111 2121] y la

tabla queda ordenada.
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Q. | 1021
Q, | 2100 2111 0121 2121
Q5 | 1212

Q, | 0121

@, | 1021 1212
Qs | 2100 2111 2121

No es facil decidir cual es la operacién basica de Radixsort. Podria consid-
erarse, por ejemplo, algin tipo de comparacion de digitos dentro de la rutina
pos(t,k). Sin embargo ya vamos viendo que no es estrictamente necesario deter-
minar cual es la operacion bésica, pues el rendimiento de un algoritmo lo va a
determinar la profundidad de los bucles anidados y la longitud de estos bucles.
Lo que vamos a hacer es un analisis de los bucles del algoritmo. Denominaremos
n; al coste del bucle i. Suponemos que M = |¥| y k = longitud de cada clave Ti].
Consideraremos también que la inicializacién de colas tiene un coste constante,
al igual que anadir o eliminar un elemento de una cola.

Bucle 1: ny = M - C(inicializar Q) = O(M)

4

v~

o(1)

Bucle 2 y Bucle 7: ng = ny = N - C(afiadir Q) = O(N)
—_————
(1)

Bucle 4: ny = ©(N)

Bucle 5: ny = O(N). El bucle 6 va repartiendo los N elementos en las colas

Q-
Bucle 3: n3 = k- O(N) = O(kN)

Juntando el coste de todos los bucles se tiene que el coste total es O(M + Nk).
Es razonable esperar que N >> k, M, con lo que tenemos

nrs(T, P,U,k, M) =0O(kN) = ©(N) si k es constante

El problema de la férmula anterior es que N = U — P + 1 y k pueden no ser
independientes. Por ejemplo si ¥ = {0,1,2,...,9}, M = 10 y k = 4 tenemos que el
maximo numero de elementos distintos es N = M* = 10000. Es decir log N < k si
queremos que todos los elementos de T sean distintos. Pero si & > log N entonces

nRs(T) = @(kN) < NlOg N,
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con lo que ya no tenemos un coste lineal, y de hecho es un poco peor que Heapsort.

Es decir, Radixsort serda mejor que Heapsort, Quicksort o Mergesor solamente
si T tiene muchos elementos repetidos, de tal forma que k£ < log N, es decir
MF < N.
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Capitulo 3

Métodos de busqueda

3.1. Caso medio de la bisqueda binaria

En el capitulo 1 ya vimos algunos algoritmos de ordenacién y obtuvimos
algunos resultados previos, por ejemplo:

= Bisqueda lineal

e Wgrin(IN) = N con la comparacién de claves como operacién bésica.

o A% (N) = > npun(Ti]) -prob(k == T[i]) que generalmente se re-
—_———

)

duce a estimar un cociente ~ g_];

» Bisqueda binaria

o Wgpin(N) = [log N] =log N +O(1) = AL, (N) donde AL (N)
es el coste de las busquedas fallidas en tablas de tamano N pues en
ese caso siempre se hace el nimero méximo [log N de iteraciones.

Nos faltarfa calcular A%y, (IV). Para ello consideremos a modo de ejemplo el
caso particular N = 7, esto es, la tabla "= [1 23 4 5 6 7|. Se tiene entonces,
suponiendo equiprobabilidad:

7
1 _ 1
Appin(T) = 7 ZnBBi"(Z) - 7 (\1,./+\2,/+\2,./+\3,/+\3,./+\3,/+£/
] 6

4 2 1 3 5 7

3
(1-2°+2-21+3-22)=%Z¢2i—1 con 7=2"—1

=1

(142-243-4) =

~|

71

)
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En general, si N = 2¥ — 1 se tiene

k
1 A 1
A%, (N) = — 2l — — (k2F —9F 41
Ban( ) NZ;Z N(k + )

ya que

1=

ka*tt — (K + 1)2% + 1

N N

- d - d (Nt — 2
§ - oi—1 E:z —
izlm B dx<,1x> dx( x—1 )

(z —1)
RPN —(B+1)28+1
para—x:2 (2 — 1)2

= 2k2F —k2F —oF 41 =Kok —92F 11

Si N = 2% — 1 entonces k ~ log N con lo que se obtiene:

1

1
N(log N2le N _ 9l Ny 1) —]og N —1+4 —

1
Agpin(N) = N(k'?k —2F 4 1) ~ N

y por tanto:

AGgin(N) =log N+ O(1) (3.1)

que también vale para un N general.
Hasta ahora hemos obtenido las siguientes cotas para algoritmos por com-
paracién de clave:

Ordenacién | Bisqueda

Locales (malos) N? N

Otros (buenos) | Nlog N log N
Cota inferior Nlog N | jlog N7?

3.2. Cotas inferiores para algoritmos de busque-
da mediante comparaciéon de clave

Viendo la tabla anterior parece razonable pensar que la cota inferior de los
algoritmos de busqueda mediante comparacion de clave deberia ser log N. Al
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igual que hicimos en la seccién 2.5, vamos a emplear arboles de decisiéon para
deducir este resultado.

Sea B = { Familia de algoritmos de bisqueda por comparacién de clave }

Si A € B su arbol de decisién T cumple que:

1.

Contiene nodos de la forma i que indica la comparacion de clave entre el
elemento i-ésimo de la tabla y la clave k.

Si k coincide con el elemento i-ésimo (7T'[i] == k) entonces la busqueda de
la clave k termina en el nodo 1.

El subérbol izquierdo del nodo i en T contiene el trabajo subsiguiente en
comparaciones de clave que realiza el algoritmo A si k < T'i].

El subdrbol derecho del nodo i en T contiene el trabajo subsiguiente que
realiza el algoritmo A si k > T'i].

Las hojas H, en T recogen la evolucién de las biisquedas fallidas.

En el siguiente dibujo se pueden ver los arboles de decision de la buisqueda
binaria en una tabla de tamano N = 5, la buisqueda lineal en una tabla ordenada
de tamano N = 3 y la busqueda lineal en una tabla de tamano N =3

3 (D
Lo @/ \ TBford :/ =\>
/ \> / \> Tabla ordenada / \>
/ \ 4 \ 4 \

T;L / \

Tabla no ordenada / \ / \

/\ /\ /\/\
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Observamos que T4 es un &rbol binario con al menos N nodos internos.
Dado que

WA<N) Z profmin(N)

donde prof,in(N) es la profundidad minima de un &rbol binario con al menos N
nodos, vamos a estimar esta cantidad.

Al igual que en el caso de los arboles de decision para los algoritmos de
ordenacion vamos a ver como son estos arboles binarios con N nodos internos
con la menor profundidad posible.

N T Prof . (N)
Ve 1

2 /' 2

3 /} 2

‘ AN 3

7 3

Se puede ver que prof,n(N) = [log N|+ 1.y por tanto:

Wa(N) > profmin(N) = [log N| +1= W4(N)=Q(N) YVAe B (3.2)
De forma anéloga se puede ver también que

Aa(N) = Q(log N) (3.3)

y por tanto la busqueda binaria es 6ptima en B para el caso peor y medio.
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3.3. Tipo abstracto de datos diccionario

En la practica Buscar no es una operacion que se efectiie aislada sino que suele
ir acompanada de la insercién de los datos en la estructura de buisqueda (tras una
busqueda fallida) y de su eventual borrado (tras una bisqueda con éxito). Esto
lleva al concepto de diccionario como un conjunto ordenado de datos junto con
las siguientes primitivas:

1. pos Buscar(clave k, dicc D)

Devuelve la posicién de la clave k en el diccionario D o un cédigo de error
ERR si k no esta en D.

2. status Insertar (clave k, dicc D)

Inserta la clave k en el diccionario D, devuelve la posicion de la clave k o o
un cédigo de error ERR si k no se pudo incorporar a D.

3. void Borrar (clave k, dicc D)

Elimina la clave k en el diccionario D

En un diccionario podemos usar diferentes estructuras de datos. El rendimien-
to del diccionario dependeré de la estructura de datos elegida.

Una primera idea podria ser una tabla ordenada, ya que por la secciéon anterior
vimos que la busqueda en tablas ordenadas tenia un rendimiento éptimo, por
tanto se tendria npyscar(k, D) = O(log N).

Sin embargo, insertar resulta una operacién costosa, ya que cada vez que se
inserta un nuevo elemento es necesario mantener el orden de la tabla, y para ello
hay que desplazar una posicién a la derecha los elementos mayores que el elemento
que se esta insertando. Por tanto, si N = |D| entonces ny,sertar(k, D) = O(N) ya
que el caso peor supondra desplazar N elementos y el caso medio % elementos,
lo cual es un mal rendimiento.

Otra opcién serfa usar un arbol binario de busqueda.

Definicién: T es un arbol binario de biisqueda si T" es un arbol binario y para
todo nodo 7" € T se cumple

info(T") <info(T') < info(T") (3.4)

para todo nodo 7" a la izquierda de T* y todo nodo 7" a la derecha de T*.

Es decir, todos los nodos que se encuentran en el subarbol izquierdo de cada
nodo 7" (izq(71")) tienen un valor menor que el nodo 7" y todos los nodos que
se encuentran en el subarbol derecho de T (der(7”)) tienen un valor mayor que
el nodo T". En el dibujo inferior se puede ver un ejemplo de arbol binario de
bisqueda



76 CAPITULO 3. METODOS DE BUSQUEDA

PN
2 7
N /N
1 4 6 9
/N
8 11

Con esta estructura de datos el pseudocédigo de la primitiva Buscar es el
siguiente:

AB Buscar (clave k, AB T)
si T==NULL : return NULL;
si info(T)==k : return T;
si k<info(T)
return Buscar(k,izq(T));
si k>info(T)
return Buscar(k,der(T));

Se puede observar que usando la cdc como operacién bésica

nBuscm’(ka T) - O(pT’Of(T)) (35)

En el siguiente dibujo se puede ver el funcionamiento de la rutina Buscar
para la clave k = 8

B(k=8)——— 1/ 2\4 6/ 7&:
7N
AN

==8

Para la rutina Insertar tenemos el siguiente pseudocodigo:
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status Insertar (clave k, AB T)
T’=BuscarUltimo(k,T);
T’ ’=GetNodo () ;
si T’’==NULL : return ERR;
info(T’’)=k;
si k<info(T’)
izq(T?)=T""
else
der(T’)=T"7;
return OK:

Insertar utiliza la rutina BuscarUltimo, que devuelve el tultimo nodo vis-
itado por Buscar antes de devolver NULL; por tanto, el nodo 7" devuelto por
BuscarUltimo debe tener alguno de sus hijos a NULL. La rutina BuscarUl-
timo es similar a la rutina Buscar con busqueda fallida y devolviendo el ultimo
nodo visitado, en lugar de NULL.

AB BuscarUltimo(clave k AB T)
si k<info(T) y izq(T) !=NULL
return BuscarUltimo(k,izq(T));
si k>info(T) y der(T) !=NULL
return BuscarUltimo(k,der(T));
return T

En cuanto a rendimiento se tiene que:

nlnsertar(k7 T) = nBuscarUltimo(ka T) + 1 = nlnsertar(ka T) = O(pTOf(T)) (36)

En el siguiente dibujo se puede ver el funcionamiento de Insertar para la
clave k = 3.
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I(k=3)

BuscarUIltimo

% \ izq(4)==3 / \
/\\” AN /\

6 /9 1 4 6 y \
3<V/ 8 \11 Cg g8 11
NULL

Ultimo, 3<4 y izq(4)==NULL

El siguiente pseudocddigo corresponde a la primitiva Borrar

void Borrar (clave k, AB T)
T’=Buscar(k,T);
si T’ !'=NULL
EliminaryReajustar(T’,T);

Por tanto tenemos que

nBorrar(ka T) = nBuscar(ka T) + nEliminaryReajustar (Tlv T) (37)

En la rutina EliminaryReajustar hay tres posibles casos cada uno con un
rendimiento diferente:

» Caso 1: El nodo 7" no tiene hijos. En este caso basta realizar free(T’) y
asignar a NULL el puntero correspondiente en el padre de 7. En el dibujo
inferior se puede ver el proceso de liberar un nodo 7" que no tiene hijos.

T T

\ EI|m|naryRea]ustar(T) \
NULL

NULL NULL

3 !
En este caso se tiene que ngiiminaryReajustar (L', T) = O(1).
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s Caso 2: El nodo T” tiene un solo hijo. En este caso el puntero del padre de
T’ que apuntaba a T" se hace apuntar al inico hijo de T”, posteriormente se
libera T"(free(T’)). En el dibujo inferior se puede ver el proceso de liberar
un nodo 7" con un 1nico hijo.

T T

EliminaryReajustar(T’) ™

/\

NULL

3 !
En este caso se tiene que nguminaryreajustar(17, 1) = O(1).

= Caso 3: En nodo 7" tiene dos hijos. En este caso en el campo info del nodo
T’ se situa la clave contenida en el nodo que contiene al sucesor, esto es,
el elemento siguiente a info(T”) en la tabla ordenada, y después se elimina
el nodo T” que contiene al sucesor segun el caso 1 o 2. En el dibujo inferior
se puede ver el proceso de reajustar un nodo 7" con dos hijos.

T T T
T’Sucesor' T’Sucesor'
/ T Tyn // ”' ’\// Tn
T’Sucesor’ T! Tnn
\ \
Tll” T””

En el siguiente ejemplo se puede ver como se elimina la clave & = 5. Recor-
riendo el arbol en orden medio vemos que el sucesor del 5 es el 6.

Vamos ahora a nombrar a un nodo por su valor, es decir, el nodo k es aquel
cuyo valor es k.

Observaciéon: Si k' es el sucesor de k en un arbol binario de busqueda,
entonces izq(k') = NULL.

Para demostrar esto, supongamos que existe k” = izq(k’), entonces se tiene:



80 CAPITULO 3. METODOS DE BUSQUEDA

B(5) 5/17 /17 /17
SN — AEVAN
/\ /\15 1/ \4 11/ \15 /\ /\

Sucesorae/ \ 5/ \12 \12

o " < K ya que k" esta a la izquierda de k' y estamos en un arbol
binario de bisqueda.

e k" > k ya que al ser k’ el sucesor de k tiene que ocurrir que k" asi como
todos sus descendientes sean mayores que k.

Por tanto tenemos k < k” < k’, lo cual es una contradiccién con que k' sea
el sucesor de k. Por tanto, el sucesor de un nodo k tiene a lo sumo un hijo
derecho y es facilmente eliminable (casos 1 o 2).

En este caso se tiene que

! ! !
nEliminaryReajustar (T ) T) = NPBuscarSucesor (T ) T) + nReajustarPunteros (T ) T)

= O(prof(1)) + O(1) = O(prof(T)).

El siguiente pseudocddigo implementa la rutina BuscarSucesor que de-
vuelve el sucesor de un nodo 7".

AB BuscarSucesor(AB T’)
T’ ’=der(T’);
mientras izq(T’’)!=NULL
T =izq(T?");
return T’

Por tanto, a la vista de que el coste maximo visto para EliminaryReajustar
€S N EliminaryReajustar (T/, T) = O(pTOf(T)) se tiene que

N Borrar(k, T) = O(prof(T)l—l— \O(prof(T)l = Nporrar(k, T) = O(prof(T))

Vo Vo
Buscar EliminaryReajustar

(3.8)

El resultado anterior nos permite afirmar que un arbol binario de busqueda

serda una estructura de datos eficaz para diccionarios con N elementos siempre y
cuando prof(T) = ©(log N).
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Sin embargo, no cualquier drbol binario de bisqueda tiene profundidad ©(log V).
Véase, por ejemplo, el siguiente arbol binario de busqueda

1\
\
3\
N
Con este ejemplo vemos que
WBuscar<N) =N (39)

lo cual es un mal rendimiento. Luego verenmos qué se puede hacer en este caso
pero ahora vamos a calcular ahora el caso medio A%, ....(V) trabajando con
ABdBs T, asociados a permutaciones o. El calculo del coste medio tiene dos
componentes,

i. El coste promedio de buscar todas y cada una de las claves 0(i), i = 1,..., N
en un arbol binario de busqueda T, asociado a una tabla o € Yy.

ii. El promedio de cada una las cantidades anteriores entre todas las permuta-
ciones 0 € Xy.

Es decir:

AeBuscar I Z ABuscar
TEXN (i)
(i)
donde A%,....(T5) es el coste promedio de buscar todas y cada una de las claves

o(i), i =1,...,N en el arbol binario de busqueda T, asociado a la permutacién
o € Xy. Por tanto.

el Te) = D Wusar(0(),T0) = 1= - (prof(o(i)) + 1)

=1

N
1 1
= 1+ N i_g 1 pTOf(O‘(Z)) =1+ NnCrear(TU)v
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pues prof(o(i)) = nrusertar(0(i)). Por tanto:

e 1 1
ABuscar(N) = m (1 + NnCrear(Ta))
’ oEXN

- 1 (= T, 3.10
- + N ﬁ nCrear( 0) ( . )

UEEN

1

= AeBuscar(N> =1+ NACTECLT(N) (311)

Nos faltaria calcular Acyeqr(IV), Para ello, en lugar de realizar el calculo intro-
duciendo los elementos de la permutacién o en el arbol de uno en uno y sumando
el coste correspondiente a cada insercion, consideremos el siguiente pseudocddigo
de creacion de arboles binarios de busqueda a partir de una permutacién o.

AB Crear (tabla S)
T=IniAB(S)
InsAB(S(1),T)
Repartir(S, Si, Sd)
Ti=Crear(Si)
Td=Crear (Sd)
izq(T)=Ti
der (T)=Td
return T

Por ejemplo, la rutina Crear funcionaria segin el dibujo siguiente para la
permutaciéon o = [3 526 4 1]

0=[3526 41]
Crear

N

2 1] [5 6 4]

l Crear Crear

B
SN N

[1] O M [6]

l Crear Crearl Crear

@ @ O
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Como el funcionamiento de Repartir es similar al de la rutina Partir de
Quicksort, observamos que el pseudocddigo anterior sigue una ecuacién en recur-
rencia igual a la de Quicksort, es decir

nCrear(0> =N-1+ nC’rear(Ui) + nCrear(Ud)

y por tanto, sus casos medio (y peor) son iguales que los de Quicksort; esto es,
usando (2.43) se tiene que:

1
AeBuscar(N) =1+ NAC’rear(N) = 2N 1Og N + O(N)
y por tanto
ABuscar(N) = O(log N) (3.12)

que es un buen rendimiento.

3.4. Arboles AVL (Adelson-Velskii-Landis)

Nos gustaria que no sélo el caso medio de las biisquedas en diccionarios fuese
©(N) sino que también lo fuese el caso peor. Para ello es necesario modificar la
estructura de datos que empleamos. La idea es buscar un método de construccion
de arboles binarios de busqueda tal que Vo € ¥y se construya un arbol binario
de busqueda tal que prof(7,) = O(log N).

Dado un arbol binario definimos el factor de equilibrio de un nodo 7' como:

FE(T) = prof(T;) — prof(Ta) (3.13)

donde T; es el subédrbol izquierdo del nodo Ty T} es el subarbol derecho. Con-
sideraremos que el arbol vacio tiene profundidad 0.

En el dibujo inferior se puede ver un ejemplo en el que se calcula el factor de
equilibrio de todos los nodos de un arbol binario.
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Definimos como arbol AVL a un arbol binario de busqueda T tal que para

todo nodo T de T se verifica que el factor de equilibrio toma solo los valores
0,16 —1

IFE(T)| < 1 (3.14)

Vamos a demostrar que si T es un AVL, entonces

prof(T) = O(log N) (3.15)

3.4.1. Construccion de AVLs

La construccion de un AVL se realiza en dos pasos

1. Se realiza una insercion normal en un arbol binario de busqueda.

2. Si es necesario se corrigen posibles desequilibrios que puedan aparecer tras
la insercion.

Veamos la construccion de AVLs mediante un ejemplo. Vamos a construir un
AVL correspondiente a la tabla: T'=[1234567 1514 13 12 11 10 9 §]

I(1)+(2) ] 13), N

Tras insertar el elemento 3 aparece un nodo con un factor de equilibrio —2,
para solucionar ese desequilibrio nos tenemos que fijar en la pareja de nodos con
desequilibrios (-2, —1), es decir los nodos 1 y 2. En caso que aparezcan varios
nodos con factor de equilibrio 2 o —2, siempre realizaremos la operacion sobre la
pareja de nodos que tenga el desequilibrio de valor 2 a mayor profundidad en el
arbol.

La ultima operacién realizada se llama rotacién izquierda en el -1, es decir,
sobre el elemento 2, ya que este es el que tiene el desequilibrio con valor —1. La
rotacién a la izquierda sobre el nodo x5 corresponde con la siguiente reasignacion
de punteros:

Ahora volvemos a tener un arbol sin desequilibrios, con lo cual seguimos in-
sertando elementos de forma normal
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tmp=izq(x,),
i2906)=x,, der(x)=tmp, ()
izq(y)= x, 0 bien der(y)= x, @

RI(x,)

Tras la insercion del elemento 14 aparece un nuevo tipo de desequilibrio, el
desequilibrio (—2,1). Este desequilibrio se puede deshacer mediante dos rota-
ciones consecutivas, primero una rotacién a la derecha en el elemento a
la izquierda del 1, es decir, en este caso el 14, seguido de una rotacién a
la derecha en ese mismo elemento. A esta operacién se la denomina rotacién
derecha izquierda en la izquierda del 1.
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Tras la insercién del elemento 11 aparece un desequilibrio del tipo (2, 1). Este
desequilibrio es muy similar al del tipo —2, —1. En este caso el desequilibrio se
resuelve mediante una rotacion a la derecha en el 1, que en este caso es el
elemento 12. Una vez resuelto el desequilibrio seguimos insertando elementos.
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RDI(7)

con lo que concluye la construccién del AVL.

87
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I(8)

La siguiente tabla resume las rotaciones a realizar para resolver los diferentes
tipos de desequilibrios que hemos encontrado.

Para ver que efectivamente estas rotaciones deshacen los desequilibrios es
necesario estudiar cada uno de los casos. Por ejemplo, el caso del desequilibrio
(2, 1) se resuelve mediante una rotacion a la derecha que, como vimos corresponde
a la siguiente reasignacién de punteros.

Para ver que la rotacion funciona fijamos la profundidad de uno de los subarboles
a p, por ejemplo, prof(T;) = p. Debido a los valores de los desequilibrios, esto
nos permite calcular la profundidad de todos los demés subarboles. Por ejemplo,
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Desequilibrio | Rotacién

(—2,—-1) Rotacién a la izquierda en el -1
(hijo izq. de -1 pasa a hijo der. de -2)

(2,1) Rotacién a la derecha en el 1
(hijo der. de 1 pasa a hijo izq. de 2)

(—2,1) Rotacion derecha izquierda en la izquierda del 1
RD(izq(1))+RI(izq(1))

(2,-1) Rotacién izquierda derecha en la derecha del -1
RI(der(-1))+RD(der(-1))

0
@y ) (2,1) - RD(1) p y\
R R
-1

1
f=p+1 =
prof =p ) / \ . o1 / \ o1 prof =p
T, T, T, T

3

dado que el factor de equilibrio del nodo y es uno, y dado que

1 = FE(y) = prof(izq(y)) — prof(der(y)) = prof(T1) — prof(13)
= p—prof(Ts)
= prof(Ty) =p—1

Por un argumento similar se puede ver que prof(73) = p.

Una vez reasignados los punteros, y dado que la estructura de los subéarboles
T1, T, y T3 no ha cambiado, estos tienen mantienen la profundidad. Por tanto
ahora se tiene

FE(z) =prof(izq(x)) — prof(der(z)) = prof(Ty) — prof(13) = (p—1) —p =
FE(y) = prof(izq(y)) — prof(der(y)) = prof(11) — prof(x) =p—p =10

—1
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Por ejemplo, en el caso del desequilibrio (2, —1) aplicamos una rotacién izquier-
da derecha a la derecha del —1, en este caso en el nodo z. Los nuevos factores de
equilibrio resultan de la siguiente manera:

(2,-1) - RID(der(-1))

X
\ !
P _RID@),
y T,
s /N /
T, z| 1
0

/ 4
. p p-1
3 posibles | | p-1[T2 T
casos p p

En este caso, de nuevo fijamos la profundidad de uno de los subarboles,
prof(T)) = p, sin embargo existen tres posibilidades en funcién del factor de
equilibrio que tenga el nodo z (1, 0 6 — 1). En el dibujo anterior se puede ver
que en cualquiera de los tres casos, después de reasignar punteros el arbol queda
equilibrado. El detalle del argumento se deja como ejercicio.

Al inicio de la seccién indicamos que tras insertar un elemento podian aparecer
varios nodos con factor de equilibrio 2 o —2, e indicamos que siempre habia que
tratar de resolver el desequilibrio en aquel nodo que estuviese a mayor profundidad
dentro el arbol. Hemos visto que las rotaciones resuelven el desequilibrio en los
nodos sobre los que realizamos la rotacién. Sin embargo las rotaciones resuelven
también aquellos desequilibrios que estan por encima de los nodos sobre los que
hemos realizado la rotacién. Esto es debido a que la rotaciéon reduce en 1 la
profundidad del subarbol cuyo nodo raiz es el elemento con factor de equilibrio 2
o —2 mas bajo (en el gréfico el nodo z), y por tanto, esta reduccién de profundidad
afecta también a los nodos que estan por encima de x. Este efecto se puede ver
en el siguiente dibujo.

OOD—‘

X

OI—‘O

_|

2
w
2 x/ \TS'O+l

7\

TAP RID(z)

o/ N\
prof z| -1 prof
0

p+3 p+2
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Vemos que el subarbol izquierdo del nodo w con factor de equilibrio 2 tiene
profundidad p + 3 antes de la rotacion. Al tratar de resolver el desequilibrio del
elemento mas bajo, en este caso x, vemos que el nuevo subarbol izquierdo del
nodo w tiene profundidad p + 2, y por tanto el factor de equilibrio del nodo w,
al no haberse modificado su subéarbol derecho, disminuye una unidad y pasa a
tomar el valor 1.

Hasta ahora hemos visto cuatro tipos de desequilibrios (2, 1), (=2, —1), (2. —
1) y (—2,1), vamos a ver que no pueden existir otros tipos de desequilibrios,
como por ejemplo el (2,0) o el (—2,0). Es decir, en un AVL tras la insercién de
un nuevo nodo, no puede aparecer un desequilibrio de la forma (2,0). Para ver
que efectivamente no puede haber tal desequilibrio supongamos que tenemos un
AVL y que tras la inserciéon de un nodo obtenemos un desequilibrio de la forma
(2,0). En ese caso la forma del arbol tras la insercién debe ser la siguiente:

2X
o /N o,
y T,
Tl T2

prof
p+1

De nuevo fijamos prof(71) = p, con lo cual, dado que FE(y) = 0 = prof(Ty) =
p, ademas se tiene prof(T3) = p — 1. Hay que senalar que el nodo no pudo inser-
tarse en el arbol T3, ya que al insertar un nodo, o bien la profundidad del arbol se
mantiene, o aumenta en uno, con lo cual, antes de la insercién, el nodo x deberia
haber tenido factor de equilibrio 2 o 3, lo cual no es posible ya que suponemos
que el arbol era un AVL antes de la inserciéon. Con esta observacién el aspecto
del arbol antes de la insercién del nuevo nodo seria el siguiente:

prof
p+1

Vemos que la insercion de un nuevo nodo, solo puede afectar a la profundidad
de uno de los arboles 77 o T, y en cualquiera de los dos caso ésta aumenta, a lo
sumo, una unidad. Eso implica que, (i) el factor del equilibrio del nodo y antes
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de la insercién era 1, 0 6 —1 y (ii) que la profundidad del arbol cuya raiz es y
no ha variado. Por tanto, el factor de equilibrio del nodo = ya era 2 antes de la
insercion del nuevo nodo, lo cual es imposible si el arbol previo a la insercién

del nodo es un AVL.

3.4.2. Profundidad de un AVL

Vamos a demostrar la siguiente proposicion.

Proposicién. Si T es un AVL con N nodos, entonces prof(T) = O(log N).
Ademds dado que en cualquier drbol de N nodos se verifica prof(T) = Q(log N),
tenemos que prof(T) = ©(log N).

De nuevo vamos a construir ejemplos de AVLs de profundidad p = 0,1, 2, ...
y vamos a ver cual es el nimero minimo de nodos que puede tener un AVL de
esa profundidad. El resultado se puede ver en la siguiente tabla:

P AVL n, n,+1 Fo.
0 1 2 F,
1 2 3 F,
2 4 5 F,
3 7 8 F

(&)

-
4 //<> 12 13 F
A2 |

Aqui n,, es el nimero de nodos del AVL, y Fj,15 es el (p+ 2)-ésimo nimero de
Fibonacci (FO = Fl = 1, E = Fifl + FZL',Q).
Parece que

Fpra=mp+1
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Podemos ver que la férmula anterior es cierta fijandonos que la estructura de
un AVL de profundidad p consiste en un nodo raiz del cual cuelgan un AVL de
profundidad p — 1 y un AVL de profundidad p — 2, es decir:

2

Tp\ Tp
/ o bien \
Tp-l TP- T,{ Tp-l

por tanto se tiene:

ny,=1+n, 1+npo=>14+n,=1+n, 1 +1+n,9

Si llamamos H, = 1 4 n,, se tiene

H,=H, 1+ H,»

con Hy = 2 = F,, y Hi = 3 = F3. Por tanto H, es la sucesién de Fibonacci
desplazada dos pasos hacia adelante.
Se puede demostrar que:

FN — i ((I)NJrl 4 \I,NJrl)

V5

con & = %5 y por tanto ® > 1,y ¥ = 1’2‘/5, y por tanto |¥| < 1y por tanto
PN+t — ooy UV — (0. En consecuencia
N—o00 N—o00

L o
FNN%(I) :>np~Fp+2Nﬁ<I>

Por tanto, si T' es un AVL con N nodos y profundidad p tenemos que N > n,
y ny, ~ CPP con C = 3—; por tanto log n > p-log ® 4+ log C'y por tanto

log N = Q(prof(T)),
con lo cual prof(T) = O(log N) segin queriamos demostrar.
Por tanto si usamos como estructura de datos para el diccionario un AVL
tenemos que

Wi (N) = Of(log N) (3.16)
Wlnsertar<N) = O(log N) (317)

Faltaria estudiar el caso de la primitiva Borrar; sin embargo, borrar nodos en
un AVL es una tarea complicada, esencialmente debido a que es muy complicado
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(aunque posible) reajustar los nodos para que el drbol continte siendo AVL tras
la eliminacion. La solucién que se suele implementar para el borrado de AVLs
consiste en el llamado borrado perezoso, en el cual, en lugar de eliminar el nodo
y reajustar el arbol, simplemente marcamos el nodo como eliminado y dejamos
libre esa posicién por si el nodo se reinserta, o bien, cada cierto tiempo, cuando
hay ya un ntimero elevado de posiciones libres, se comprime el AVL haciendo una
reconstruccién completa con los elementos que no se han eliminado.



Capitulo 4

Hashing

Los resultados vistos hasta ahora pueden resumirse en la siguiente tabla:

Rendimiento | Ordenacién | Busqueda
Normal N? N
Bueno Nlog N log N
Optimo N ;O(1)?

Parece que el rendimiento de los algoritmos de bisqueda corresponde al rendimien-
to de los algoritmos de ordenacion divididos por N. Por tanto podemos pregun-
tarnos si es posible hacer busquedas en tiempo O(1). Tal como vimos en el capitulo
anterior, la respuesta es no si la bisqueda se realiza mediante comparaciones de
clave y por tanto habra que buscar otro tipo de algoritmo de busqueda que no
funcione mediante comparaciones de clave.

El escenario que nos encontramos es el siguiente:

1. Tenemos un cierto diccionario D = {D : datos}.
2. Cada dato D € D tiene una clave unica k.

3. Buscamos el dato en D por la clave, pero no mediante comparaciones de
clave.

Una primera aproximacion al escenario anterior es la siguiente:

1. Calculamos k* = max{k(D) : D € D} (i.e buscamos la clave més grande)

2. Guardamos D en una tabla 7" de tamano k*. Asi, si k = k(D) = T[k] = D

95
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Con esta aproximacién podemos buscar con el siguiente pseudocodigo:

ind Buscar(dato D, tabla T)
si T[k(D)]==
return k(D) ;
else
devolver NUL

Es facil ver que ngyscar(D,T) = O(1). Sin embargo esta aproximacién tiene
el problema que el coste en espacio puede ser exagerado con respecto al niimero
de datos a considerar.

Por ejemplo, consideremos que queremos realizar biisquedas sobre los 200 estu-
diantes de un curso de la EPS, es decir, (D) = { Estudiantes de segundo de la EPS'}.
Si la clave de bisqueda correspondiente a cada dato (estudiante) es el nimero de
DNI tendriamos k* = max DNI ~ 7 x 107, lo cual serfa una cantidad exagera-
da de memoria para almacenar solamente 200 datos. Obviamente si el problema
anterior no existe para nuestro conjunto de datos esta es una excelente aproxi-
macién a considerar; sin embargo, como hemos apuntado, no siempre (de hecho,
casi nunca) es una aproximacién viable.

Podemos mejorar la idea anterior utilizando tablas mas pequenas:

1. Fijamos M 2 |D|

2. Definimos una funcién K : {k(D) : D € D} — {1,2,3,...., M} que sea
inyectiva (i.e x # y = K(z) # K(y)).

3. Insertamos el elemento D en T[K(k(D))] en lugar de en T'[k(D)].

Ahora la dimensién de la tabla T" es M y el pseudocodigo de Buscar es muy
similar al anterior:

ind Buscar2(dato D, tabla T)
si T[K(k(D))]==D
return K(k(D));
else
devolver NULL

De nuevo es facil ver que ngyscar2(D,T) = O(1) y ademés hacemos un buen
uso de espacio en memoria. El problema ahora surge en que, en general no es
posible construir una funcién K universal sobre cualquier conjunto de claves que
garantice la inyectividad. Si es posible construir funciones que sean inyectivas
para un conjunto particular de datos; sin embargo esas mismas funciones pueden
(de hecho suelen) no ser inyectivas para otro conjunto de datos distinto o incluso
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en el mismo conjunto si simplemente se quitan o anaden datos, y por tanto el
pseudocodigo anterior deja de ser valido.

La soluciéon al problema anterior podria ser usar funciones X universales
(independientes del conjunto de claves concreto que se usa) pero relajando la
condicién de inyectividad, es decir, vamos a permitir que haya claves k # Kk’
pero (k) = K(K'). Si estamos en la situacién anterior, es decir k # k' pero
K(k) = K(k'), decimos que ha habido una colisién. En un colisién hay un choque
de dos claves distintas por entrar en el mismo lugar de la tabla; sin embargo esper-
amos que las colisiones sean pocas. El hecho de que existan las colisiones (aunque
estas sean poco frecuentes) implica que tenemos que implementar un mecanismo
de resolucion de colisiones.

4.1. Construccion de funciones hash

A partir de ahora, como notaciéon usaremos la letra h para denominar una
funcién hash genérica.

Nuestro objetivo ahora serd construir una funcién h tal que si k # k' la
probabilidad de que h(k) = h(k’) sea pequena. Dado que en la tabla T hay M
posiciones lo mejor a lo que podemos aspirar es a que dadas dos claves k # £’

p(h(k) = h(K')) = — (4.1)

Una funcién hash que verifique la condicién anterior se dice funciéon hash
uniforme. Las funciones hash uniformes son ideales y no alcanzables mediante
funciones algoritmicas; sin embargo, cabe esperar que el rendimiento para ellas
serd el mejor posible.

Una primera idea para tal funcién seria generar un nimero aleatorio entre 1
y M (es decir, tirar una especie de dado de M caras), por ejemplo, empleando la
funcién rand de C. Obviamente esta solucién es inviable ya que la asignacion de
h(k) para sucesivas aplicaciones de la funcién h a la clave k serfa distinta. Ademas
deseamos usar la funcién hash también para buscar, con lo cual, es necesario que
h(k) devuelva siempre el mismo valor al recibir k. Esto es, queremos una funcién
determinista pero que tenga un comportamiento casi aleatorio. Existen funciones
que simulan series aleatorias de datos y que devuelven siempre el mismo resultado
para una entrada dada. La idea seria este tipo de funciones (que son, por ejemplo,
las que usa la rutina rand de C) para construir nuestra funcién hash.

Para esto consideramos dos técnicas, funciones hash de division y de multi-
plicacién.



98 CAPITULO 4. HASHING

4.1.1. Hash de division

Dado un diccionario (D) fijamos un nimero m 2 |(D)| que sea primo. Defin-
imos

ha(k) = k %m (4.2)

donde % es el operador médulo que devuelve el resto de la divisién entre k y m.
Con alguna condicién adicional (por ejemplo que m este lejos de potencias de 2).
Junto con otras modificaciones técnicas, esto garantiza que si k # k = p(k %om =

K %m) ~ L, esto es, p(ha(k) = ha(K')) ~ <.

4.1.2. Hash de multiplicacion

En este caso elegimos m 2 |(D)] tal que m no sea primo (tienen un buen

~Y

comportamiento los nimeros de la forma m = 2" o m = 10") y un cierto nimero

® irracional por ejemplo ¢ = (%) od= (%), y ahora definimos

ho (k) = [m(k x ®)] (4.3)

donde en este caso el operador () es el operador parte fraccionaria, es decir
() = x — |x]. Es facil ver que 0 < h(k) < m —1yaque 0 < (kx ®) < 1.
De nuevo en cierto sentido el hash de multiplicaciéon garantiza que si k # k =
p(k%m = K %m) ~ 57, esto es, p(hm(k) = hu(K)) ~ 7.

4.2. Mecanismos de resolucion de colisiones

Hemos visto que las funciones hash de divisién y multiplicacion tienen una ba-
ja probabilidad de que exista una colision; sin embargo no pueden garantizar que
no haya colisiones. Por tanto es necesario implementar algin tipo de mecanismo
de resoluciéon de colisiones.

4.2.1. Hash con encadenamiento

La idea del hash con encadenamiento consiste en que la tabla T no albergue
directamente los datos D € (D), sino que cada posicién de la tabla almacena un
puntero a una lista enlazada, es decir, la tabla T" es una tabla de punteros a N
listas enlazadas. En la figura 4.1 se puede ver el aspecto de una tabla hash con
encadenamiento.

Con este tipo de tabla hash tenemos el siguiente pseudocddigo para Buscar

ind Buscar(dato D, tabla T)
return BLin(D,T[h(k(D))]);
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D— k I
2 =
] Introducimos el dato D

al principio de la lista enlazada

Figura 4.1: Tabla hash con encadenamiento.

donde Blin es una busqueda lineal en listas enlazadas, que devuelve NULL si
no encuentra la clave.

Ahora Buscar ya no es O(1) ya que en BLin hay un bucle while, por tan-
to tenemos que en el caso peor Wpyscar(IN) = N. Este caso se da cuanto to-
dos los elementos D € (D) se encuentran en la misma lista enlazada, es decir,
Wausear(N) = N < (h(k) = h(k') Vk, k. En la figura 4.2 se puede ver esta

situacion.

EpaEyEE s Ok Gl

Figura 4.2: Caso peor de busquedas hash con encadenamiento.

La situacion anterior, aunque puede ocurrir, es muy poco probable si la funcién
hash estd bien construida (es uniforme), ya que en ese caso si, k # k', p(h(k) =
h(k') = L. En todo caso, si vemos que con un conjunto de datos y una fun-
cién hash se da la situacion anterior, sera conveniente emplear una funciéon hash
distinta.

Vamos a analizar el rendimiento de las busquedas en tablas hash con encade-
namiento. Para ello damos la siguiente definicion.

Dada una tabla hash de dimension m que contiene N datos definimos el factor
de carga de la tabla hash como:

(4.4)

3=
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Proposicién. Sea h funcién hash uniforme en una tabla hash con encade-
namiento, dimensiéon m y N datos; entonces

AéHE(N’ m)

%:A (4.5)

1+%+0u) (4.6)

eBHE(Na m)

donde AL, (N, m) es el coste medio de las biisquedas sin éxito (la clave no esté en
la tabla) en una tabla hash con encadenamiento y A%, (N, m) es el coste medio
de las busquedas con éxito.

Demostraciéon. Como operacion basica usaremos el sondeo entendido como
sondeo el acceso a un nodo de la lista enlazada. Por comodidad no vamos a
distinguir a partir de ahora entre la clave y el dato, es decir i = h(k(D)) lo
denotaremos simplemente como i = h(D).

Para demostrar (4.5) sea D un dato que no estd en la tabla hash y, por tanto,

donde |T'[7]| es la longitud de la lista enlazada apuntada por 7T7[i].

N & - OO
[Tl
Por tanto
< 1 « N
Al ) T ==Y T =— =\
bue(Nm) = >~ p(h(D) = i) Tl = — 37 ITll| =
=1 1 =1
=-(f uniforme)
donde se ha usado Y ", |T[i]| = N ya que la suma de los elementos que hay en
cada lista enlazada debe ser el total de los elementos que hay en tabla, es decir,

N.

Para demostrar (4.6) vamos a reducir la biisqueda hash con encadenamiento
con éxito a una con fracaso en una tabla més pequena. Para ello supongamos
que los datos de la tabla T' estdn numerados {Di, Ds, .., Dy} por el orden de
insercién en la tabla hash 7. Denotamos por T; el estado de T tras la insercion
de los elementos D+, D>, ..., D;_1; por tanto, en elemento D; no esta en la tabla

T;.



4.2. MECANISMOS DE RESOLUCION DE COLISIONES 101

Vamos a considerar ademads, sin perdida de generalidad, que los datos se in-
sertan al final de la listas enlazadas, con lo cual se tiene:

npyp(Di,T) =1+ néHE(DhTi);

es decir, el coste de la busqueda con éxito en T es igual al coste de la busqueda
con fracaso mas un sondeo extra. Por tanto, como nk,, (D, T) ~ AL, (i—1,m),
tenemos
e f . Z - 1
nBHE(D“T) ~ 1 —+ ABHE'(Z — 1,m) =1 + 7
y en consecuencia

N
. 1 . 1 1—1
Apgp(N,m) = NZnBHE(DHT)_NZ(l m)
i=1 i=1
N-1
1 N(N-1) N 1
- 14— -1 - A
* ;9 N 2 2m  2m
A
= 1+§+O(1)

como queriamos demostrar.

Por tanto tenemos que AL, o (N,m) = Ay A%y p(N,m) =1+ 24 O(1) son
en tiempo O(1) si h es uniforme y N ~m = X = 6(1).

Por ejemplo, si N = 500 y m = 100 se tiene que

Al p(500,100) = 5y A%y (100,500) = 14 5/2 = 3,5.

4.2.2. Hash con direccionamiento abierto

En este casos situaremos los datos en la propia tabla; por tanto, ahora cada
elemento T'[i],7 = 1,...,m de la tabla no alberga un puntero a una lista enlazada
sino que alberga un dato. Por tanto, en la tabla tendremos posiciones ocupadas
por datos junto a posiciones que estan libres. En la figura 4.3 se puede ver el
aspecto de una tabla hash con direccionamiento abierto asi como el estado de la
tabla antes y después de insertar un dato.

Para la resolucion de colisiones veremos tres métodos; todos ellos son mecan-
ismos de repeticion de sondeos.

1. Sondeo lineal: Si la posicién py = T'[h(D)] estd ocupada, intentamos situar
el dato sucesivamente en las posiciones (p+1) %m, (p+2) %m, ... hasta llegar
a una posicién p; = (p + i) %m que esté libre.
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T T
Libre Libre
D— k

. D, | ocupada D, | ocupada

Libre Libre
h(K) Lbe — |D | Ocupada
Dy | ocupada Dy | ocupada

Libre Libre

Libre Libre

Figura 4.3: Insercion en tablas hash con direccionamiento abierto.

En la figura 4.4 se puede ver el proceso de insercién de un nuevo dato
mediante sondeos lineales

D
T» P=h(k(D))H< D, | Ocupada D, | Ocupada
(p+1)%m < D, | Ocupada D, | Ocupada
(p+2)%m D, | Ocupada D, | Ocupada
(p+3)%m Libre D | Ocupada

Figura 4.4: Insercién con sondeos lineales.

2. Sondeo cuadratico El funcionamiento es similar al de los sondeos lineales.
Si la posicién py = T[h(D)] estd ocupada probamos las posiciones (p +
12) %m, (p + 2%) %m, (p + 3%) %m... hasta llegar a una posicién p; = (p +
i?) %m que esté libre

3. Sondeo aleatorio Si la posicién py = T'[h(D)] estd ocupada se intenta
en las posiciones pq, po, ..., pi—1 generadas aleatoriamente hasta llegar a una
posicién p; libre.

Obviamente esta ultima opciéon es inviable en la practica pero presenta una

situacion ideal en tablas hash y ademas es util para obtener estimaciones
de rendimiento.

A diferencia del hash con encadenamiento, donde la direccién de un dato
D depende exclusivamente a la posicién de D en la tabla hash (la cual viene
determinada de forma fija por el valor de h(D) y de una cierta subdireccién de
una lista enlazada), en el hash con direccionamiento abierto la direccién de D va
a depender:
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i: Del valor de h(D)

ii: Del estado de la tabla antes de la insercion.

Por tanto el dato D decimos que tiene una direccién abierta ya que no de-
pende solo del dato D.

Ademas en el hashing con encadenamiento se tiene que A = % puede ser
mayor que 1; sin embargo en el hashing con direccionamiento abierto N siempre
tiene que ser menor o igual que m. De hecho en la practica N < m y A < 1, una
practica habitual es tomar A < % = 2N S m.

Vamos a calcular el rendimiento del hash con direccionamiento abierto.

Proposicién. Si h es una funcién hash uniforme y se usan sondeos aleatorios
entonces

1

Appasicar Nom) = T (4.7)
e 1 1
BrA Aleat (N, M) = 3 log 1 (4.8)

donde AL, 4 sear(N,m) es el coste medio de las biisquedas sin éxito (la clave

no estd en la tabla) en una tabla hash con direccionamiento abierto y sondeos

aleatorios y Aé A Atear (N, m) €s el coste medio de las biisquedas con éxito.
Podemos observar, ademas que

! e
ABHA,Aleat<N7 m) 1 XY ABHA,Aleat(N7 m) A1 o0.

Demostracién. Para demostrar (4.7) sea h funcién hash uniforme; se tiene:

N
prob(T'[i] ocupado) = — =\
m
prob(T[i] libre) = 1— A
coni =12 ..m.
Por tanto
AL e (N, M) = Z coste de hacer k sondeos - prob(necesitar k sondeos).
k=1

Cuando se necesitan k sondeos para la bisqueda fallida, k£ — 1 llevan a posiciones
ocupadas y el dltimo a una libre. Por tanto,
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prob(necesitar k sondeos) = prob(ocupado)®~! - prob(libre) = A\*71(1 — ))

y como consecuencia se tiene

AéHA,Aleat(Nv m) = Z k/\k_l(l - )\) = (1 - )\) Z k’)\k_l
k=1 k=1

— (1—/\)%< >\’“> = (1—)\)% <$)

1 1
= VT T ooy

Para demostrar (4.8) procedemos de la misma forma que en hash con encade-
namiento. Enumeramos los datos en T como {Dy, Ds, .., Dy} segtn el orden de
entrada en la tabla T'.

Observamos que el nimero de sondeos en T para encontrar D;, n5(D;), no
sélo depende de h(D;) sino también del estado de la tabla T' en el momento de
insertar D;, pero no de los elementos que se inserten después de D;.

Por tanto tenemos que n5.(D;) (nimero de sondeos para encontrar D; en T') es
igual al nimero de sondeos necesarios para insertar D; en T;, donde recordamos
que T; es la tabla hash tras la insercién de los elementos Dy, ...D;_1.

Ademas el numero de sondeos que hacen falta para buscar D; es igual al
nimero de sondeos necesario para buscar (con fallo) el elemento D; en T, n% (D).

Con estas observaciones tenemos:

n?(Dl) = n% (Dl) = ALHA,Aleat(i - 17 m)

y por tanto

N
. 1 . 1 1
Asna sreat(N,m) = N Z"T(Di) = N Z 1 _ i1

1/N1d_1ﬁ1d
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tal como queriamos demostrar.
Observamos que si llamamos f(A) = AL 4 oo (N m) = T se tiene que

s I 1 1
ABHA,Aleat(N’m>:X ; f(u)duleog 1/

En general, si S es un tipo de sondeo con direccionamiento abierto y el coste
. , . ;. f o

medio de las busquedas sin éxito es Ay (N, m) = f()), entonces se puede

demostrar con los razonamientos anteriores que

A
Apras(Vom) =5 [ flwan (4.9

Por ejemplo, en el caso de sondeos lineales se tiene que

Afprasp(N,m) ~ % (1 + (1_;)\)2) (4.10)

y entonces se sigue que

1 (1 1 1 1
e ==/ =(1 =14+ —1. 4.11
BrasL(N,m) )\/0 2( +(1—u)2> du 2( "‘1_)\) (4.11)





