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Campos y Ondas

CAPITULO VI

ONDAS ELECTROMAGNETICAS

En el capitulo se introduce el concepto de onda electromagnética plana como solucién
de las ecuaciones de Maxwell. Se estudian desde el punto de vista fasorial.. Se estudia el
efecto Doppler; el concepto de Polarizacion de ondas; La transmision y reflexion de
ondas entre medios materiales distintos; La transmision de energia mediante ondas

electromagnéticas.

ESQUEMA-RESUMEN

e [Ecuacién de ondas electromagnéticas (E-M) libre de fuentes: Ecuacién homogénea
de Helmbholtz.

¢ Onda plana.

e Efecto Doppler.

¢ Ondas transversales E-M.

e Polarizaciéon de ondas E-M planas.

e Influencia del medio en la propagacién de una onda E-M plana.

e Paquete de ondas y velocidad de grupo.

e Transmisién de potencia por ondas E-M. Vector de Poynting

e Reflexion y Refraccion de ondas E-M planas sobre distintos medios y con distintas

polarizaciones.

Requisitos previos

La perfecta asimilacién de los temas anteriores y el conocimiento de cursos anteriores de

los principios béasicos de 6ptica.
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6 Ondas electromagnéticas planas

6.1 Ondas planas en medios sin pérdidas

Se ha visto en capitulos anteriores, que la ecuaciéon que explica el comportamiento del
campo E en un medio no conductor libre de fuentes es la ecuacién homogénea de

Helmholtz. La ecuaciéon de ondas o de Helmholtz se puede obtener de las ecuaciones de

Maxwell:
OH
VXE=—u— 6.1
ey (6.1)
vxH=:% (6.2)
ot
V-E=0 (6.3)
V-H=0 (6.4)

Si en la ecuacién (6.1) se toma el rotacional y se aplica la identidad vectorial:
VxVxA=V V-A —-V’A (6.5)

se tiene tras utilizar las ecuaciones (6.2) y (6.3) que:

O’E

V’E = e 6.6
o7 (6.6)

de forma similar se obtiene la ecuacién de ondas para el campo magnético H:

V*H = pue OH (6.7)
o’ '

las ecuaciones (6.6) y (6.7) son realmente tres ecuaciones escalares, una por cada

componente. Si el medio fuese con pérdidas (J #0) la ecuacién (6.2) tendria la forma:
E
VXH:UE—H:Z—t (6.8)

y la ecuacién de ondas sera:

OE O’E
V’E = uo— + ue
a ot a ot

(6.9)

Una solucién posible de las ecuaciones de ondas (6.6) y (6.7) es cualquier funcién de la

forma F = F(t++pez), en particular puede ser arménica con el argumento
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ti«/,usx En ese caso se puede pasar a notacién fasorial y teniendo en cuenta que la
derivada temporal es jo, se tiene que:

~ 2 A~
V°E = e jw E
He J (6.10)
que si se hace k = wi/pue , se obtiene la conocida expresién de la ecuacién de ondas o de

Helmholtz para el campo E (en forma fasorial):
VE+KE =0 (6.11)

donde se ha quitado el sombrerito al campo E dando por entendido que en lo sucesivo se
trabaja con fasores, de forma que cuando sea necesario trabajar en el dominio temporal

se indicard expresamente. La ecuacién equivalente para H es:
VH+EFH=0 (6.12)
a la constante k (rad/m), ya se ha indicado anteriormente, se le llama nimero de onda:

k=w uszizﬁzﬁ (6.13)
u

r Y A

donde o es la frecuencia angular de la onda, fla frecuencia, 4 la longitud de onda y v, la

velocidad de fase, cuyo valor en funcién de las constantes del medio es

u, = ! m/s (6.14)

e

Se considera una onda plana (los vectores de campo estén en un plano en cada punto y

los planos correspondientes a dos puntos distintos son paralelos) uniforme (la magnitud
y fase de los fasores campo son independientes de la posicién dentro del plano). Sin
perder generalidad, se puede suponer que los vectores E y H estdn situados en el plano
xy, ademds se pueden orientar los ejes de forma que la direcciéon z positiva, coincida con

la direccién del campo E, con esta distribucién

E=F (2)a

(6.15)

pues al ser el campo E uniforme en el plano zy no puede ser funcién de las coordenadas
x e y, esto implica que las derivadas parciales respecto a z e y deben ser cero con lo cual

la ecuacién (6.11) queda reducida a:
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2

d°E )
—2“”+/<: E =0 (6.16)
dz '

si utilizamos la Ley de Faraday, VxE = —jwuH se obtiene que:

oE
't P

jop 9z v

(6.17)

dado que H también es uniforme y no puede depender de z ni de y. Como se sigue de las
ecuaciones (6.16) y (6.17), en las ondas planas uniformes, los campos E y H son
perpendiculares entre si, ademds el vector de Poynting ExH (que, no se olvide,

representa el flujo de energia) apunta en la direccién z.
La solucién de la ecuacién (6.16) es del tipo:

E(2)=E‘e¢™ +E¢&" (6.18)

T

cuya expresiéon temporal se obtiene tras multiplicar por ™'y tomar la parte real:
E(z,t) = E; cos(wt —kz) + E cos(wt + kz) (6.19)

Si se dibuja el primer sumando del segundo miembro para dos tiempos distintos se tiene
la misma funcién moviéndose hacia la derecha. Si se toma un punto de la onda de fase
constante, wt-kz = cte, se puede deducir la velocidad de fase de la onda derivando en
dicha expresién:
dz w 1
uw = _Y_ (6.20)
2 N P

El segundo sumando de la expresién (6.19) representa una onda que se mueve hacia la

izquierda con la misma velocidad de fase wu, si no existen superficies de discontinuidad
basta con estudiar cualquiera de las dos ondas viajeras (normalmente la positiva), sin
embargo cuando aparecen discontinuidades existirdn reflexiones y habrd que considerar
ambas ondas. Utilizando (6.17) y (6.18)se tiene, tras pasar al dominio temporal, que:
E, E,
H = —%cos(wt — kz) — —-cos(wt + kz) (6.21)
‘ Ui Ui
por supuesto todo lo indicado para la onda de campo eléctrico es aplicable a la onda de
campo magnético asociada. A la cantidad 7 se la denomina impedancia intrinseca del

medio:
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p="H_ K (6.22)

en el vacio su valor es aproximadamente 1207 ~ 377 Q.

6.2 Efecto Doppler

El efecto Doppler consiste en el desplazamiento en la frecuencia que un observador
mide cuando el emisor o ambos estdn en movimiento relativo. Si el emisor se acerca al
receptor con una velocidad u y estd emitiendo una onda electromagnética de frecuencia

f, la frecuencia que detecta el receptor es:

f'=1

1+ 2cos@} (6.23)
¢

donde la igualdad es vélida solamente en primer orden de aproximacién, ¢ es la
velocidad de la luz en el vacio y @ es el dngulo entre la direccién del movimiento del

emisor y la direccién entre la posicién inicial del emisor y la posicién del receptor.

6.3 Ondas transversales

Las ondas planas estudiadas en la seccién 6.1 se caracterizan porque los campos E y H
son perpendiculares entre si y perpendiculares, a su vez, a la direccién de avance de la
onda, por ello se llaman transversales. En la citada seccién, la direcciéon del movimiento
se ha tomado como la del eje z, pero esto no tiene porque ser de esta forma, en el caso
més general la direcciéon de la onda puede ser cualquiera. Si se toma un vector nimero

de onda (en un sistema de ejes cartesianos):

k=ak +ak +ak (6.24)
el campo eléctrico fasorial se puede escribir como

E(r)=a E¢'™ (6.25)

Donde a, es un vector unitario en la direccién del campo E, r es el vector posicién del
plano de onda y k es vector normal a dicho plano que indica la direcciéon de avance de la

onda. La expresién instantdnea de E sera:
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E(r,t) =a FE cos(wt —k-r) (6.26)

El campo H se obtiene de E por medio de las ecuaciones de Maxwell, teniendo en
cuenta las componentes cartesianas de a,. Por supuesto esto se puede hacer en cualquier

sistema de coordenadas ortonormal con sus correspondientes coordenadas.

6.4 Polarizacién de ondas planas

En el caso més general, una onda plana viajera en la direcciéon z tiene dos componentes

para el campo eléctrico E:
Ez)=Fa +Ea (6.27)

La expresién temporal de las componentes E, y E, (recordamos que no se usa distinta
notacién para distinguir los campos en forma fasorial de los campos en el dominio
temporal, sino que se indica cada vez en que dominio se trabaja cuando, como en este
caso, se necesite utilizar una formulacién u otra), tomando por comodidad las

componentes en referencia seno.

E =E sen wt—kz (6.28)
E =E,sen wt—kz+0 (6.29)
amplitud dada por:

E,=E yE, =Ee" (6.30)

2

Donde F, es la amplitud de la componente de E en la direccién z, E, es la amplitud de
la componente de E en la direccién y y € es el dngulo de fase temporal que lleva E,

sobre E, (diferencia de fase entre E, y E,). En el punto z =0 se cumplen las expresiones:

E,
sen wt = —= (6.31)
E

1

sen wt cos f + cos wt sen § = E” (6.32)
2

teniendo en cuenta la relacién entre el seno y el coseno y usando(6.31), la ecuacién

(6.32) se convierte en:
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aFE? + bEE + cEj =1 (6.33)
1 1
con g =-——-—>—; b= 2COSQ; ¢ = ————. La ecuacién (6.33) representa la
E’ sen” 0 EE, E; sen” ¢

ecuacién de una elipse de semiejes a, y a¢ figura 6.1.

a
En la figura 6.1, se observan los siguientes elementos, tgé = +— = il, tgp=—2%y
a

R E

1

a que es el dngulo de giro. Al dngulo & se le conoce como dngulo de elipticidad y
caracteriza la forma de la elipse asi como el sentido de giro de la misma, su valor va
entre -7/ 4 y n/4, a la cantidad R se la conoce como razén azial de la elipse y varfa
entre uno (polarizacién circular) e infinito (polarizacién lineal). Los dangulos « y & se

relacionan con los pardmetros F,, £,y 6 mediante las relaciones:

tg2a = tg 21 cos O —n/2<a<m/2

donde 0 <y <7 /2
sen2f =sen2¢ysen —7/4<E<7/4 onde 0 < <7/

La elipse degenera en una linea recta para £ = 0 y es una circunferencia para & = +7z/4.
En el caso de polarizacién lineal, Si la tgi es cero, se tiene polarizacion lineal segiin el
eje z, si la tgy vale infinito (7 = 7/2) la polarizacion es lineal segin el eje y, si E, = E,
y ademds € = 0 también se tiene polarizacién lineal pero con el eje y de la elipse
girado 45° respecto a z. Valores positivos de & corresponden a valores positivos del
sen(6#) vy se relacionan con el giro del vector campo eléctrico en la direccién contraria a
las manecillas del reloj segin crece ¢, mientras que si el seno(8) es positivo el valor de &
serd negativo y el vector E girard en el sentido de las manecillas del reloj. Si E, = E, y
6 = 90° la polarizaciéon serd circular a mano izquierda, mientras que si € = —90° la
polarizacién serd circular a mano derecha (D.K. Cheng; J. D. Kraus and D. A. Fleisch;

F. T. Ulaby)
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Figura 6.1

Elipse de polarizacién en el plano xy para una onda viajera en la direccién z

6.5 Ondas planas en medios con pérdidas

En los medios conductores, la conductividad o es distinta de cero y por lo tanto en
dichos materiales bajo la influencia de un campo eléctrico, existird un flujo de corriente
con densidad dada por la Ley de Ohm J=0cE, en este caso hay que emplear la
ecuacién del rotacional de H con fuentes (6.8) ecuaciéon que tras tomar la derivada

queda como:

VxH= o+ jwes E (6.34)
y la correspondiente ecuacién de ondas de (6.9):

V’E = jup o + jws E (6.35)
de forma similar se obtiene la ecuacién para el campo H:

V*H = jup o + jwe H (6.36)
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Como se ha indicado al final del capitulo 5°, si se llama ~° = jwu o+ jwe al

coeficiente complejo de la ecuacién (6.36), » se puede escribir como: ¥y = a + jf. Las

ecuaciones (6.35) y (6.36)se transforman en:

V’E = ’E (6.37)
V’H = +’H (6.38)

cuyas soluciones son del tipo (6.18),

E(z)=E e’ +E e (6.39)
H (2)=H, e +H e (6.40)

como se indicé anteriormente cada campo consta de la suma de dos términos, uno
marcado por el signo 4+ que representa una onda que avanza en la direccién z positiva,
mientras que el término marcado por el signo — representa una onda en el sentido z
negativo. Las amplitudes pueden ser cantidades complejas. A la constante y se la conoce
como constante de propagacion. Si explicitamos las partes real e imaginaria de la

constante de propagacion y, las igualdades (6.39) y (6.40) se pueden rescribir como:

E(2)=E e e’ + E eve'™ (6.41)

T

H (2) = H(;e_”ze_j“” + H(;:e”zej"z (6.42)

Y
los coeficientes con exponente —a 2z para z crecientes y « z para z decrecientes,
representan un factor de decrecimiento de las correspondientes amplitudes
Eot , H;Z , B,y H, respectivamente. Por esa razén a la constante « se la conoce como
constante de atenuacion (su unidad es el neper por metro Np/m). Los factores con
exponentes del tipo +jf z representan un término de fase y a la constante £ se la conoce
como constante de fase (se mide en radianes por metro rad/m). Si nos quedamos solo

con la parte de las ondas en la direccién z positiva, tras sustituir en las leyes de

Faraday, se deduce que,
—yE e = —jupH e (6.43)

expresion de la que se obtiene la importante relacion:

E, _ jwp
=ty 4
Oc

si nos hubiésemos quedado con las soluciones que van en la direccién de z decreciente:
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—Le =y (6.45)

las expresiones (6.44) y (6.45) nos dicen que las fases no son independientes sino que
estdn relacionadas a través de una constante 7, a la que se conoce como impedancia
intrinseca. La constante intrinseca, 77,, se mide en ohmios Q (dado que es el cociente
entre un campo eléctrico y un campo magnético: Vm'™ / Am™ =Q). Por supuesto 7, es, en

general, una magnitud compleja y por lo tanto tendrd una amplitud y una fase ny 6,

n, =mne" (6.46)

Teniendo en cuenta (6.44), (6.45) y(6.46), la igualdad (6.42)se puede poner como:

+ E7
—az_—jBz 16, jBz —I9,
H (z)=—¢e e ’"e " ——evee (6.47)
‘ N n

si las amplitudes son complejas:
+ ot 0 - 00
Eoc - E() € Eoc _ E()e (6'48)

las expresiones (6.41) y (6.47) se convierten en:

—az _—jBz _jo — i3z _j0
E (z)=FEje “e """ + E e e’ (6.49)
E' . 0 E N
—az_—jBz —I8, 56 Bz —30, 40
Hy(z) =0 g e Mgl 0 %l Mgl (6.50)
n n

multiplicando por la fase temporal ¢’ y tomando la parte real (para la onda en sentido
z positivo, para la parte con z decrecientes la expresiéon es similar) se tiene la expresién

instantanea de los campos:

E (z,t)=Eje " cos wt— [z +6, (6.51)
E+
I{y(z7 t) — 706_‘“ cos wt — 62 + 0+ — 6], (652)

como el medio es con pérdidas la constante [ es la parte imaginaria de y y no tiene

porque valer k = wyfpue, como en el caso de medios sin pérdidas, pero si se define un
nimero de onda complejo £, relacionado con y por y = jk, se puede definir una

expresiéon formalmente similar si se introduce una constante dieléctrica compleja ¢, de

forma que k£ = wy/ue, . Se define entonces:
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sezel—je”ze[l—jwig]ze—j% (6.53)

donde ¢ es la constante dieléctrica del material (no compleja). Se ve en (6.53) que la
constante dieléctrica compleja depende de la frecuencia. En funcién de la constante

dieléctrica compleja se puede escribir la constante de propagacién como:

v =+ j8 = jw\ue e L=Ji= (6.54)

% nyh
o _ 7 €
l—l—,—] = Jwal e ]

de donde se deduce que la parte real de g, &’ = & mientras que la parte imaginaria

g . . . . . .
¢” = = . Al cociente de la parte imaginaria a la parte real de la constante dieléctrica se
w

le conoce como tangente de pérdidas

tg8 = — (6.55)
we

donde al dngulo o, se le conoce como dngulo de pérdidas. El dngulo de perdidas da
indicacién de si un medio es mal o buen conductor, si J, es muy pequeno el medio es un
buen aislante mientras que si J, es muy grande es un buen conductor. Nétese que el
cardcter de buen o mal conductor, para un material, no depende solo de la
conductividad y de la constante dieléctrica, sino que también es funcién de la frecuencia,
asi un material puede ser aislante a determinadas frecuencias y conductor a otras. El
nombre de tangente de pérdidas se entiende mejor (C. R. Paul et al), si nos fijamos en

la ecuacién de Ampére (en forma fasorial):

VxH=J =J  +J  =0E+ jweE (6.56)

cond desp

se ve que el segundo miembro es una cantidad compleja cuyos dos términos tienen un
desplazamiento de fase temporal de 90°. Si se representan en un plano complejo (figura

6.2), se comprueba que:

Jmnd
tgp =—7 = — (6.57)
g

desp

y de ahf viene el nombre de tangente de perdidas pues relaciona la pérdida de energia
por conduccién con la energia que se almacena en la corriente de desplazamiento y su

cociente da una medida de la pérdida natural de energia en el material.
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JdeSD (0
Jcond
Figura 6.2

Tras elevar al cuadrado la ecuacién (6.54) y separar la parte real de la imaginaria se

obtiene que

o’ — B = —wpue' (6.58)
203 = wpe” (6.59)

Las ecuaciones (6.58) y (6.59) forman un sistema de ecuaciones de segundo grado que
resuelto suministran el valor de las constantes de atenuacién y fase en un medio con

pérdidas en funcién de la constante dieléctrica compleja (sus partes real e imaginaria)(F.
T. Ulaby)

b
!/ "
a=wE| 1+]5] -1 (6.60)
/
2 €
E/ 5” %
B=w/E | +]|5]+1 (6.61)
2 € |

Se ha visto mas arriba que la impedancia intrinseca en los medios sin pérdidas es

compleja, su valor es:

_1

" h

ncz,/ﬁz,/ﬁ, I (6.62)
E, € €

Recordando que:
" o
—=— (6.63)
€ we

es la tangente de pérdidas. Al ser la impedancia intrinseca compleja, en los medios con

pérdidas, los campos E y H no estan en fase temporal como en los medios sin pérdidas.
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Se sabe (véanse las ecuaciones (6.49) y (6.50)) que la amplitud de una onda plana

uniforme que se desplaza en direccibn z en un medio con pérdidas, decrece

e “ , decrecimiento que se corresponde con

exponencialmente segin la expresién ‘EJ

una atenuacion de la energia transportada por la onda, energia que se pierde convertida

en calor. Se define la profundidad de piel 6 como la distancia en la que la onda se

. . . 1 .
amortigua una cantidad igual a e”, esto sucede para § = — y da el orden de magnitud
@

de la distancia que penetra una onda en un medio dado. En un dieléctrico perfecto ideal,
la conductividad es cero y por lo tanto la constante de atenuacién también lo es y la
profundidad de piel es infinita (las ondas en el espacio vacio no sufren pérdida) el
extremo opuesto lo ofrecen los conductores ideales en ellos la conductividad y la
constante de atenuacién son infinitas y por lo tanto & es cero (la onda no penetra nada
en un conductor perfecto). Se dice que se tiene un dieléctrico con pequenas pérdidas si
¢”/¢’ < 107 , un buen conductor si €”/¢’ > 10° y un cuasi-conductor entre esos dos

valores.

6.5.1 Dieléctrico con pequenas pérdidas

De la expresién (6.54), teniendo en cuenta que £”/¢” < < 1, y que en el desarrollo

binomial de (1 — a)% ~]1— % + @% + ..., sl ‘a‘ < 1 se deduce que:

" 1 8”
~ julue' |1 - j=—+=|= 6.64

si se separan las partes reales e imaginarias de (6.64) se obtienen las constantes de

atenuacién y de fase:

"
= B Z\/E (6.65)
2 \e 2\Ve

8 =~ wye’ 1+1[€_'f] = w\ue 1+é[i] (6.66)
9

we

nétese que en primera aproximacion el valor de S coincide con el valor de k en los
medios sin pérdidas. Usando de nuevo el desarrollo de (1— a)fg en la expresion (6.62) ,

se obtiene que:
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"
/,u € fu
" g j2€’] €

de donde se deduce que los campos E, y H, no estdn en fase temporal como en los

1+ ji] (6.67)
2we

dieléctricos perfectos, como se indic6 anteriormente. Como la velocidad de fase es el

cociente entre  y S de (6.66) se deduce que:

"
8le

si como es habitual para pérdidas pequenas, £”/g” < 0,01 se puede prescindir de los

1

(6.68)

dltimos sumandos en (6.66), (6.67) y (6.68) y se obtienen los mismos valores que en los
dieléctricos perfectos salvo que en este caso siempre existe un término de atenuacién de

la amplitud dado por (6.65)

6.5.2 Buenos conductores

"
En el caso de buenos conductores, E—/ > 100, aproximando las expresiones (6.60) y (6.61)
€

" "
€

(esto es considerando que uno es mucho menor que — y que — — 1=~

"
g

l ! /
& &

) quedan las
€

siguientes expresiones para las constantes de atenuacion y de fase:

a > \mfpo B~ \rfuo (6.69)

Igualmente, aproximando la expresién (6.62), se obtiene:

~|Tf QU

n= @+ i)E =+)= (6.70)
g g
1474 ¥
en las tres tltimas expresiones, se ha empleado que w =2nf y que \/; Sl eJA ,
2
ademds se ha tenido en cuenta que ¢” = g y que € = ¢’. En un buen conductor la
w
profundidad de penetraciéon o profundidad de piel, es:
1 1 A u

§= - — = — -2 _ (6.71)

1
o E /qug 2w w
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Recordar finalmente, que todas las expresiones de los dos tltimos epigrafes son meras
aproximaciones y que en cada caso concreto habra que calibrar si son 1ttiles o no, esto
es, si hay que usar mé&s términos en las aproximaciones o si hay que utilizar las

expresiones sin aproximar.

6.6 Velocidad de grupo

Se ha visto en el epigrafe 6.1 que para una onda plana uniforme de frecuencia o, los

frentes de dicha onda se mueven con una velocidad que se denomina de fase u; de valor:
u, =— (6.72)

Si el medio es el espacio libre (o en general sin pérdidas), se sabe que la constante de

fase es proporcional a la frecuencia,
B =k =wyue, (6.73)

En estas condiciones, la velocidad de fase resulta ser constante e igual a:

u — (6.74)
’UIOSO

En general en los medios con pérdidas la constante de fase no es lineal con la frecuencia

sino que se relaciona con ella de un modo complicado:

(6.75)

Blew) = () = I |ffwplo + juwe)

Si se envia un grupo de ondas de distintas frecuencias formando un paquete (una senal
modulada para transmitir una senal radiofénica o de televisiéon, por ejemplo) y la
transmisién es a través de un medio sin pérdidas se cumple que el paquete llega tal y
como ha sido enviado pues todas las ondas componentes se mueven por el medio con la
misma velocidad. Si por el contrario el medio de transmisién es un dieléctrico con
pérdidas las ondas componentes se mueven por él con diferentes velocidades y el paquete
llega al receptor distorsionado. A los medios sin pérdidas se les llama no dispersivos y a
los medios con pérdidas dispersivos (veremos mas adelante, que las guias de onda
aunque estén rellenas de un medio sin pérdidas pueden ser elementos dispersivos para la

transmision de ondas). Es usual, para cada medio concreto, construir en un diagrama la
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relacién entre la frecuencia y la constate de fase, diagramas o—f. En la figura 6.3 se

muestra los diagramas para un medio no dispersivo (a) y para un medio dispersivo (b).

En el medio no dispersivo el diagrama es una recta de pendiente ;e mientras que, en
el medio dispersivo, hay que determinar la velocidad de fase para cada punto de la
curva, uniendo el punto con el origen mediante una recta y calculando la pendiente de

dicha recta

@ A o
A
(a)
a)p
u, = Qo= /{F
HE
&
i 5B
Figura 6.3

Velocidades de fase en medios no dispersivos y de fase y grupo en medios dispersivos

El grupo de ondas estd formado normalmente por una onda portadora de frecuencia o,
(alta) alrededor de la cual hay otras ondas que difieren poco de la frecuencia de la
portadora, estas ondas estdn “envueltas” en una onda que define el grupo y que se
mueve con determinada velocidad u, a la que se denomina velocidad de grupo. La
velocidad de grupo en un punto de la grafica 1.3 (b) se determina calculando la

pendiente de la recta tangente en el punto p que analiticamente coincide con:
Cdw 1

w =1 (6.76)
g dg dg
7

La velocidad de grupo en medios dispersores puede ser mayor o menor que la velocidad

de fase. Si es mayor se dice que se tiene dispersién anémala y si es menor se dice que la
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dispersién es normal. En medios no dispersivos las velocidades de grupo y de fase
coinciden. En medios dispersivos la velocidad de fase de algunas de las ondas del
paquete puede ser superior a la velocidad de la luz v,, en dicho medio, mientras que la

velocidad de grupo nunca puede ser mayor que v,

6.7 Flujo de potencia electromagnética y vector de Poynting &

El campo E tiene unidades de V/m y el campo H de A/m, el producto de ambos tiene
entonces unidades de AV/m’y como Amperio xVoltio = Vatio, el producto de los dos
campos representa, desde el punto de vista fisico, una densidad de potencia por unidad
de drea, con unidades W/m’ Sea entonces, un vector & al que se llama Vector de
Poynting que representa la densidad de potencia transportada por el campo

electromagnético de la siguiente forma:

P =ExH W/m’ (6.77)
De la férmula de la divergencia de un producto vectorial, se sabe que:

V-ExH =H- VXE —E- VxH (6.78)
Sien (6.78) se utilizan las ecuaciones de Maxwell, se obtiene la siguiente relacion:

v.ExH =0 B _2 g (6.79)
ot ot

o lo que es lo mismo:

v.7z-08, 582 k5 wn (6.80)
ot o

Que es la forma puntual del Teorema de Poynting. La forma integral de este teorema se

formula como:

~fFds= [EB-ddv+ [

La integral del lado izquierdo de la igualdad representa el flujo, hacia dentro del

E- —+H —]d W (6.81)

volumen v, del vector de Poynting. La primera integral de la derecha es un término de

disipacién de potencia en el volumen v. Si el medio es Ohmico, lineal, is6tropo y con los
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pardmetros constitutivos no dependientes de ¢, se verifica que: J =0E; y la integral se

transforma en:

P = f oE’dv (6.82)

dis

término relacionado con la pérdida de potencia ohmica (efecto Joule) y el movimiento
de cargas libres en v. Si se tiene en cuenta que para medios lineales e isétropos con las

constantes & wuy o independientes del tiempo se verifica que,

2
O|E 2
E.a_D:E.aE_E:lgl:lgaE (6.83)
ot ot 2 oat* 2 9t
2
OB opH 1 OH 1 ap?
i & o el N S 6.84
ot ot 2" ar 2" ar (659
la tercera integral de (6.81) se transforma en:
oD OB o rfl ., 1 _,
B2 u Bl Lo L |a 6.85
f[ ot ot 8tj;[2 2 (6.5

1
Se sabe que W = §€E2 representa la densidad de energia eléctrica almacenada en el

mag

1
campo E y que W = E/LH * es la densidad de energia magnética almacenada en el

campo H. De esta forma la integral del lado derecho de (6.85) representa la variacién
temporal de la energifa electromagnética almacenada en el volumen wv. En estas
condiciones, se puede enunciar el Teorema de Poynting de la siguiente manera: el flujo
neto hacia dentro del vector de Poynting a través de una superficie S, que encierra un
volumen v, es la suma de dos términos, el primer término representa la potencia
disipada por el movimiento de las cargas en el volumen (potencia ohmica), mientras que
el segundo término se relaciona con la variacion temporal (crecimiento) de la energia

electromagnética almacenada en el volumen.

El vector de Poynting & = ExH se debe interpretar como la velocidad de transferencia
de la energia electromagnética a través de una superficie cerrada. Su direccién siempre
es perpendicular a los vectores de campo E y H. Por otro lado, en el caso general, los
campos E y H son complejos y las expresiones de las densidades de energia eléctrica y

magnética se pueden expresar respectivamente como:
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1 *

w, = ;SE -E (6.86)
1 *

w o= §,MB~B (6.87)

de la misma forma la densidad de potencia ohmica, se puede poner como:

pghm = UE ) E* = J : J

(6.88)

o

Una manera de ver que el vector de Poynting, viene dado por (6.77) es partir de la
energia electromagnética que hay en el interior de un volumen dado v y determinar la
perdida de energia en ese volumen por efecto Joule ( S. V. Marshall et al), entonces el

flujo de energia hacia fuera del volumen v es, de la ecuacién (6.81):

if.ds:—g v[%eEQ —|—%uH2 dv—f;aEzdv (6.89)

Tras aplicar el teorema de la divergencia

V.:}f:—%[%gEz-i-%uHQ]—aEQ (6.90)

que usando las expresiones (6.83) y (6.84) se puede escribir de la forma equivalente

OE OH
V- =—|cE-—+uH-—|—0cEE 6.91
[5 or 8t] 7 (6.91)

utilizando las leyes de Maxwell se obtiene que:

VxH-J V xE
€ Y

V- P =—<E —oF’ (6.92)

Teniendo en cuenta la Ley de Ohm y que V- AxB =—-A-VxB+B-V xA, se tiene

finalmente que:
VV-# =V- ExH (6.93)

Con lo que el vector de Poynting & que representa el flujo de energia hacia fuera en el

volumen v, queda

P =ExH W/m’ (6.94)
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como cabfa esperar.

6.7.1 Densidades de potencia media e instantanea

Se sabe que, en general, las soluciones instantdneas de las ecuaciones de onda para los
campos eléctrico y magnético son complejas E, y H, y por lo tanto tienen una parte real
y otra imaginaria. Los campos fisicamente reales (en referencia coseno) se obtienen

tomando la correspondiente parte real de los campos complejos,

E=Re(Ee ™) H=ReHge ™) (6.95)

)

recordando que las amplitudes pueden ser cantidades complejas, por ejemplo E, = E,. +

Jwi

JE; y teniendo en cuenta la forma binomial de e, tras sustituir en la expresién (6.95)

se tiene que:

E=E, coswt+E senwt, H=H coswt+H senwt (6.96)

Y, por lo tanto, el vector de Poynting instantdneo toma la forma
# =ExH= E xH cos’wt+ E xH sen’wt +[ E xH + E xH |senwtcoswt (6.97)

La cantidad fisicamente interesante no es propiamente & pues los valores instantdneos

fluctian mucho con el seno y el coseno. Lo interesante es el valor promedio en un
. . 1 .
periodo (en @), teniendo en cuenta que <sen2 wt> = <0082 wt> = 5 y que también se

cumple que <sen wt cos wt> = 0, se tiene para el valor promedio del vector de Poynting:
F\=1E xH E,xH

< >_§[ or X Hy, By X H } (6‘98)

Se deja al lector la tarea de comprobar que:

(7) = %Re E xH (6.99)
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6.8 Incidencia normal de ondas planas sobre planos de discontinuidad

Se sabe que cuando una onda que viaja por un medio con determinados pardmetros
constitutivos y se encuentra con una superficie de discontinuidad que da paso a otro
medio con pardmetros constitutivos distintos, la onda, si el segundo medio es un
conductor perfecto, se refleja totalmente, mientras que si el medio no es conductor
perfecto (conductor imperfecto o dieléctrico) parte de la onda se refleja y parte se
transmite al medio. En el presente epigrafe se va a estudiar la incidencia perpendicular
de una onda plana sobre una superficie de discontinuidad plana entre dos medios con
parametros constitutivos distintos, siendo ambos no conductores, en el siguiente epigrafe
se estudiard la incidencia sobre un buen conductor, y en el tercero se estudiara el caso
méds general de incidencia oblicua. El tema finaliza con el estudio de la incidencia sobre

superficies planas de ondas planas polarizadas.

Sea una onda plano-polarizada (segin el eje z) que incide normalmente, por un medio
(1) de pardmetros intrinsecos (&, p,), sobre una superficie de separacién de
discontinuidad con otro medio (2) de pardmetros intrinsecos (&,, 4,). Supongamos que la
onda avanza en la direccién z desde la zona negativa, y que el plano de discontinuidad

es z = 0 (figura 6.4).

(1, &, w) (2,6, 1)
H k, k
E,
H,
k,

Figura 6.4
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Por razones de coherencia en la frontera, es necesario que en el lado izquierdo de la zona
de discontinuidad aparezca, a la vez que la onda incidente, una onda reflejada y en el

lado derecho una onda transmitida.

Suponiendo como se ha indicado que la polarizacién (E) de la onda incidente apunta en
la direccién z”, y como la onda avanza segun la direcciéon z’, el campo H incidente
apunta en la direccién y*. Los campos reflejado y transmitido se toman de forma que la
polarizacion sea la misma que la incidente (es una eleccién arbitraria que puede cambiar
en el resultado final), entonces dado que para la onda reflejada su direccién de avance es
z ~ se cumple que la direccion de H, es la contraria a la incidente esto es 1y, mientras
que el campo magnético H,, de la onda transmitida, tiene la misma orientacién que en

la onda incidente. Resumiendo, para los campos instantdneos en un punto (z, t):

i0 j(wt—‘/ilz)a

- J(wt—p3,2) . _
E (2,t) = Re[Eme am}, H (z,1) = Re . e ,
z <0 27 ;
E (2,t) = Re[E,Oej(“’H‘glz)a,l; H (z,t) = Re|——L "5
' ' ! ' m, / (6.100)
j(wt—5,z) EtO J(wt—35,2)
z>0 Et(z,t):Re[Etoe‘ : az}; H (z,t) = Re|—¢™" ™"a
,
donde como siempre, [ = w,/sl,ul; n, = %; B, = w4/€2,u2; n, = % . En la
1 2

segunda regién suponemos que no hay superficies que reflejen la onda transmitida y por
eso no existe onda viajera hacia la izquierda en esa zona. Las fases desconocidas se
encuentran aplicando las condiciones en la frontera para los campos E y H de los que
sabemos que conservan la componente tangencial (para el campo magnético se supone la
superficie libre de corrientes), por lo tanto se cumple que (en z = 0 y forma fasorial):
— . i0 r0 0

E, +E =E_; -0 0=_0 (6.101)
sistema de ecuaciones del cual se pueden hallar los valores de las cantidades

desconocidas FE,, y FE,, en funcién de las cantidades conocidas, las impedancias

intrinsecas de ambos medios y la amplitud de la onda incidente. En estas condiciones se

tiene que:
E,=TE_; E,=1E, (6.102)
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Donde a se I' le denomina coeficiente de reflexion y a © coeficiente de transmision, con
valores, en funcién de las impedancias intrinsecas, dados por:

F_772_771. = 2772

n,+mn’ n, +1,

(6.103)

Estos coeficientes cumplen la relacién I' = 1- 1. En el caso més general los medios
pueden tener pérdidas y las amplitudes, impedancias intrinsecas y coeficientes de

transmisién y reflexién pueden ser cantidades complejas.

6.8.1 Transmisién de potencia a través de fronteras entre medios distintos

Vamos a determinar el valor del flujo de potencia electromagnética a través de una
superficie de discontinuidad tal como la de la figura 6.4. Sabemos del epigrafe 6.10, que
el valor promedio del flujo de potencia viene dado por la expresién (6.99). Segin esa
expresion se tiene que, suponemos que el medio 1 no tiene pérdidas mientras que el

medio 2 puede tenerlas:

<‘7§<0> = %Re a, EiO 67'“"2 + Fej‘iiz X a’l/ 0 7 Br Fe_j,'ilz ‘
e n
2 | : (6.104)
_‘ 27, P E
— az ‘ i0 Re 1 . ‘Fr + FeZJ)ﬂz - F e—z]‘dlz _ az ‘ i0 1 _ ‘F 2
2771 2771

que nos da la diferencia entre la potencia incidente y la reflejada siendo FE,, la amplitud

del campo incidente. Esta diferencia debe de ser igual a la potencia transmitida:

* 2 2
<z7f>0> = %Re amrEme*j‘”?Z xa ﬂe“f] =2 MRe (6.105)

m,

pues como se ha indicado el primer medio no tiene pérdidas (7, real) y el segundo puede
tenerlas (7, puede ser complejo). De las expresiones (6.104) y (6.105) e imponiendo

conservacién de la energfa se obtiene que:

A

*

1 =g Re (6.106)

7,

El lector puede comprobar que si en ambos medios hay pérdidas se cumple que:
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cos(6 ‘F‘
[ —‘ ‘] '1 sen(20z — 0, )sen(0 ‘ ‘ (6.107)

)
donde 6, 07] y 9‘"‘ son las respectivas fases del coeficiente de reflexién y de las

impedancias intrinsecas de los medios (1) y (2). Se define, finalmente, la razén de onda
estacionaria, S, como la relacién entre el valor maximo del médulo de E(z) y el valor
minimo de dicho médulo. Teniendo en cuenta que la expresién fasorial del campo E en
la region (1) es:

E(z)=aF e ""(1+Te") (6.108)

1

Se tiene que S vale

E H _1+‘F‘

S = mex _— _max _ (6.109)
Emin Hmin 1 - ‘P‘

de donde se deduce que:

It = S5-1 (6.110)
S+1

6.8.2 Incidencia normal sobre un conductor perfecto

Si la regién (2) es un conductor ideal o — oo, la onda incidente se refleja totalmente
dado que puede existir campo eléctrico en el interior del conductor, entonces t = 0y I’
= — 1, solo existe campo en lado izquierdo (figura 1.4) y vale (R. P. Clayton et al, D. K.
Cheng, M. Zahn, S. V. Marshall et al):

E (z,t) = Re[E Ht=h2) m}, H (z,t) = Re —“]ej(”t'ilz)ayl
L <0 " (6.111)
E (z,t) = Re[Emej(”Hle)aT}; H (2,t) = Re|——% !y )
. 0,
donde en un medio sin pérdidas (espacio libre) n, = [i, / €5 B, = wyl1,g, , debe notarse

que en la fase espacial de la onda reflejada el signo es negativo (la onda se mueve en la
direccién —z), ademds para que la onda reflejada avance en la direccién 2z~ el campo

magnético reflejado debe ir en sentido contrario al del campo magnético incidente
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(podian tomarse las direcciones de los campos magnéticos incidentes y reflejados en el
mismo sentido con lo que los campos eléctricos deberédn llevar sentidos opuestos). Por la
condicién de continuidad para el campo eléctrico en la frontera, z = 0, y cualquier

instante (en particular ¢ = 0) se tiene que:
E =-E (6.112)
con lo que el campo eléctrico total en la zona de existencia es:

E(z,t) =E, (2t) + E, (2t) = Re|E, e N e e = 2E, sen Bz sen wt a_  (6.113)

K3

mientras que para el campo magnético total, se obtiene la expresion:

E
H(z,t) = 2n—7“cos Bz cos wt a (6.114)
1

de las expresiones (6.113) y se deduce que el campo eléctrico y el campo magnético

tienen una diferencia de fase de % rad, tanto en fase temporal como espacial.

Las amplitudes (fasoriales) son:

sen [3z ‘ ; ‘H(z)‘ =2 By

[B(2) = 2B, )

cos Bz ‘ (6.115)

teniendo en cuenta que B = 27/, las amplitudes se anulan en los valores de z dados
que [, p

por:

=" n =012 para [B]: 2 =" m =135 para [H) (6.116)

El campo E (para cualquier instante) tiene un méximo o un minimo cuando z es un

miiltiplo de /\/ 4 y se anula en los muiltiplos de )\/2. Para el campo H sucede lo

contrario. Ambos hechos indican que se tiene una onda estacionaria en la zona de
existencia del campo (z < 0). De las expresiones (6.113) y (6.114) , se deduce que el
valor promedio (temporal) del vector de Poynting en la onda estacionaria es cero, pues
el promedio en un periodo de sen(wt)cos(@t) es cero, esto indica que la energia oscila

entre los dos campos, siendo sus valores promedios (D. H. Staelin et al):

2

E
<M/elf’> - 61E'i20 Sen2 ﬁlz’ <I/I/;7L(Lg> - 'ul 7720 C082 /812 (6117)

1
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con lo cual queda que la energfa es constante en la zona (z <0) e igual a:

e E’ (6.118)

17740

por otro lado de la condicién en la frontera para la componente tangencial del campo

magnético se deduce que:
2F

J =—"cos wt a A/m (6.119)
A

Se puede demostrar que se ejerce una fuerza sobre el conductor, llamada presién de

radiacién, que vale (M. Zahn):

F— %Js «H (6.120)

6.8.3 Incidencia normal sobre un medio con gran conductividad

Si el medio (2) tiene una conductividad no nula tal que 1 << o,/we, sabemos que la
constante dieléctrica (&) es compleja y que lo son el nimero de onda (y) y la

C

impedancia caracteristica(7,). En estas condiciones se puede aproximar p, por:

,wu o ,
Yy, = % 1—j (6.121)

esto significa que en la zona (2, z > 0) hay campo transmitido pero es una onda que

. . W, O,
rdpidamente decrece exponencialmente con [, = 2 2

que coincide, como ya se ha

. : : : ’ 2
visto, con la inversa de la profundidad de piel 6 = . Se puede demostrar que en
WiL,O,

este caso (medio muy conductor) los coeficientes de reflexién y transmisiéon se

aproximan a (D. H. Staelin et al):

2 2
Poe |25 g e [ZB5 (6.122)
'LL10-2 'LLIO-Q
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6.9 Incidencia oblicua de una onda plana sobre un plano de discontinuidad

6.9.1 Propagacién de ondas planas en cualquier direccién

En este apartado se va a generalizar el concepto de incidencia de ondas planas sobre
planos de separacién en dos medios electromagnéticos diferentes. La generalizaciéon va
a ir en dos direcciones: a) ondas planas uniformes en incidencia oblicua y b) ondas

planas no uniformes en incidencia oblicua.

Veamos en primer lugar como varfan las expresiones de los campos cuando la direccién
de propagaciéon no es la direccién z como se ha estudiado hasta ahora. Sea una onda
plana que se propaga en un sistema de ejes cartesianos en una direccién k. Sin pérdida
de generalidad se puede suponer que esta direccién estd contenida en el plano XZ (D. H.
Stealin et al, M. Zahn, L. C. Seng). Si se supone el campo polarizado en la direccién Y

(el fasor) es:

E=aFEe™ (6.123)

y 0

donde 2’ es la coordenada en las direcciéon de avance de la onda y k es el numero de

onda k = wy/ep (medio sin pérdidas), figura 6.5

v

Figura 6.5

Onda plana uniforme moviéndose en una direccién cualquiera

La coordenada z”se puede escribir en funcién de las coordenadas z e z, como ( M.Zahn)
2/ =xsenf + zcosf, con lo que k2’ =krsenf+kzcosf. Si se define el vector

k = (kw,ky,kz) = (ksen®,0,kcos @), la expresioén (6.123), se puede poner como:

—jkr
E=afe’ (6.124)
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en donde r es un vector que va desde el origen al plano de la onda con fase constante
kr = cte (en la figura el plano 1). La discusién anterior se puede formalizar para una

direcciéon k cualquiera, pero la expresién (6.124) seria la misma. Se sabe, ademds, que
kek=k =k +4 =8 (6.125)

En estas condiciones al vector k se le denomina vector nimero de onda de una onda
plana uniforme (en este caso E, es constante en el frente de onda) y nos suministra la
direccién de avance de la onda (o del vector de Poynting). Si los frentes de onda
mostrados en la figura 6.5, representan frentes separados una longitud de onda

A= 27r/k, se pueden definir longitudes de ondas proyectadas sobre los ejes (segmentos
definidos por la intersecciéon de dos frente de ondas consecutivos sobre los ejes z, z )
como A\ = 27r/ ky A= 277/ k., que sustituidas en (6.125) se tiene la expresiéon( D. H.

Stealin et al):

- 1.1 (6.126)
AA

x K4

1
A
Ademas de la Ley de Faraday se sabe que

H

E k
:kXE::%@—aﬁzxa—lekﬂsz?— R (6.127)

Wik, T wp

y se comprueba que E, H y k son perpendiculares entre si. En el caso mas general de
una onda desplazdndose en una direccién cualquiera k pudiendo tener las amplitudes de
los campos componentes segiin los tres ejes y siendo la constante de la onda compleja y

representada por el vector,
Y=a+jB=va +ya +ya (6.128)
los campos (fasores) toman la forma

- a xXE
H=He " == (6.129)
n

E=E¢ ™" ;

0 Y

donde las amplitudes pueden ser complejas, 7. es la impedancia intrinseca y a, es un

vector en la direccién de propagacién de la densidad de potencia (Poynting).
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6.9.2 Incidencia oblicua entre dos medios sin pérdidas

Sea una onda que se propaga por un medio (1, &, #) e incide sobre la superficie (plana)
de separacién de otro medio dieléctrico (2, &, ) suponemos que la superficie de
separacién es el plano XY que la regién (1) es el semiespacio z < 0 y que la onda llega
con una inclinacién € respecto a la normal a la frontera a, . Se denomina plano de
incidencia al plano que contiene a la direccion de propagacién y a la normal a la
superficie frontera. Al incidir una onda sobre la superficie de separacién aparecen dos
nuevas ondas, una reflejada y otra transmitida, para asegurar que se cumplen las
condiciones en la frontera de los campos implicados. Se puede demostrar que los tres
vectores de onda de las ondas incidente reflejada y transmitida estdn en el plano de
incidencia (ver la elegante demostracién en R. K. Wangsness). En estas condiciones la

incidencia oblicua se puede esquematizar de acuerdo con la figura 6.6.

Figura 6.6

Incidencia oblicua de una onda plana polarizada en la direccién y”

Se supone que la onda plana estd polarizada en la direccién y-positiva (polarizada
perpendicularmente), manteniendo dicha orientacién (ficticia) las ondas reflejada y
transmitida (sobre cada caso préctico la orientacién real de las ondas reflejada y
transmitida —y-positiva o y-negativa- vendrd determinada por el signo de la amplitud de
dichos campos y habrd que cambiar o no dichas orientaciones), la direccién de los

campos magnéticos viene determinada por llevar la direccion de E xk. En las
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condiciones descritas (medios sin pérdidas y la geometria de la figura 1.6) los campos

involucrados son( D. H. Stealin et al, M. Zahn, L. C. Shen et al, C. R. Paul et al):

E =a Eoe TRtk ; H—=|-a %+a = 0o ka+k,,
- Z “ko Tk,
—jk -k 2 k k' E R
E —a Eol“e Jk,a—k, : H —|—a 2 _ g T 0 Pe Jk ok, (6130)
T Y T T kr z kr 7]1
—jk x+k 2 k k E il otk »
Ef = a E0T6 J kw +klz ; Hf =|—a _tz + a _tw _()Te j{z_ +ktz )
/ ' / Ck “k ),

Aplicando la condicién de continuidad de la componente tangencial del campo E sobre

la frontera z = 0, (igual se puede hacer con el campo H) se tiene la siguiente relacién:
— k. x —k =z 7k“,z
Ee ™" + Ele ™ =E te (6.131)

Esta relacién después de eliminar F, se debe cumplir para todos los valores de z (de
hecho es la tnica variable) y esto implica que los exponentes son idénticos; de ahi se

sigue inmediatamente que:
k =k =k =k (6.132)

lo que significa que la componente tangencial (proyeccién sobre el eje ) de los tres
vectores de onda es la misma. Como se sabe que la magnitud de los vectores de onda en

el medio 1 son la misma e iguales a:
k=wpe =k =k (6.133)

y ademaés se sabe que las proyecciones sobre el eje z son el producto de la magnitud de
los vectores de onda por el seno del correspondiente dngulo (incidente, reflejado o

refractado), se tienen las siguientes relaciones:

0 k €
ksenf =ksen = |0. =0 | ksenf =k sen6 = sent L _ NS (6.134)
3 T 3 T 3 3 L L Senet kZ M181

que son la conocidas Leyes de Snell para la reflexién y para la transmisién.

Si se define el indice de refraccién en un medio m cualquiera como el cociente de las

velocidades (de fase) de la onda en el vacio y en el medio considerado,

165



Campos y Ondas

//[/7718771

C C m
nm = ,U— = % =
m Voo
km

donde ¢ es la velocidad de la luz en el vacio, la expresién (6.135) se convierte en la mas

(6.135)

habitual en éptica:

senf), = ™ sen 0, (6.136)

n,

Esta expresiéon (D. K. Cheng) se puede dar también en funcién de las velocidades de la
onda, de las impedancias intrinsecas y , si las permeabilidades relativas son iguales, de

las permitividades (absolutas o relativas) en los dos medios.

6.9.3 Angulo critico de reflexién total

De la Ley de Snell (6.136), se sabe que cuando el segundo medio es més refringente que
el primero (més denso), el rayo transmitido tiende a acercarse a la normal (el angulo 6,
< @), en cambio, si el segundo medio es menos refringente que el primero, el dngulo de
transmisién es mayor que el de incidencia. En el caso limite el dngulo de transmisién
puede llegar a valer 90° y no existe onda transmitida en el segundo medio. El dngulo de
incidencia para el cual se tiene una transmision de 90°, se conoce como éngulo critico de
la reflexiéon. Para dicho dngulo la componente z del vector de onda de la onda
transmitida tiene que ser cero (recuérdese que las componentes tangenciales de los tres
vectores de onda involucrados son las mismas segiin se puede deducir de las leyes de

Snell, (6.134)), figura 6.7.

Figura 6.7

Incidencia oblicua de una onda plana en el dngulo critico de refraccién
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Para el éngulo critico se cumple que:

(6.137)

donde la dltima igualdad es cierta si como es usual (salvo en medios ferro o ferri-
magnéticos) g, = . Para dngulos de incidencia menores que el dngulo critico existe
componente k, real, mientras que si el dngulo de incidencia es mayor que el critico no
existe componente real del vector de onda transmitido en la direccién Z. Para los

angulos con valor superior al critico de la Ley de Snell se cumple que:
sent, >1 (6.138)

y este valor es real, lo que indica que el dangulo transmitido no puede ser real sino
imaginario y por lo tanto se cumple que el coseno del dngulo transmitido debe de ser un

nimero complejo, esto implica que:
k. =k cosf, = —ja (6.139)

donde se ha tomado el signo menos en la raiz cuadrada para impedir una onda
exponencialmente creciente y por lo tanto de energia que tenderfa a infinito (absurdo).

En esas condiciones, los campos transmitidos seran:

—j kyatk, 2 —az =ik,

" E
=a Ete e et H = —a_cosf, +a_senf, —1e e (6.140)

E L= ayEOIe . n

La aparicion de un é&ngulo imaginario, surge de la suposicién de que las ondas
transmitidas son de la forma (6.130). Para dngulos superiores al critico se deduce de un
estudio detallado de las ecuaciones de Maxwell, que las ondas solucién en la zona
transmitida deben ser ondas planas no uniformes con una fase que va decayendo con la
coordenada y, esto requiere que k, sea imaginario. Existe entonces una onda que se
mueve en la direccién x y va disminuyendo en su direccién normal , z, denominada onda
evanescente, esta onda estd ligada a la discontinuidad y se la puede considerar una
onda superficial (D. K. Cheng; C. R Paul et al; D. H. Stealin et al; M. Zahn; F. T.
Ulaby; R. K Wangsness). En el texto del tltimo autor citado se puede ver también que

la onda reflejada es tal que lleva la misma amplitud que la onda incidente pero con un

desfase 6.:

E =Ee ™ (6.141)
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y demuestra, también, que esta onda reflejada estd polarizada elipticamente, dado que
los desfases, 0., para las componentes perpendicular y paralela de la onda reflejada son
distintos cuando la onda incidente estd polarizada linealmente en incide sobre la

superficie frontera con un dngulo de incidencia superior al critico.

6.9.4 Incidencia oblicua de ondas planas uniformes polarizadas perpendicular y
paralelamente

6.9.5 Polarizacién perpendicular (ondas transversales eléctricas TE)

En el epigrafe 6.15.2., las ondas incidente, transmitida y reflejada tienen polarizacién
lineal perpendicular al plano de incidencia. Las expresiones dadas por (6.130) se pueden

poner en funcién de los dngulos de incidencia y transmisién como:

—jk; sen6x+cost.z E — gk, sen6z+cosz
E =aFe™ ; H =— a cosf —a senf —Le¢
i y 0 7 T i z 2
m
— gk, sen6 x—cosb z E — gk, sent z—cosb z
E =aETle ; H =— a_cosf +a_senf —LTe (6.142)
h
—jk, sen6,x+cosf,z E —ik, enfa+cosfz
Et:ayEore e "y H =— a cosf —a_senf —1e €@ g
] 772

Donde se ha substituido €. por 6, siguiendo las Leyes de Snell. Si aplicamos a los campos
totales en ambas regiones las condiciones en la frontera (z = 0), en ausencia de
corrientes tras ajustar las fases (debido a la independencia respecto a la variable z en

ambos miembros de la igualdad Eltr] :EQM7 se reproduce la Ley de Snell

k. sen® =k senf, ), se tiene el sistema de ecuaciones:

E ' & E
E +T E =1 E; ——cosf +——"cost, = b cos b, (6.143)
, U m

donde se ha llamado I'; al coeficiente de reflexién y 1, el coeficiente de transmisién para
las ondas planas con polarizacién vertical (ondas transversales eléctricas TE).
Simplificando las ecuaciones (6.143) y resolviendo para los coeficientes de reflexién y

transmisién se tienen las expresiones:

n, cos, —n, 1 — (" )’ sen’ 6. 92 )
[ W0 T = 208 (6.144)

1 n, cos . + 771\/1 — (%)2 sen” 0, = 1, cos . + 7]1\/1 — (%)2 sen” 0
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expresiones en las que se han utilizado las leyes de Snell. A veces se emplea la

impedancia intrinseca normalizada 7 = —+ y se introduce en las expresiones anteriores

m,

(D. H. Stealin et al).

6.9.6 Polarizacion paralela (ondas transversales magnéticas TM)

En la polarizacién paralela de ondas electromagnéticas planas, el campo eléctrico es
paralelo al plano de incidencia, mientras que el campo magnético es perpendicular a él
(ondas transversales magnéticas TM). Se puede aplicar a este problema el Principio de
Dualidad (D. H. Stealin et al), que dice que se es posible deducir nuevas soluciones, de
soluciones conocidas de ecuaciones o sistemas de ecuaciones diferenciales, aprovechando
las simetrias de dichas ecuaciones y comprobando que dichas simetrias se conservan en
las condiciones en la frontera. Estudiando las ecuaciones de Maxwell en forma fasorial

para campos arménicos en ausencia de fuentes,

VXE=—jwuH; V- -E=0;

6.145
VxH= jweE; V-H=0 ( )

se ve que se transforman en si mismas si se cambia E por H, H por —-E y las constantes
constitutivas entre si. Si se hacen estos cambios pasamos de una polarizacién

perpendicular a una paralela, figura 6.8

&> u

Figura 6.8

Dualidad aplicada a los campos
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Como se puede comprobar facilmente, si no hay fuentes, las condiciones en la frontera
son consistentes con estos cambios en los campos y pardmetros (si hay fuentes o el
segundo medio es conductor esto es falso — el campo E en el segundo caso, por ejemplo,
es nulo en el interiér del conductor y por lo tanto es discontinuo—). Aplicando dualidad
entonces a nuestro problema, las soluciones para el caso de campo con polarizacién

vertical son, figura 6.9:

— gk, sen 6 x+cos b,z E —jk; sen 0,x+cos 0,2
E = a cosf —a senf Ee : H =a —Lle
i z i z i 0 i Y
h
— gk, sen6x—cos0 z E — gk, senx—cos 0z
E =— a cosf +a senf ETe ; H =a —*Te (6.146)
! 7]1
o —jk, sen6,z+cos 6,z . . EO — gk, @nﬂt:lwcosﬁtz)
E, = FE 1t a cos, —a_senf, e ; H, = a —te
1,
E, E,
k, H,
2.0
......... »
Z

Figura 6.9

Incidencia oblicua de una onda plana polarizada en una direccién

paralela al plano de incidencia zy

Aplicando ajuste de fase,

E FHEO rHEO
E0 cos 97; + FHEO cos 07; = T, COs Gt; o __r2_ T2

(6.147)
Un UN 7,
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como en el caso TFE, los coeficientes de reflexién y transmisién los denotamos por FHy T,

respectivamente, tras simplificar y despejar los coeficientes se obtiene:

7, cosf. —mn, \/1 — (”%)2 sen” 0, 21, cos 0,
- r_ 2, 2
1, cos 0. + 1), \/1 - (%) sen” 0. n, cos . + 1, \/1 — (%) sen” 0,

(6.148)

donde se han vuelto a utilizar las Leyes de Snell. De estas tltimas expresiones se deduce

inmediatamente que:

cos 01

1+T, =1 [ (6.149)

cos Hi

Como en el caso de polarizacién perpendicular en las expresiones (6.148) se puede
emplear la inversa de la impedancia normalizada, a la que se denomina y =1/7

admitancia normalizada.

6.9.7 Angulo de Transmisién total o de Brewster

Dado que, en las expresiones de los coeficientes de reflexiéon para los casos de

polarizacién perpendicular y paralela, el numerador es la diferencia de dos cantidades,

n, cos0 —n cosb, _ mcos, —n, cosb,

I' = I

L

(6.150)

n,cos 6. +n, cosb, ’ B 1, cos B +n, cos b,

nos podemos preguntar si existe alguna combinacién particular de los pardmetros
electromagnéticos intrinsecos y del dngulo de incidencia tales que los numeradores se
anulen y por lo tanto no exista onda reflejada. Esto significaria que toda la energia (la

onda) pasa al segundo medio. Para el caso de polarizacién vertical, si
n,cos6 —mn, cost) =0 (6.151)

la condicién se cumple, pero si se elevan los dos miembros al cuadrado, tras aplicar la

propiedad fundamental de las relaciones trigonométricas, la Ley de Snell para la onda

refractada y sustituir # por su valor ’,u/ € y k (B en general) por wyfpue , se llega a:
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1= Mlgl/'u2€2
1- MI/HZ 2

en el caso mds usual de materiales no ferromagnéticos, se cumple que y, = u, = y, y por

sen . = (6.152)
lo tanto no existe el &ngulo . para esta polarizacion.

En el caso de polarizacién paralela, no hay reflexiéon para

1, cos —mn,cost) =0 (6.153)

que con las transformaciones adecuadas se convierte en la expresion:

1- M2€1/H1€2

1— 51/52 ’

de la que se puede deducir un dngulo de incidencia tal para el que no existe campo

sen 6’7, =

(6.154)

reflejado. Al dngulo asi calculado, para el caso de polarizaciéon paralela u horizontal, se

le denomina dngulo de Brewster de no reflexién GBH. Una expresiéon equivalente, en el

caso de que los medios no sean ferromagnéticos, es:

tanf, = \[e, /e, = [/, (6.155)

Se puede demostrar, partiendo del desarrollo del coseno de la suma de dos dngulos y

utilizando las leyes de Snell y las expresiones (6.153) y (6.154) que, 6, 46, = 7T/ 2.

B

6.9.8 Reflexién oblicua sobre un conductor perfecto

En el caso de que el segundo medio sea un conductor perfecto, ¢ = 0, se cumple que:

'=-11t=0 (6.156)
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6.9.9 Incidencia del campo E perpendicular al plano de incidencia

En esas condiciones el campo en la zona dieléctrica (zona uno) toma la forma

—jksenfz  —jkcost jk cos 6 . — jksen 0.2
E =Ee ™" e —e"" a =—j2E¢’ " sen kcosfz a
E() —jksen 6.z —jkcosf.z jkcosf.z —jkcosf.z jkcosf.z
H =——Le “lcosb. e S e a —send e S =" a (6.157)
, '
2F - .
—jksen6.x . —jksen 6.z
= ——O[cos O """ cos kcosfz a4+ jsenfe """ sen (COS 0z }Z]
™
Figura 6.10
Incidencia oblicua de una onda plana sobre un conductor
con polarizaciéon perpendicular
donde es conveniente recordar que
k =ksenf; k =kcost, (6.158)

siendo £,y k, las componentes segin X e Y de los vectores de onda reflejado e incidente.

La expresion temporal de estos campos es

E(r,t) =2FE sen kz sen wt—kz a
0 z i y

(6.159)

H(r,t) = —Q—O[COS 6. cos kz cos wt—kx a —senf sen kz sen wt—kx az]
UA )

El flujo de potencia se obtiene calculando el promedio temporal del vector de Poynting:
2

S = 1Re E xH =2"Ysenf sen’(k2)a_ (6.160)
prom 2 1 1 ,)71 i z T
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Lo que implica que la potencia fluye a lo largo de la superficie de separacién, en la
direccién —z no fluye potencia pues las componentes a, del campo E, y la componente a,

del campo H,, son ondas estacionarias en la direccién Z desfasadas 90°, y su promedio

temporal en un periodo es por lo tanto nulo.

Aplicando el teorema de Ampére a un camino rectangular en ambos lados de la
superficie frontera (D. K. Cheng, capitulo 6, pag 248) se ve que la superficie soporta una

densidad de corriente superficial J, que tiene la expresién (para z =0y n = -a):

2F
J, = —"cosb, cos(wt —k z)a (6.161)
m, S

luego existe una densidad de corriente en la direccién y de polarizacién del campo.

6.9.10 Incidencia del campo E paralela al plano de incidencia

Véase la figura siguiente:

Figura 6.11
Incidencia oblicua de una onda plana sobre un conductor con
polarizacién paralela
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Siguiendo el esquema del caso perpendicular se ve que los campos son en forma fasorial,

—jksen6.x —gkcosf z ik cos 6.z —jkcosf z jkcos 0.z
E =Ee’ I[COSGT,eJ S =" a —senf e " £ a

_iksen @ . —jksend
= —2F |senfe """ cos kcosfz a + jcosfe """ sen kcosfz a 6.162
0 i i T i i z
E . _ o
—gksenf.x — gk cos @ k cos 6. —jksenf.x
I_]:1 _ —Oe Jjksen 6.z e gk cos 0.z _|_ e] cos 0,z ay _ —06 jksen 6,z COS (COS 97‘2 By
771 nl

y los correspondientes campos instantaneos,

E(r,t) = 2F [cos 0. sen kz sen wt—kx a —senf cos kz cos wt—kux az]

(6.163)
H(r,t) = —"cos kz cos wt—kz a
U -
La potencia promedio radiada,
1 . E; )
. =—Re E, xH =2—senf cos™(kz)a_ (6.164)
prom 2 2 z T

771

(también en la direccién X). Finalmente, la corriente superficial sobre el conductor es,

2F

J =—Lcos(wt —k x)a (6.165)
A

Esta corriente, no depende del dngulo de incidencia 6, como sucede en el caso de la

onda incidente con polarizacién perpendicular (C. R. Paul et al; M. Zahn).

En el tema, no se ha introducido (por su especial dificultad, aunque el lector interesado
lo puede encontrar en la bibliografia recomendada) el caso de que el segundo medio
tenga  perdidas. En general se ha estudiado la incidencia de ondas linealmente
polarizadas en dos direcciones normales entre si, este acercamiento permite el estudio de
la incidencia sobre la superficie de separacién de ondas con cualquier polarizacién, dado
que se sabe que una onda polarizada elipticamente se puede estudiar descomponiéndola
en dos ondas polarizadas linealmente con polarizaciones mutuamente perpendiculares
debido al caracter lineal de las ecuaciones de Maxwell y por lo tanto de la composiciéon

de sus soluciones.
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6.10 Comentarios finales

En el presente capitulo se han estudiado algunos temas relacionados con la propagacién
de ondas electromagnéticas planas. El capiftulo ha comienzado con el estudio de la
ecuacion de ondas para los campos E y H deducida a partir de las ecuaciones de
Maxwell, el planteamiento y resolucién de la ecuacién de ondas se hace en forma
fasorial trasladando los resultados al dominio temporal mediante un simple producto por
una exponencial. En la resolucién de la ecuacién para el campo E, se ha supuesto un
medio sin pérdidas (no existen corrientes) y se ha determinado una solucion general
(ondas en dos direcciones contrarias). Una vez determinada la solucién general para el
campo eléctrico, se ha introducido el concepto de impedancia intrinseca del medio 7
para resolver la ecuacién de ondas para el campo magnético. Se ha estudiado el concepto
de corrimiento Doppler para una onda emitida o recibida en sistemas en movimiento. Se
ha introducido el concepto de onda plana transversal como aquella con los campos
normales a la direcciéon de avance de la onda (vector de onda k o f). Se han abordado
los distintos tipos de polarizacion (lineal, circular o en general eliptica). Se han
estudiado las ondas planas que se propagan en medios con pérdidas, apareciendo de
forma natural como constante de separacion en la ecuacién de ondas, la denominada
constante de propagacion y compleja, al ser compleja la constante dieléctrica. Se ha
visto que en los medios con pérdidas, las ondas sufren atenuacion al propagarse en su
seno. Se han estudiado los conceptos de constante de atenuacion a, de constante de fase
p (ya introducida en las ondas en medios sin pérdidas), de tangente de pérdidas y de
profundidad de piel. Se han estudiado (mediante las adecuadas aproximaciones en el
desarrollo de ) los casos de propagacién en medios con pequerias pérdidas y en buenos
conductores. Se ha introducido el concepto de paquete de ondas y, se ha definido la
velocidad de grupo de un paquete de onda. Se ha destacado la diferencia entre velocidad

de grupo (la de la onda portadora) y wvelocidad de fase (la de una de las ondas del

grupo).

A continuacién se ha estudiado el transporte de energia por las ondas planas mediante
el Vector de Poynting. Con el estudio del flujo del vector de Poynting a través de una
superficie, se han caracterizado la potencia instantdnea emitida por una fuente de ondas
electromagnética y la potencia promedio emitida en un periodo (que es la cantidad de
interés en los cédlculos). El capitulo ha dedicado su tltima parte a la incidencia de ondas

planas sobre superficies de discontinuidad o movimiento de ondas planas entre dos
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medios de distintas caracteristicas electromagnéticas, separados por una superficie de
discontinuidad. El estudio se ha realizado, en primer lugar, para una onda que incide
normalmente sobre la superficie de separaciéon de dos medios dieléctricos sin pérdidas.
De las condiciones en la frontera de las Ecuaciones de Maxwell se deriva la necesidad de
la existencia de tres ondas (la incidente, la reflejada y la transmitida) y de unos
coeficientes, coeficiente de reflexion I y coeficiente de transmision T, que proporcionan
las amplitudes de las ondas reflejada y transmitida en funcién de la amplitud de la onda
incidente. Se ha estudiado, después, la incidencia sobre una superficie conductora,
comprobando que no existe onda transmitida, sino que toda la onda se refleja dando
lugar a una onda estacionaria. Se comprueba en este caso, que la energia es constante
en el medio dieléctrico, y que aparece en la superficie del conductor, una corriente
inducida por el campo magnético segin el teorema de Ampére. Se han introducido las
expresiones de los coeficientes de reflexion y transmisiéon cuando el segundo medio es un
dieléctrico con pérdidas. El tema acaba con el estudio de la incidencia oblicua de ondas
planas polarizadas linealmente, primero se ha estudiado la forma general de una onda
plana que se propaga en una direccién cualquiera, a continuacién se establecen las Leyes
de Snell sobre la reflexiéon y transmisiéon de ondas entre dos medias distintos y se han
discutido los casos de incidencia sobre medios sin pérdidas y sobre un conductor
perfecto. Se han definido los conceptos de dngulo critico de reflexion y de dngulo de

Brewster de transmision total.
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6.11 Cuestiones y ejercicios

e Cuestiones

1. Se sabe que en un medio dieléctrico (¢ = 9¢, u =, y o = 0 ) el valor de la
intensidad de campo magnético es : H(zt) = - a, 00398 cos (10°t82). Se pide

determinar el valor del campo eléctrico y de la constante de onda

2. De un material se sabe que es buen conductor con o = 6x10” S/m y g, = 1. ;Cudnto
vale la longitud de onda de un campo eléctrico de frecuencia v = 10° Hz que se mueve

en dicho material?. ;Y la profundidad de penetracion?

3. Una onda plana E =a F se propaga, en la direccién Z, en un medio dieléctrico
simple sin pérdidas (¢, = 9, 1, = 1, 0 = O). Se sabe que E, es senoidal (referencia
coseno) de frecuencia v igual a 200 MHz y que su valor méximo es de 10° V/m en ¢ =

O, z =Y. ;En qué instantes alcanza E, un méximo en la posicién z = %7

4. ;Qué onda se atenia mds rapido en un material con o /(wg) >>> 1, aquella con

longitud de onda corta o aquella con longitud de onda larga? Justifique la respuesta.

5. Determine la velocidad de fase de una onda plana de amplitud 10°mV /m y frecuencia

1 GHz sabiendo que se mueve en un medio con  pu, =1, &= 10-j 0°001 F/m y o= 0.01
S/m.

6. Verifique el Teorema de Poynting en la superficie de un conductor recto de radio a y

conductividad o por el que circula una corriente I.

7. Una onda plana incide con un dngulo de 30° sobre una superficie de separacién de dos
medios 1 y 2 con pardmetros constitutivos (g, = 4, . = g ; €2 = 1, by = ). {Qué
se puede afirmar del dngulo de incidencia?, ;Y si el dngulo fuese de 45°, como seria la

onda refractada?.
8. Un campo E = x50e ” V/m viaja por cierto material de constantes ¢ =9, u4. =1y

o = 04 S/m. Si la frecuencia es 2’54 Ghz determine la atenuacién en decibeles por

metro.

9. Demuestre que dada una onda del tipo E = E e * cos(wt — (z), es lo mismo hallar

oE

X

que multiplicar por la constante de propagacién y cambiada de signo.
z
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10. Demuestre que una onda plana uniforme no tiene componentes del campo en su

direccién de propagacién.

11. Demuestre que en la condicién de no reflexién en una superficie de separacion, la
suma del dngulo de Brewster y el dangulo de refraccién vale 90°, para polarizaciéon

paralela (g # &, w# = ).
o Ejercicios

1°. Una onda plana circularmente polarizada de mano derecha con un campo eléctrico
cuyo médulo vale 3 mV/m viaja en la direccién + Y en un medio dieléctrico (& = 9g,, u

=H,, y o= 0). Si la frecuencia de la onda es de 100 MHz determine:

a. Los valores del ntimero de onda, de la longitud de onda, de la velocidad de fase y
de la impedancia intrinseca del medio.

b. Las expresiones instantdneas de los campos E(y,t) y H(y,t).

c. Obtenga la onda plana circularmente polarizada a mano izquierda que hay que
sumar a la onda dada, para tener una onda plana linealmente polarizada en la
direccién Y con k igual al de la onda circularmente polarizada a derecha y
amplitud maxima de 6 mV/m. Escribir el fasor de la onda plana linealmente

polarizada.

2°. Una onda plana uniforme viaja hacia abajo en la direccién +7 en agua de mar: Si
suponemos que el plano XY es la superficie marina y que el punto z = 0 estd justo
debajo de la superficie. Sabiendo que en z =0, H(0,t) = a,100 cos (2 #x10’t + 15°);
Obtenga:

a. Las expresiones de E(z ,t) y H(z, t).
b. La profundidad en la que la amplitud de E es el 1 % de su valor en z = 0.

(Los pardametro constitutivos del agua de mar son & = 80, 4, = 1, 0 =4 S/m). (Nota:

E,, puede ser compleja).

X

3° Un haz de luz amarilla con longitud de onda 0.6 m amplitud 10 mV/m y frecuencia 1
MHZ incide normalmente sobre una ldmina de un medio sin pérdidas que se supone

situada en el plano z = 0 con permitividad relativa 2.25. Determine:

a. Las expresiones fasoriales del campo electromagnético en los medios 1 y 2.

b. La razén de onda estacionaria en el aire.

179



Campos y Ondas

c. El vector de Poynting (en media temporal) en el aire y en el medio sin pérdidas.

4°. Determine el vector de Poynting y la potencia promedio total radiada (calculados en
el dominio temporal) por una antena centrada en el origen de un sistema de

coordenadas esféricas, sabiendo que el campo electromagnético emitido vale:

EO r 0 r .
E = —"tsenfsenw(t——)a,; H=—-senfsenw(t——)a_  , donde E; es la amplitud del
r uo TTIO uo ‘

campo eléctrico, 7, es la impedancia intrinseca y u, la velocidad de fase de la onda en el

medio considerado. Repita el cdlculo usando notacién fasorial.

COS axr COSd axr
+

Ayuda: f sen® ardr = —
a 3a

5°. Una onda plana se mueve en el aire en la direccién z*. El campo eléctrico de la onda

tiene una frecuencia de 1 MHz y esta polarizado en la direccién z*. Si el maximo de F

vale 1’2n mV /m para t = 0y z = 50 m, obtenga las expresiones de E(z,t) y de H(z,t).

6°. Determine las expresiones en el dominio temporal de los vectores de campo, asf
como el promedio temporal del vector densidad de potencia, de una onda plana
uniforme de frecuencia 300 MHz que viaja en un medio infinito con pardmetros

constitutivos : £, =9, .= 1 yo =10 S/m.
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