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Funciones suaves
Una funciénreal f:I— R, definida en un conjunto abierto I C R, se dice quees
una funcién suave si es infinitamente derivable en todos los puntos de I.
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Resultados de cdlculo

Si f,g:(a,b) = R son funciones suaves entonces: lasuma f(t)+ g(t),
el producto f(t)g(t), el cociente J;% y la composicién f(g(t)) son funciones
suaves en el dominio donde estdn definidas las operaciones correspondientes.



Curva parametrizada en R"

Una curva parametrizadaen R” es una funcién vectorial

v:I—=RY () = (x1(8), -, xa(8))
Donde [=(a,b) ={teR:a<t<b} con —oco<a<b<oo, ycadafuncién
componente
xi: I =R es funcion suave.
t
. — . .
Notacién para una curva: (I,7), @

0 -~ sisesobreentiende el intervalo de definicion 1.

1.1. Curvas

Curva implicita, en cartesianas o de nivel

e Dada la aplicacién continua f : R? - R, Vc € R se denomina curva implicita
del plano, al conjunto de puntos:

C={xy eR:f(x,y) =}

* Dadas las aplicaciones continuas f, g : R® 5 R, Vei,00 € R se denomina
curva implicita del espacio, al conjunto de puntos:

C={(xy,2) € R3 f(x,y,z) =c1, g(x,y,z) =c}

Parametrizaciones de una curva implicita

Una curva parametrizada cuya traza estd contenida en una curva implicita C, diremos
que es una parametrizaciéon de C.



Ejemplos de curvas parametrizadas
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_ cos(t)  sin(t) cos(t)
() = (1 +sin?(t)" 1+ sin?(#) ) '

te (—mm)

Y4 (t) = (Cos3(t),sin3(t)) , te(—m,m) @

1.1. Curvas

Obtener una parametrizacién de las curvas de nivel
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Encontrar tres parametrizaciones distintas

y=x

&

Encontrar tres parametrizaciones distintas

2rp=1

1.1. Curvas




Obtener una curva implicita para la siguiente curva parametrizada
Astroide: v : R — R? definida por

(1) = (cos(t), sin® (1))

1.1. Curvas

Encontrar una parametrizacion

(x2>p + (yz)p =1, p>0
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1.1. Curvas



Vector velocidad de una curva
Sea (I,7) curva parametrizada.
Se llama vector velocidad de v en t € I al vector:

7'(t)
Velocidad escalar de una curva
Se llama velocidad escalar de (I,7), o simplemente
velocidad, en t €1 al valor:
L RGN
Vector tangente
Sila velocidad de (I,7) en t € I esnonula,

(1) se llama vector tangente a v en t € I al vector:
- Y (t
fn=210_

5 ()

Recta tangente

Sea (I,7) curva con velocidad nonulaen t € I.
Se llama recta tangente a v en f € I alarecta que pasa por (f) con la direccion del
vector 7' (t).

1.1. Curvas

Curvas con vector velocidad constante
Si una curva parametrizada tiene vector velocidad constante no nulo, entonces es parte

de una recta.
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Curvas con velocidad (escalar) constante
Una curva parametrizada (I,) se dice que tiene tiene velocidad constante si

Il ¥ (6) ||=c = cte, paratodo tel
Curvas con velocidad unitaria

Una curva parametrizada (I,) se dice que tiene velocidad unitaria, si tiene
velocidad constante igual a 1:

5 I=1, paratodo t€I
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Propiedad de un campo vectorial de norma constante

Si 7i(t) es una funcion vectorial suave, tal que || 7i(t) ||=c = cte =
i'(t) - ii(t) =0 vt
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Vector aceleraciéon de una curva
Dada una curva +: (a,b) — R", sellama vector aceleracién de ~ al vector

()

Vector velocidad y vector aceleraciéon ortogonales

Si ~ tiene velocidad constante, entonces:

F () - 7" (t) =0, para todo t € (a,b)
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Obtener el vector velocidad y el vector aceleracion

y(t) = ((1 + 2cos(t)) cos(t), (1 4+ 2 cos(t)) sin(t)), reR

1.1. Curvas

Calcular los vectores velocidad y aceleracion de la curva

Yt =t V1-1)

Comprobar si es cierto que 7'(t) - §"(t) = 0.
Estudiar si la curva tiene velocidad constante.
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Longitud de una curva
La longitud de la curva v : (a,b) — R" es:

b
long(v) =Li(y) = [ 115 (w) || du

a

»

Funcioén longitud de arco

La funcién longitud de arco de la curva ~: (a,b) — R", desdeel punto t; € [a,b],
eslafuncién s: (a,b) - R dada por:

t
() = Lt (7) = / 15 () || du

1.1. Curvas

Dependencia del valor inicial

Distintas elecciones del parametro ty proporciona funciones de longitud de arco que
difieren entre si en una constante.

Derivada de la funcién longitud de arco

La funcién longitud de arco: s(t) = ftz || 97 (u) || du es derivable y su derivada, por el
teorema fundamental del célculo, es:

ds

= = A (¢t
S0
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La funcién longitud de arco es invariante por movimientos

Dado un movimiento ® : R" — R”, talque ®(x) =Mx+Db, con M€ R"*"
verificando que MMM =Ty b € R", si ~v: (a,b) -+ R" esunacurva parametrizada,
entonces:

L, (®07) = Li (v)

&

Obtener la funcién longitud de arco

a:(0,21) = R%, t— at) = (acos(t),asin(t)),

para a>0, desde =0
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Obtener la funcién longitud de arco

() = (e cos(t), € sin(t)), teR, desde  tH=0

&

Obtener la funcién longitud de arco

a(t) = (acost,asint,bt), teR a>0,b>0, desde t =0

&



Obtener la funcién longitud de arco

alt) = (%(1“)3/2, %(14)3/2, iz) fe(=1,1), desde fo=—1

&

Obtener la funcién longitud de arco

~v(t) = (t — sin(t),1 — cos(t)), t <27, desde tp=0
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Conicas
Toda curva que en implicitas estd definida por una ecuacién de segundo grado, se
denomina cénica.

Vay,a,a3,b1,b2,c €R,

{(x,y)e]Rz s x4 2mxy + azy? 4+ bix + by + ¢ = O}

- {(x,y) ER? . (n,y) (Z; Zi) (;) +(b1,b2)( ; )+c:o} @

{(x,y) ER? : mA? 4 2apxy + a3y2 + bix + by + ¢ = 0}

_ {(x,y) ER? : (x,y) (Z; Zi) (;) +(b1,b2)( ; )+c:o}
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Ecuacién canénica de una cénica
1. Circunferencia: {(x,y) € R? : x? + y? = p?}

2
2. Elipse: {(x,y) € R?: 54_ Zfz =1}

2
3. Hipérbola: {(x,y) € R? : ’;é - 37 =1}

4. Parébola: {(x,y) € R? : Zé =y}

5. Una o dos rectas: {(x,y) € R? : x = 0}, {(x,y) € R? : 22 = p?},
2
{(y) R : 5 — % =0}

22
6. Un punto: {(x,y) € R? : ;7 + %2 =0}

Dar una parametrizacion local
Elipse: Dadosp # 0,9 # 0,

x 2
sz{(w)eugz : ?+Z7:1}

1.1. Curvas




Dar una parametrizacién local
Hipérbola: Dados p # 0,9 # 0,

1.1. Curvas



