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PREGUNTAS CORTAS

1. (1 PUNTO) Considere la transformacién afin en el plano f(z) = Az + b, donde

V2 V2

A
2

2
Pruebe que f es una isometria.

Solucién: Para que f sea una isometria, A debe ser una matriz ortogonal, es decir, AA! = I,
donde I es la matriz identidad. Comprobémoslo:

1/1 1 1 1 172 0
t_ _ - _
wes ()G A)a 62

2. (1 PUNTO) Defina polinomios de Bernstein.

Solucién: Son polinomios de grado n, cuya expresion es
BI' (1) = ( B )ti(l—t)”_i.

3. (1 PUNTO) Sea C' una curva (llamada de Viviani) dada por la ecuacién paramétrica

t
x(t) = (1 + cost,sent, 2sen (§)> :

Calcule el vector binormal en el punto x (0).

Solucidén: Se tiene que
(2,0,0) = x(0)

y por ello calculamos
t
x'(t) = (—sent,cost,cos (§>> : x'(0) = (0,1, 1);
1 t
x"(t) = (— cost, —sent, —gsen 5) , x"(0) = (=1,0,0).

Por tanto, la direccién del vector binormal es la del vector

U
X (0)xx"(0)=]0 1
0



o equivalentemente, el vector (0, —1,1). Como el vector binormal es unitario,

_ (07_171) _ _i L — _ﬁ @
b(0) = VO (12 +12 (0’ \/5\/5) B (0’ 27 2 )

. (1 PUNTO) Sea x (u,v), para (u,v) € R? una parametrizacién de una superficie. Defina punto
regular de la superficie y explique qué significa que una parametrizacién es regular.

Solucién: Se dice que el punto de la superficie x(ug,vg) es regular si la matriz cuyas las (o
columnas) son las derivadas parciales tiene rango 2 (es decir, si la matriz jacobiana tiene rango 2).
Esto es equivalente a decir que los vectores x,(ug, Ug) y X, (g, o) son linealmente independientes,
0 que

Xu(UO,Uo) X XU(U(), UQ) 7§ 0.
Una parametrizacion es regular si todos sus puntos son regulares.

EJERCICIOS
. (3 PUNTOS) Sea C'la la curva dada por

x(t)= (> =t —t,* —1).
para t € [—2,2].

(a) Estudie si es una curva regular y si (0,0,0) es un punto multiple.

(b) Determine la funcién curvatura. Escriba qué condicién deben cumplir los puntos de esta
curva para que sean puntos de inflexion. No es necesario hacer todos los céalculos, pero si
indicar todas las operaciones y todos los pasos.

(c) Calcule las ecuaciones de las rectas tangente y normal que pasan por x (0).

Nota: Cada apartado vale 1 punto.

Solucion:

(a) La curva es regular si no tiene puntos singulares, es decir, puntos donde el vector derivada
sea (0,0,0). Como el vector derivada es

x' (t) = (5t* — 1,3t* — 1,2t),

este vector se anula y y sélo si

5t' —1 =0,
3t2 —1=0,
2t = 0.

Esto no ocurre simultaneamente para ningun valor de ¢, por tanto, es una curva regular.

Para que sea (0,0, 0) sea punto multiple debe ser
N—A=0N=-A=0,)\2-1=0
para dos valores distintos de A. Buscamos si existen estos valores:

N-A=0 <= IX-1) = A=41,1=0,
M-A=0 <= IXN-1) = A==41,A=0,
M-1=0 <= OM-1)A+1)=0+= A==l1.

=0,
=0,

en [—2,2]. Por eso, es un punto multiple de multiplicidad 3.



(b) Sabemos que para curvas no parametrizadas por la longitud de arco, se tiene:

_ K@) xx" @)
I’ ()]1*

k(1)

Para esta curva, tenemos:
x'(t) = (5t* — 1,3t = 1,2t)
x" (t) = (20t°,6t,2) ,

I O = /(584 — 1)% + (382 — 1) + (21)?
= V2518 — 4 — 212 4 2,

i j k
X (t)xx"(t)=|5t"—1 32 —1 2t
206 6t 2

= (5" —1,3t> — 1,2t) x (20¢*,6t,2)
= (—6t* — 2,30t" +2,20£> — 6t — 30t°) .

Su médulo es

m = \/(—6152 —2)® 4 (30t4 + 2)® + (2013 — 6t — 30t5)°.

Por tanto, la funcién curvatura es

\/(—6t2 —2)? + (304 4 2)® + (2013 — 6t — 3015)
3
2

k(t) =

VBt =17+ (32— 1)° + (20)

/6012 — 84t 4 760t° — 300t + 900¢10 4 8
\/(5154 — 1)+ (32— 1)* + (2t)23

_4V1512 — 211 + 18016 — 75¢° + 225410 4 2

\/(5154 — 12+ (32 - 1) + (2t)23

Los puntos de inflexién son aquellos donde la curvatura k (¢) vale 0. Esto ocurre al menos
en los puntos
15t% — 21t + 190t° — 75¢° + 225t + 2 = 0.

(c¢) La recta tangente que pasa por x (0) = (0,0, —1) tiene por vector director a
x'(0) = (-1,-1,0).
por tanto, su ecuacién paramétrica es
a(\) = (0,0,—1) + A(=1,-1,0) = (=X, -\, —1), AeR.

La recta normal en x (0) pasa por (0,0,—1) y un vector director suyo esLa recta tangente
que pasa por x (0) = (0,0, —1) tiene por vector director a

x'(0) = (-1,-1,0).
por tanto, su ecuacién paramétrica es

a(N) =(0,0,—1) + A(=1,—1,0) = (=X, =\, —1), A€R.



La recta normal en x (0) pasa por (0,0, —1) y un vector director suyo es

(x' (0) x x” (0)) x ¥’ (0) = ((—=1,—1,0) x (0,0,2)) x (=1,—1,0)
= (=2,2,0) x (=1,—1,0) = (0,0,4) .

Como este vector tiene la misma direccién que (0, 0, 1), podemos escribir su ecuacién paramétrica
como

B(A) = (0,0,—1) + A(0,0,1) = (0,0, -1+ A), A€R.

Una representacion gréafica de esta curva es la siguiente:

Se ha representado utilizando las sentencias de Maxima:
load(draw)$
wxdraw3d(parametric(t”5-t,t"3-t, t°2-1,t,-2,2),view=[71,314]);

6. (3 PUNTOS) Sea S la superficie dada por
z=a"+y

(a) Determine los coeficientes de la primera forma fundamental.

(b) Determine los coeficientes de la segunda forma fundamental. Clasifique los puntos de la
superficie.

(¢) Determine la curvatura de Gauss y la curvatura media de la superficie en el punto (1,0,1).

Nota: Cada apartado vale 1 punto.

Solucion:

(a) La superficie estd dada por la ecuacién x (u,v) = (u,v,u* + v?). Entonces:

Xy (u,v) = (1,0,2u), %, (u,v) =(0,1,20),

1 J k
Xy XX, =|1 0 2u |=—-2ui-2vj+k
0 1 2v

Entonces los coeficientes de la primera forma fundamental son:
E=x,-x,=(1,0,2u) - (1,0,2u) = 1 + 4u?,
F=x, -x,=(1,0,2u) - (0,1, 2v) = 4uv,
G=x, %x,=(0,1,20) - (0,1,20) = 1 + 40°.



(b) Tenemos:

Xy (U, v) X X, (u,v) = (—2u, —2v, 1),
u U 1
N (u,v) = Xu XX (—2u, —2v,1),
1w X Xl VAuZ + 402+ 1
Xuu (u,v) = (0,0,2), Xy (u,v) = (0,0,0),
Xy (u,v) = (0,0, 2)

Los coeficientes de la segunda forma fundamental son:

1 2
e=N-x,,= (—2u, —2v,1) - (0,0,2) = ,
4u? + 402 + 1 VAau? + 40?2 + 1
1
f=N-xu, = (—2u, —2v,1) - (0,0, 0) =0,
du? + 402 + 1
1 2
g=N-x,, = (—2u, —2v,1) - (0,0,2) = :
qu? +4v2 + 1 VAau? + 402 + 1

Podemos clasificar los puntos calculamos

2 2
2
eq — = >0
9-1 < @ﬁ+mﬂ+1)

para todo (u.v). Luego todos los puntos son elipticos.

(¢) Tenemos que (1,0,1) = x(1,0). En este punto, tenemos:

E=1+4(1)=5,

F=4.1-0=0,
G=1+4-0°=1,
2 2
€= = =
Vi +4e 41 VO
f=0,
2

g:
VA £ 40241

La curvatura de Gauss es

La curvatura media es

 Eg-2Ff+Ge 5E+1E-0 ¢
- 2(BEG—-F?)  2(5-1-0) 25
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PREGUNTAS CORTAS

1. (1 PUNTO) Sea f (z,y) = (e*y* y cosz®). Determinar su matriz jacobiana.

e’ 4 4e” 3
f/@,y):( Y 3 y3>~

—3yz?sena’ cosw

Solucion:

2. (1 PUNTO) Estudie si la curva x : [—1,1] — R? definida por x () = (cost, e’ —t,1?) es regular.

Solucion: Una curva es regular si sus componentes son diferenciables y ademas no se anulan
a la vez (es decir, si no tiene puntos singulares, o puntos donde x’' () = 0). En esta curva, las
componentes son diferenciables, porque cost, e!, los polinomios y sus sumas lo son. Se cumple,
entonces, la primera condicién. Vamos a ver si hay algin ¢ para el que x’ (¢) = 0:

x' (t) = (—sent, e’ — 1,4t*) = (0,0,0)
sent =0=t = km,
< e —-1=0=1=0,
42 =0=1=0.

Observamos que
x'(0) = (0,0,0)

por lo que la curva no es regular, al ser ¢ = 0 un punto singular.

3. (1 PUNTO) Demuestre que la curvatura de una recta es 0.

Solucién: Siempre podemos parametrizar la curva por la longitud de arco y determinar su
curvatura, sin perder generalidad. Sabemos que una recta parametrizada por el arco estda dada
por la ecuacién

x(s) = p+ s,

donde p es un punto por el que pasa la recta y v es un vector unitario que es el vector director
de la recta. Ademads, sabemos que
X' (s) =v, [x'(s)] = Ilvll =1
Por eso,
k(s)=x"(s) =0, k(s)=0.
Intuitivamente confirmamos este resultado, porque una recta no es una curva.

No es valido el razonamiento de que en una recta la aceleracion es el vector nulo, porque esto
sOlo es asi si estd parametrizada por la longitud de arco. De hecho, el ejercicio 18 de ”Notas
de Geometria diferencial” pide que se encuentre una parametrizacion de una recta recorreida a
velocidad no constante. Como ejemplo sirve: (1 — cost, —1 4 3cost).



4. (1 PUNTO) Determinense el vector tangente y la recta tangente, en x (0) a la curva de ecuaciones

paramétricas
x (t) = (> cost, tsent, 3t).

Solucién: Tenemos:
x' (t) = (2t cost — t’sent,sent — tcost,3), x' (0) = (0,0,3).

Luego el vector tangente unitario es (0,0,1). Ademds, x(0) = (0,0,0). Por tanto, la recta
tangente es

(x,y,2) = (0,0,0) + A (0,0,3).
EJERCICIOS
5. (3 PUNTOS) Sea la curva dada por
x(t) = +1* —t— 1,2 = 1).

(a) Escribase como una curva de Bézier considerando ¢ € [0, 1].

(b) Estudie si es una curva regular para t € R. Estudie si tiene puntos miltiples para t € R y
determinelos, en caso de que los tenga.

Nota: Cada apartado puntia 1.5 puntos.

Solucion:

(a) Como el grado méximo de los polinomios que dan las componentes es 3, entonces se puede
escribir como una curva de Bézier a partir de los polinomios de Bernstein de grado 3.

x(t) = ZbiBf (t)

=byB; (t) + b, B} (t) + by Bj (t) + by Bj (1)
:b0<g)to(l—t)3+b1(il)))tl(l—t)2+b2<3)t2(1—t)1+b3(§>t3(1—t)0

= by (1 — 1) +by3t" (1 —t)> + by3t? (1 — 1) + byt®.
Si llamamos b; = (z;,y;), entonces
X (t) = (20, 50) (1 = 1)* + (w1, 51) 3t" (1 = 1) + (w2,2) 38> (1 — )" + (w3, 3) t*

o o — 31’0t + 3[E0t2 - .Z'()tg + 3tl’1 - 6t21'1 + 3t3{L‘1 + 3t2$2 - StSZEQ + t3ZL‘3, !
- Yo — 3yot + 3yot? — yot® + 3ty — 6t2y; + 33y, + 3t2ys — 3t3ys + t3ys

_ w0+ (=30 + 3x1) t + (329 — 61 + 372) 12 + (—xo + 321 — 329 + T3) 3, !
Yo + (—3yo + 3y1) t + (Byo — 61 + 3y2) t* + (—yo + 3y1 — 3y + y3) t*
= (B 4t*—t— 1,62 —1).

Igualando la segunda componente, obtenemos:
Yo + (=3yo + 3y1) t + (3yo — 6y1 + 3y2) t* + (—yo + 3y1 — 3y2 + ys) t° = 1 — 1,
lo que implica

Yo = —1,
=3Yo+3y =0=3y1 =3 (1) = -3 =y = —1,

2
3y0—6y1—|—3y2:1:>3y2:1—3y0+6y1:1—3(—1)+6(—1)=—2Z>y2:—§,

2
—yo+3yl—3Z/2+y3:0:>y3:yo—3y1+33/2:—1—3(_1)+3(_§) = 0.



De la misma forma, con la primera componente, tenemos:
To + (=3wg + 3x1) t + (320 — 621 + 332) 12 + (—x0 + 321 — 3wy +a3) P =17+ 12 —t — 1.
Se deduce:

o — —1,

4
—3g 30 = —1 =31 = —1-3=—-d—un = —,

4 4
3rg—6x1+315=1=329=1—3290+ 627 =1—-3(—1)+6- (—§> :—4:>x2:—§,

4 4
—ZEO+3$1—3I2+JZ3:1:>ZE3:1+CL’0—3ZL’1—|—3ZE2:1—1—3(—§>+3(—§) = 0.

Entonces, se puede escribir:

x(t) = +12 —t —1,1> = 1) = by B3 (t) + by B? () + by B3 (t) + bs B3 (t)

(—1,-1) By (t) + (—%, —1) B} (t) + (—g, —%) B3 () + (0,0) B3 (t).

Podiamos haber calculado los puntos de control como:

, 1 42
X(l)zg(bd—bg):}bgzbg—gx (1):(—— ——)

La gréafica es:
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(b) La curva
xX(t) = +12—t— 1,12 —1).

es regular si sus componentes son diferenciables y ademaés no tiene puntos singulares, o puntos
donde x’ (t) = 0). Las componentes son diferenciables, porque los polinomios y sus sumas lo
son. Se cumple, entonces, la primera condicién.



Comprobemos que su derivada no es (0,0) nunca. Como esto significa

xX'(t) = (3t* + 2t — 1,2t) = (0,0)
3 4+2A—-1=0<=t=73,—1,
2t =0<«=1t=0.

Como los valores de ¢t que dan son distintos, entonces no puede ser x'(t) = (0,0) para t € R
y, por eso, la curva es regular.

Estudiamos si tiene puntos multiples buscando ¢; y ¢y tales que

X(h) =x(l) <= B+ -, - 1,8 -1) =3 +12 —t, — 1,13 - 1)
B3+ 12—t =3+ 12 — 1y,
2 =13 <t = *to.

Sustituimos ¢; = —t9, obtenida en la segunda condicién (la condicién ¢t; = ts no resulta
interesante para determinar puntos multiples), en la primera para ver en qué valores se
cumple de tq, t5:

541 —tr = (1) + (—0)* — (—=t)) = =t + ] + 11
— -t =0=t, =00t ==+1.

Por tanto, tenemos:

x(1) =x(-1) = (0,0).

La gréafica de la funcion es:

3 T

t2-1

2 1 1 i I I
-4 -2 0 2 4

34241

Esta gréfica se ha hecho con la sentencia: wxplot2d([[’parametric, t~3+t"2-t-1, t~2-1,
[t, -2, 2], [nticks, 300]1], [x,-5,5],[y,-2,3])$.

6. (3 PUNTOS) Sea S la superficie dada por
x (u,v) = (u cos v,senv,u3) )

(a) Determine los coeficientes de la primera forma fundamental de la superficie en el punto
x (1,0).

(b) Determine los coeficientes de la segunda forma fundamental de la superficie en el punto
x (1,0).



(c) Sea C'la curva en la superficie S determinada si consideramos (u (t),v (t)) = (£* + 1, wt) para
t € [—1,1]. Determine el vector tangente a esta curva a partir de x,, y X,. No se considerara
respuesta valida la que lo determina sin considerar estos vectores.

Nota: Cada apartado puntia 1 punto.

Solucion:

(a) Partimos de

x (u,v) = (ucos v,senv,u3) ,
Xy (u,v) = (cos v, 0,3u2) ,

X, (u,v) = (—usenw, cos v, 0) .

F=x,-x,= (cos v, 0, 3u2) . (cos v, 0, 3u2) = 9u* 4 cos® v,
F=x,-%x,= (cos U,O,3u2) - (—usen v, cosv,0) = —u cosvsen v,

G =x, %, = (—usenwv,cosv,0) - (—usenv, cosv,0) = cos> v + u’sen *v.

Ademés:
x(1,0) = (1,0,1),
x, (1,0) = (1,0, 3),
x, (1,0) = (0,1,0).

Entonces

E=x,-%,=(1,0,3)-(1,0,3) =1+9 =10,
F =xu-x,=(1,0,3)-(0,1,0) = 0,
G=x,-%,=(01,0)-(0,1,0)=1% = 1.

(b) Tenemos que calcular los coeficientes de la segunda forma fundamental en x (1,0) = (0,0, 0).

Sabemos que
x, (1,0) = (1,0,3), x,(1,0)=1(0,1,0).

Entonces
x, (1,0) x %, (1,0) = (1,0,3) x (0,1,0) = (-3,0,1),
1
N=—(-3,0,1).
NiTS ( )
Ademas,

Xy (U, 0) = (0,0,6u), Xyup (u,v) = (—senv,0,0), Xy, (u,v) = (—ucosv, —senv,0),
Xuu (1,0) = (0,0,6),  Xup (1,0) = (0,0,0), Xy (1,0) = (—1,0,0).

Por eso:

3
(0,0,6) - (—3,0,1) = gx/ﬁ,

(0,0,0)-(—3,0,1) =0,

€ =Xy, N =
f:Xuv'N:

(=1,0,0) - (—=3,0,1) = %\/1_0.

g =Xy * =

(aw] ] [a)



(¢) Consideramos la curva dada por
(u(t),v(t) = (¢ +1,nt)
para t € [—1, 1] contenida en la superficie. Entonces
x(u(t),v(t) =x(u,v) = <u (t)cosv (t),senv (1), (£* + 1)3>
= <(t2 +1) cos (wt) ,sen (mt), (£* + 1)3>

esta contenida en la superficie. Se representa en la siguiente figura:

SN W RO~
1
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Determinamos el vector tangente a la curva en ¢t = 0. Como

u' (t) =2t, V' (t) =m,
X, (u,v) = (coswv,0,3u?) ,
X'U u? (

(u, )

—usen v, cosv,0),

entonces

X' (t) = o' (t)xu(u(t), v(t)) + v ()%, (u(t), v(t)
=2t (cos 7t, 0,3 (t2 + 1)2) + (— (tQ + 1) sen 7t, cos Tt, 0)

x'(0) =2-0(cos0,0,3-1%) + 7 (—1sen0, cos 0, 0)
= (0,m,0).



