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PREGUNTAS CORTAS

1. (1 punto) Sea f la función dada por

f (x, y) =
(
x2 cos y, ey

3
)
.

Determine su matriz jacobiana. ¿Es diferenciable al función f?

Solución: La matriz jacobiana está determinada por las derivadas parciales y es

f ′ (x, y) =

(
2x cos y 0

−x2sen y 3y2ey
3

)
.

Como tiene derivadas parciales que son continuas (producto y composición de funciones continuas), en-
tonces es diferenciable y la diferencial es la aplicación lineal dada por su matriz jacobiana.

2. (1 punto) Sea C la curva dada por la representación paramétrica (I,x), para I = (0, 10) y

x (t) = (cos t, sen t,−t) .

Encuentre una representación paramétrica natural de esta curva.

Solución: Una representación paramétrica x (t) es natural si su parámetro es la longitud de arco, es decir,
si 1 = ‖x′ (s)‖ o si la longitud de arco entre 0 y s es:

s =

∫ s

0

‖x′ (s)‖ ds.

En esta curva tenemos:

α′ (t) = (−sen t, cos t,−1) , ‖α′ (t)‖ =

√
(−sen t)2 + (cos t)2 + (−1)2 =

√
12 + 12 =

√
2.

Por eso, la longitud de arco es:

s (t) =

∫ t

0

‖α′ (t)‖ dt =

∫ t

0

√
2dt =

√
2t.

Si hacemos el cambio de parámetro t = s√
2
, la curva queda con la representación natural:

x (s) = α (t) =

(
cos

s√
2
, sen

s√
2
,− s√

2

)
.

3. (1 punto) Escriba las ecuaciones de Frenet para curvas planas.

Solución:

dt

ds
= κ (s) n (s) ,

dn

ds
= −κ (s) n (s) .



4. (1 punto) Estudie cuándo es regular la parametrización de la superficie S dada por

x (u, v) =
(
u2, u− v2, u2 − v2

)
con (u, v) ∈ R2.

Solución: Tenemos(
D1x1 (u, v) D1x2 (u, v) D1x3 (u, v)
D2x1 (u, v) D2x2 (u, v) D2x3 (u, v)

)
=

(
2u 1 2u
0 −2v −2v

)
.

Si rango es 2 si v 6= 0 y es 1 en (u, 0). Por tanto, es regular en R2 − {(u, 0)}.
EJERCICIOS

5. Sea la curva de ecuaciones x (t) = (x, y, z) donde:

x = t2, y = t3 − 1, z = t, t ∈ R.

a) (1 punto) Determine la curvatura y la torsión en el punto (0).

b) (1 punto) Determine el triedro de Frenet en el punto x (0).

c) (1 punto) Determine las ecuaciones de los planos normal, osculador y rectificante en el punto x (0).

Solución:

a) Tenemos que x (0) = (0,−1, 0) y la curva

x (t) =
(
t2, t3 − 1, t

)
.

Además tenemos

x′ (t) = (2t, 3t2, 1) , x′′ (t) = (1, 6t, 0) , x′′′ (t) = (0, 6, 0) ,
x′ (0) = (0, 0, 1) , x′′ (0) = (2, 0, 0) , x′′′ (0) = (0, 6, 0) .

La curvatura es

k (t) =
‖x′ (0)× x′′ (0)‖
‖x′ (0)‖3

.

Hacemos

x′ (0)× x′′ (0) = ((0, 0, 1)× (2, 0, 0)) =

∣∣∣∣∣∣
i j k
0 0 1
2 0 0

∣∣∣∣∣∣ = (0, 2, 0) .

Entonces la curvatura en este punto es:

k (t) =
‖x′ (0)× x′′ (0)‖
‖x′ (0)‖3

=
‖(0, 2, 0)‖
‖(0, 0, 1)‖3

= 2.

Por otro lado, la torsión verifica:

τ (t) = −det (x′ (t) ,x′′ (t) ,x′′′ (t))

‖x′ (t)× x′′ (t)‖2
.

Para este caso, es:

τ (0) = −det (x′ (0) ,x′′ (0) ,x′′′ (0))

‖x′ (0)× x′′ (0)‖2
= −

∣∣∣∣∣∣
0 0 1
2 0 0
0 6 0

∣∣∣∣∣∣
‖(0, 2, 0)‖2

= −12

4
= −3.



b) Como x′ (0) = (0, 0, 1) es unitario , el vector tangente a la curva en x (0)

t = x′ (0) = (0, 0, 1) .

Un vector con la misma dirección y sentido que el vector normal principal n es:

v = (x′ (0)× x′′ (0))× x′ (0) = ((0, 0, 1)× (2, 0, 0))× (0, 0, 1) =

∣∣∣∣∣∣
i j k
0 0 1
2 0 0

∣∣∣∣∣∣× (0, 0, 1)

= (0, 2, 0)× (0, 0, 1) =

∣∣∣∣∣∣
i j k
0 2 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = (2, 0, 0) .

Por tanto, el vector normal es n = (1, 0, 1). El vector binormal es

b = t× n = (0, 0, 1)× (1, 0, 0) =

∣∣∣∣∣∣
i j k
0 0 1
1 0 0

∣∣∣∣∣∣ = (0, 1, 0) .

La gráfica de esto es la siguiente:

c) El plano osculador contiene a los vectores tangente y normal y es perpendicular al vector binormal.
Por eso, su ecuación es

(x− x (t0)) · b = 0,

que en este caso es
((x, y, z)− (0,−1, 0)) · (0, 1, 0) = 0⇐⇒ y + 1 = 0.

El plano normal es perpendicular al vector tangente, y su ecuación es

(x− x (t0)) · t = 0.

Para la curva y el punto dados, es

((x, y, z)− (0,−1, 0)) · (0, 0, 1) = 0⇐⇒ z = 0.



Entonces, tenemos
((x, y, z)− (0,−1, 0)) · (1, 0, 0) = 0⇐⇒ x = 0.

porque el perpendicular al vector normal al contener a los vectores tangente y binormal. La gráfica
es

6. Tenemos la esfera de centro (0, 0, 0) y radio 1, dada por la parametrización

x (θ, φ) = (cos θsenφ, sen θsenφ, cosφ) ,

para la latitud θ ∈ [0, 2π] y la longitud φ ∈ [0, π].

a) (0.75 puntos) Determine los coeficientes de la primera forma fundamental en un punto genérico de la
esfera x (θ, φ).

b) (0.75 puntos) Determine los coeficientes de la segunda forma fundamental en un punto genérico de
la esfera x (θ, φ).

c) (1.5 puntos) Sea
c1 (t) = (cos t, sen t, 0) ,

una curva contenida en la esfera y que pasa por el punto x
(
π
2
, π
2

)
= (0, 1, 0). Estudie si es una

geodésica.

Solución:

a) Determinarmos los coeficientes de la primera forma fundamental. En un punto x (θ, φ) se tiene

xθ = (−sen θsenφ, cos θsenφ, 0) ,

xφ = (cos θ cosφ, sen θ cosφ,−Rsenφ) .

Entonces

E = xθ · xθ
= (−sen θsenφ, cos θsenφ, 0) · (−sen θsenφ, cos θsenφ, 0)

= sen 2θsen 2φ+ cos2 θsen 2φ = sen 2φ,



F = xθ · xφ
= (−sen θsenφ, cos θsenφ, 0) · (cos θ cosφ, sen θ cosφ,−Rsenφ)

= −sen θsenφ cos θ cosφ+ cos θsenφsen θ cosφ = 0,

G = xφ · xφ
= (cos θ cosφ, sen θ cosφ,−Rsenφ) · (cos θ cosφ, sen θ cosφ,−Rsenφ)

= cos2 θ cos2 φ+ sen 2θ cos2 φ+ sen 2φ = 1.

b) Se tiene que

xθθ = (− cos θsenφ,−sen θsenφ, 0) ,

xθφ = (−sen θ cosφ, cos θ cosφ, 0) ,

xφφ = (− cos θsenφ,−sen θsenφ,− cosφ) .

Tenemos que calcular el vector normal N. El vector

xθ × xφ = (−sen θsenφ, cos θsenφ, 0)× (cos θ cosφ, sen θ cosφ,−senφ)

=
(
− cos θsen 2φ,−sen θsen 2φ,− cosφsenφ

)
,

tiene la misma dirección y sentido que el vector normal a la superficie. Además:

‖xθ × xφ‖ =

√
(− cos θsen 2φ)2 + (−sen θsen 2φ)2 + (− cosφsenφ)2

= senφ.

Por eso:

N =
xθ × xφ
‖xθ × xφ‖

=
1

senφ

(
− cos θsen 2φ,−sen θsen 2φ,− cosφsenφ

)
= (− cos θsenφ,−sen θsenφ,− cosφ) .

Ya podemos calcular los coeficientes de la segunda forma fundamental:

e = N · xθθ = (− cos θsenφ,−sen θsenφ,− cosφ) · (− cos θsenφ,−sen θsenφ, 0)

= sen 2φ

f = N · xθφ = (− cos θsenφ,−sen θsenφ,− cosφ) · (−sen θ cosφ, cos θ cosφ, 0)

= 0,

g = N · xφφ = (− cos θsenφ,−sen θsenφ,− cosφ) · (− cos θsenφ,−sen θsenφ,− cosφ)

= 1.

c) La condición de las curvas geodésicas es(
E F
F G

)(
u′′

v′′

)
+

(
(u′)2 xuu · xu + 2u′v′xuv · xu + (v′)2 xvv · xu
(u′)2 xuu · xv + 2u′v′xuv · xv + (v′)2 xvv · xv

)
= 0.



En este caso, es:

A = (θ′)
2
xθθ · xθ + 2θ′φ′xθφ · xθ + (φ′)

2
xφφ · xθ

= (θ′)
2

(− cos θsenφ,−sen θsenφ, 0) · (−sen θsenφ, cos θsenφ, 0)

+ 2θ′φ′ (−sen θ cosφ, cos θ cosφ, 0) · (−sen θsenφ, cos θsenφ, 0)

+ (φ′)
2

(− cos θsenφ,−sen θsenφ,− cosφ) · (−sen θsenφ, cos θsenφ, 0)

= θ′φ′sen 2φ,

B = (θ′)
2
xθθ · xφ + 2θ′φ′xθφ · xφ + (φ′)

2
xφφ · xφ

= (θ′)
2

(− cos θsenφ,−sen θsenφ, 0) · (cos θ cosφ, sen θ cosφ,−senφ)

+ 2θ′φ′ (−sen θ cosφ, cos θ cosφ, 0) · (cos θ cosφ, sen θ cosφ,−senφ)

+ (φ′)
2

(− cos θsenφ,−sen θsenφ,− cosφ) · (cos θ cosφ, sen θ cosφ,−senφ)

= −1

2
(θ′)2sen 2φ.

Con esta notación, la condición que cumplen las geodésicas es(
0
0

)
=

(
sen 2φ 0

0 1

)(
θ′′

φ′′

)
+

(
θ′φ′sen 2φ
−1

2
(θ′)2sen 2φ

)
=⇒

{
0 = θ′′sen 2φ+ θ′φ′sen 2φ,
0 = φ′′ − 1

2
(θ′)2sen 2φ.

Para el punto (0, 1, 0) = x
(
π
2
, π
2

)
, podemos escribir la curva c1 (t) = (cos t, sen t, 0) como

c1 (t) = (cos t, sen t, 0)

= x (θ (t) , φ (t)) = x
(
t,
π

2

)
.

Es decir:
θ (t) = t, φ (t) =

π

2
.

Entonces
φ′ (t) = 0, φ′′ (t) = 0,
θ′ (t) = 1, θ′′ (t) = 0.

La ecuación de las geodésicas es{
0 = 0 + 1 · 0 · sen 2φ (t) ,
0 = 0− 1

2
(1)2sen 2φ (t) = −1

2
sen π.

Como estas igualdades son ciertas, entonces esta ĺınea (corresponde al ecuador) es una geodésica.

Se representan en negro en la siguiente figura:






