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5. TEOREMAS DE STAMPACCHIA Y DE LAX-MILGRAM
5.1. Formas bilineales y operadores asociados.

Definicién 5.1. Sean X y Z dos espacios vectoriales. Entonces, una forma bili-
neal sobre X X Z es una funcion

a: XxZ—=R
tal que
1)Vz e X, z— a(x, z) es lineal sobre Z;
2)Vz e Z, x — a(x,z) es lineal sobre X .

Cuando X = Z hablaremos de “formas bilineales sobre X 7.

Ya hemos visto ejemplos de formas bilineales, por ejemplo, el producto escalar
en un espacio de Hilbert es una forma bilineal.

Definicién 5.2. Sea H un espacio de Hilbert y sea af(.,.) una forma bilineal sobre
H. entonces:

1) a(.,.) es continua <
3C >0 tq : Ja(u,v)| <Clull||v]| Vu, veH.

2) a(.,.) es simétrica <

a(u,v) = a(v,u) Yu, ve H.

3) a(.,.) es coercitiva (o coerciva) <

Ja>0 tq: la(u,u)>alul|® YueH.

Nota 13. Sea H un espacio de Hilbert con el producto escalar (.,.), se comprueba
trivialmente que una forma bilineal continua, simétrica y coerciva es un producto
escalar que define una norma equivalente a la norma inducida por (.,.).

Nota 14. Sea H un espacio de Hilbert y sea a(.,.) un forma bilineal y continua
sobre H. Para todo u fijado, la aplicacion

v = a(u,v)

es un elemento de H' ya que es lineal y continua sobre H. Aplicando el Teorema
de Representacion de Riesz existe un elemento de H que notaremos Au tal que

(Au,v) = a(u,v) Vv e H.
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se comprueba facilmente que el el operador A asi definido es un operador lineal
y continuo de H sobre H.
A serd el operador asociado a la forma bilineal af.,.).

5.2. Teorema de Stampacchia.

Teorema 5.3. Teorema de Stampacchia Sea H un espacio de Hilbert, sea
al(.,.) una forma bilineal, continua y coercitiva sobre H y sea K C H un convezxo
cerrado no vacio. Entonces, para todo L € H' existe un u unico de K tal que

(12) a(u, v —u) > (L,v—u)ygxyg YVoveK.

Siu; € K es la solucion correspondiente al funcional L;, parai = 1, 2, entonces
Li—L
(13) R

Ademdas, si a(.,.) es simétrica, entonces la solucion u de la inecuacion varia-
cional (12) se caracteriza por ser el inico elemento de K que verifique:

1 e
(14) éa(u,u) — (L, u) g = min éa(v,v) — (L, v)grxn

La demostracion del Teorema de Stampacchia requiere la aplicacién del
teorema de punto fijo de Banach:

Teorema de Punto Fijo de Banach Sea E un espacio métrico completo y
sea S una contraccion estricta sobre E, 1.e. S : E— E y existe 0 < k < 1 tal
que

d(S(x),S(y)) < kd(z,y) Yz, ye€E.

Entonces S posee un inico punto fijo, i.e. existe un unico x € E tal que x = S(x).

Demostracién del Teorema de Punto Fijo de Banach Partimos de un z;
arbitrario de F y definimos la sucesion

Tiyr1 = S(.T,) Vi € N.

i) El conjunto {(xi)ien} C F es una sucesién de Cauchy En efecto, sean
1, j € N, sin pérdida de generalidad podemos suponer que ¢ > j, entonces,
aplicando reiterativamente la desigualdad triangular y, luego, teniendo en cuenta
que S es una contraccion, se tiene

d(mi, .73]') S d(l’z, xi_l) + d(:ci_l, xi_g> + -+ d(l’j_H, J}j)
S /id(.f(]i_l, ZLZL’_2> -+ I{d(l‘i_g, flfi_g) + -+ Iid(l’j, ZL’j_l)
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< /{i_ld<x1’ :L‘O) + I{i_Qd(l‘l, ZE()) + -+ /fjd<$1; l‘O)
<K (KT 4R k4 1) d(, 20)

luego

KJ i o0
) )

d(l‘i,l’j) < 1~ d(.Il,I'O — 0.

ii) Existencia del punto fijo Dado que E es completo la sucesiéon de Cauchy
{(2;)ien} tiene un limite x € £ cuando i — oco. Pasando al limite en la identidad
xir1 = S(x;), teniendo en cuenta que al ser contractiva, S es continua, se obtiene

r = S(x).

iii) Unicidad del punto fijo Supongamos que x, y € E son dos puntos fijos,
entonces

d(z,y) = d(5(z), 5(y)) < wd(x,y)
luego
(1—-r)d(z,y) 0= d(z,y) =0<=z =1y.
Q.E.D.

Demostracion del Teorema de Stampacchia Aplicando el teorema de re-
presentacion de Riesz existe f € H tal que

(L,vYpgrsy = (f,v) YoveH.

Por otra parte, sea A el operador lineal y continuo sobre H asociado a la forma
bilineal a(.,.):
a(u,v) = (Au,v).

Se observa que

(15) |Au|| < Cllul| VYue H
y que
(16) (Au,u) > allul|* Vue H.

Entonces, la inecuacién variacional (12) equivale a encontrar u € K tal que
(17) (Au,v —u) > (f,v—u) VoveK
0

(18) 0> (f—Au,v—u) Vvek
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Se introduce un pardmetro real 5 > 0, entonces (18) equivale a hallar u € K tal
que
(19) 0>B(f—Au)+u—u,v—u) VoveK
lo cual equivale a decir que
u= FPg(B(f— Au) +u)
i.e. u es punto fijo de la aplicacion S definida por
S(v) = Px(B(f —Av)+v) VoveH.

Se fija el parametro $ de tal modo que S sea una contraccién estricta
Dado que la proyeccién sobre un convexo cerrado es una contraccion (no estricta)
tenemos

[15(v) = S(w)l| < lv—w = 3 (Av — Aw)]
—

1S(v) — S(w)|)* < |lv —w|* = 28(Av — Aw,v — w) + || Av — Aw|?
< v —wl*(1-2a8+ 5 C?).
Luego, para que S sea una contraccion estricta, es suficiente fijar 8 para que
1-2aB+p%C*< 1

lo que se cumple si

2a
O<ﬂ<5.

Conclusién Para 3 € (0,2a/C?) S es una contraccién estricta luego tiene un
unico punto fijo u = S(u). Obviamente u € K, ya que Im(S) C K, y u es la tnica
solucién de la inecuacién variacional (12).

Estabilidad Para demostrar la desigualdad (13) se toma la solucién u; corres-
pondiente al funcionale L;, para ¢ = 1, 2. Teniendo en cuenta que u; € K se
tiene

a(uy,ug —uy) > (L1, ug — Uy sy

y
a(ug,uy — ug) > (Lo, uy — Us) grsc

y sumando las anteriores desigualdades se obtiene
a(uy — ug,uy — ) < (Ly — Lo, uy — Ug) s
De la coercitividad de a(.,.) y la continuidad de L; — Ly se obtiene
alluy = us]* < [|Ly — Lol [lur — ual|
de donde se deduce (13).
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Supongamos ahora que a(.,.) es simétrica. Entonces a(.,.) es un producto
escalar sobre H que define una norma, ||.||,, equivalente a la norma asociada al
producto escalar (.,.):

al[ol* < a(v,v) = |Jvllz < Cllv]*.
Segun el Teorema de Riesz existe un tnico g € H tal que
(L, v)Ygrwy = alg,v) Yov e H.
La inecuacién variacional (12) se expresa entonces como sigue:
Hallar u € K t.q. 0>a(g—u,v—u) VvekK

Por el Teorema 2.1 sabemos que existe un tnico u verificando la anterior desigual-
dad, u es la proyeccién sobre K, segin la norma ||.||,, de g y se caracteriza por
minimizar la distancia a g

[u=glla <llv—gla YveK
a(u,u) — 2a(g,u) < a(v,v) —2a(g,v) VvekK
1 1
§a(u,u) —(Lyu)grxn < éa(v,v) —(L,v)pxng YveK

En el caso en que K = H se tiene:

Corolario 5.4. Sea H un espacio de Hilbert y sea a(.,.) una forma bilineal,
continua y coercitiva sobre H. Entonces, para toda L € H' existe un tinico u € H
tal que

(20) a(u,v) = Lv (= (L,v)gxg) Vv €EH.

Siu; € H es la solucion correspondiente al funcional L;, para i = 1, 2, entonces
Li—L

(21) N

En particular
[IL]]
22 < —.
(22) Juf < 1=

Ademdas, si a(.,.) es simétrica, u se caracteriza por ser el unico elemento de V
tal que

1 , 1
(23) a(u,u) — §Lu = min {a(v,v) - 5LU:| .
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Demostracién Aplicamos el Teorema de Stampacchia con K = H: existe un
unico u € H tal que
a(u,v —u) > Llv—u) YveEH.
Para cualquier w € H se tiene que v = = w + u € H luego
+a(u,w) >+ Lw VYwéeEH,
de lo que se deduce que
a(u,w)=Lw Ywe H.

La desigualdad (21) es consecuencia directa de (13) y la desigualdad (22) se
deduce de (21) teniendo en cuenta que al funcional L = 0 le corresponde la
solucién u = 0.

Ademss, si af.,.) es simétrica de (14) se deduce (23).
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