' Universidad
- Europea de Madrid

_ LAUREATE INTERNATIONAL UNIVERSITIES

APLICACIONES EN ESPACIOS VECTORIALES

LA IMAGEN RECIPROCA Y EL CAMBIO DE BASE



APLICACIONES EN ESPACIOS VECTORIALES

LA IMAGEN RECIPROCA Y EL CAMBIO DE BASE

© Todoslos derechos de propiedad intelectual de esta obra pertenecen en exclusiva a la Universidad
Europea de Madrid, S.L.U. Queda terminantemente prohibida la reproduccién, puesta a disposiciéon del
publico y en general cualquier otra forma de explotacién de toda o parte de la misma.

La utilizacién no autorizada de esta obra, asi como los perjuicios ocasionadosen losderechosde
propiedad intelectual e industrial de la Universidad Europea de Madrid, S.L.U., daran lugar al ejercicio

de lasaccionesque legalmente le correspondan y, en su caso, a lasresponsabilidades que de dicho
ejercicio se deriven.

e~~~ | Universidad Europea de Madrid
2



APLICACIONES EN ESPACIOS VECTORIALES

LA IMAGEN RECIPROCA Y EL CAMBIO DE BASE

indice

1w~ |

Presentacion
La preimagen de un vector

Calculo de la preimagen
Hagamos un pequefio experimento

Ejemplo de célculo de preimagen

Calculando la preimagen matricialmente

Cambio de base de la matrizde un homomorfismo
Cambio de base de la matrizde un endomorfismo
Video: cambio de base de la matrizde un endomorfismo

Resumen

La preimagen de un vector

Cambio de base de un endomorfismo

Universidad Europea de Madrid

10

12

14

15

16

16

16



APLICACIONES EN ESPACIOS VECTORIALES

LA IMAGEN RECIPROCA Y EL CAMBIO DE BASE

Presentacion

Transformar un vector en ofro a través de un homomorfismo ya no es un problema, puede
resultar hasta sencillo después de haberlo practicado un tiempo. Pero uno no tiene control

completo sobre una materia hasta que no puede manejar todas sus posibilidades.

Cuando una persona aprende a conducir, no solo debe aprender a circular hacia delante, sino
tambiéen a circular hacia atrds y a maniobrar. Una vez que ha aprobado su examen con el coche
de la autoescuela, se espera que esa persona sea capaz de manejar cualquier coche aunque los

mandos y el aspecto general varien un poco.

Sabemos como transformar un vector en otro, de acuerdo, pero ¢ sabemos obtener el original a
partir de su transformado? ;Y en qué bases? Sabemos calcular la matriz de un morfismo en una
determinada base, pero ;sabemos cambiar de bases a esa matriz? Dentro de muy poco la

respuesta a esas preguntas sera: si.

En este tema aprenderas:

e A calcular la preimagen de un vector tanto de forma tedrica como practica.

e A cambiar de base la mafriz de un homomorfismo, tanto cuando los espacios de partida y

llegada son distintos, como cuando son iguales.

¢ Y mucho mas.
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La preimagen de un vector

La preimagen de un vector o su

f: v-W

transformado inverso es aquel vector o

conjunto de vectores del espacio inicial que

se transforman en uno del espacio final.

Partamos de un sencillo esquema (como

puedes ver en la imagen de la derecha).

La preimagen de un vector
En esta version simplificada de como

funciona un homomorfismo, tenemos una serie de vectores que conforman el nucleo, en €l

espacio inicial. Estos vectores son los que se transforman en el nulo en el espacio final.

Por ofro lado, tenemos una serie de vectores que conforman la imagen en el espacio final, todos
aquellos que son transformados de alguno del inicial.

Si bien pidiésemos la preimagen de un vector, se tendrian que cumplir dos circunstancias:

e La primera, que dicho vector perteneciese a la imagen. De no ser asi, no habria

preimagen, porque nadie se transformaria en él. Es el caso del vector ¢ en el esquema.

e La segunda, que conociésemos la matriz de la transformacion o bien un vector particular

gue se transformase en el pedido y el nlcleo de la ransformacion u homomorfismo.

Asi, podremos decir que la preimagen de @ es el vector : f @ =y -
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Calculo de la preimagen

Deciamos que segln el esquema gue hemos visto en la pantalla anterior, la preimagen de @ es el

vector §: f1(@) = § ... ¢Pero, es asi?

Hagamos un pequefio experimento
Consideremos el vector §J + Z. Sabemos que Z € ker(f), luego la imagen de Z es el vector

nulo.

Transformemos i/' + Z mediante f, a ver qué obtenemos:

-

o~ o~
fG+8)=7@) + f@) =a+0=3d

i
por ser f homomorfismo

Luego tendriamos que (@) = § + 2.

Acabamos de comprobar que § ya no es el tnico vector de la preimagen de @, sino
s . =
que también lo seréan todos aquellos vectores que sean la suma de Y con un vector del

ntcleo de f.

De esa manera podremos afirmar que:

sol. particular  sol. homogénea
i s /> P,
f7@= ¥ + ker(f)

-
5
solucion general

Es decir, que la preimagen de un vector esta constituida por un vector en particular que sepamos

que se transforma en él sumado al nicleo completo del homomorfismo.
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Preimagen de un vector

La preimagen de un vector
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Ejemplo de calculo de preimagen

Utilicemos uno de los ejemplos que ya hemos planteado para establecer la primagen de un vector.
Sea el espacio vectorial Py de los polinomios de grado menor o igual a dos. Se considera el

endomorfismo de Py, definido como:

fp(z)=p(1)+p(2) — p(—2)x+p(-1)2.

1 1 1
Calculamos la matriz asociada a f en B={1, x, x2}: Fg = 0 2 0
1 -1 1

~ N N

1) fl@) f(z?)

Es sencillo ya que recordamos la analogia P; — R3

En detalle

1 9 o bien 1
Visto todo esto, calculemos ahora: f~ (1 +z*) —— f°(1,0,1)

Vemos que tanto f(1)= 14x2 como f(x2)=1+x2, por ende, tanto 1 como x nos valen como solucion

particular. Tomemos x2, por ejemplo:

sol. particular  sol. homogénea
—1 /- —
Si antes hemos dicho que: f (d) = ] + ker(f) . Entonces ahora:

~
solucién general

sol. particular  sol. homogénea

=1 gy c ‘
F+2?)= 22 + ker(f) =2’+a(l—-2z?))=ca+z?>—0az? Vac?
N -~ v —_——

solucién general ker(f)

Luego el calculo termina con: ' (1 +2?) = {a+ (1 — a)z? Va e R}
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Analogia P, — R3
p(z) =az? + bz +c ~ p=(a,b,c)
o f(1)=1+(1-1)xx2=1+x2—  (1,0,1)
o f(X)=1+(2-(-2))x-x2=1+2x-x2 — (1,2,-1)
o F0R)=1+A4-4)x+x2=1+x2—  (1,0,1)

dim(Im(f))=Rg(Fg)=2—dim(Ker(f))+dim(Im(f))=dim(P2)=3—dim(Ker(f))=3-2=1

Célculo de Ker(f): By(s) = 41 — z?
N——
(1105_1)

1+22%,1+ 2z + 22
Célculo de Im(f): Bry(f) = { S~ “——~—
(1,0,1) (1,2,1)
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Calculando la preimagen matricialmente

Bien, ya hemos visto como se calcula una preimagen cuando conocemos una solucion
particular. Pero, ;y si no es asi? En ese caso tenemos otra opcion: €l calculo matricial

de preimagen.

Primero necesitamos la matriz del morfismo. Aprovechemos la que ya teniamos:

1 1 1
La matriz asociada a f en B={1, x, x2}: Fg = 0 2 O
1 -1 1

~ N~

Q) (=) f(=?)

o bien
Busquemos la preimagen del f_1(1+.’l32) — f_1(1,0, 1), pero esta vez sin

conocer el nlcleo ni la imagen de f.

Sabemos que £~ (1 + 2?) = p(z) cuando f(p(z)) = 1 + 22, luego:

a 1 1 1 1 a 1 a+b+c=1 a=«
Fglb)|=10] = 0 2 0 bl =10]=<¢26=0 = ¢ b=0 Yo e R
c 1 1 -1 1 c 1 a—b+e=1 c=1—a

S——t N~ NN N S N~
p(z) 14+ fll) fl=) f(=) p(z) 1+4

Luego el calculo termina con: f~1(1+ 2?) = {a+ (1 — a)a? Vo € R}
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El mismo resultado que habiamos obtenido por el ofro método.
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Cambio de base de la matriz de un homomorfismo

Hemos dicho antes que cada base de un espacio en v f: V=W W
el que hay definido un determinado homomorfismo FB,Bz

tiene su propia matriz asociada a ese homomorfismo. B4 B,

Es decir, que si tenemos dos espacios V y W entre pllp! Qlla?
los que se plantea un homomorfismo, tendremos una Fg,s,

B,— " 3B,
matriz distinta para cada pareja de bases de Vy W

que tomemos.

Pongamos el esquema que acomparia al texto en esta pantalla.

Tenemos dos bases de V, B1 y B3, y dos bases de W, Ba y Byg.

Hemos establecido el cambio de base entre B4 y B3 y lo hemos llamado P. La matriz P sera una

matriz cuadrada de orden la dimension de V. Las columnas de P seran los vectores de la base

B3 expresados en la B1.

Por otro lado, hemos establecido también el cambio de base entre By y By y lo hemos llamado Q.

La matriz Q sera una matriz cuadrada de orden la dimension de W. Las columnas de Q seran los

vectores de la base B4 expresados en la Bo.

El homomorfismo tiene representadas sus matrices asociadas entre bases: Fp,p, vy FB,B,.

F'g, , tendra por columnas los transformados de los vectores de B4 expresados en By, y Fp, B,

tendré por columnas los transformados de los vectores de B3 expresados en Bgy.

La ecuacion que relaciona Fg, B, y F B, B, con sus respectivos cambios de base es la siguiente:

e~~~ | Universidad Europea de Madrid
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FBsB4 = Q_IFB132P 0 bien FBle = QFB3B4 P :
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Cambio de base de la matriz de un endomorfismo

Viendo como cambiar de base un homomorfismo nos Fg

leva a la misma pregunta planteada para

Vv
B
endomorfismos. Los endomorfismos en general son
mas manejables. Mas faciles de usar por el hecho de Fg=C'FgC cl

que no requieren dos bases, sino solo una.

}C" Fg=CFgC"

Reduciéndose a su vez el nimero de matrices de

3

cambio de base necesarias. .
Esquema para los endomorfismos

Andlogamente al que acabamos de estudiar, tenemos este nuewo esquema para los

endomorfismos de un espacio V (imagen que acomparia al texto en esta pantalla).
Tenemos dos bases de V, By B'.

El cambio de base entre B y B' es la matriz C que tiene por columnas los vectores de la base B'

expresados en B.

El homomorfismo tiene representadas sus matrices asociadas: F'ig, para B, y Fir, para B. Fg
tendra por columnas los transformados de los vectores de B expresados en B, y Fir tendra por

columnas los transformados de los vectores de B' expresados en B'.

La ecuacion que relaciona Fig y Fig con su cambio de base es la siguiente:

Fy =C_1FBCobien FBZCFBIC_I L
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Video: cambio de base de la matriz de un endomorfismo

'vibEo
Explicacién: cambio de base de la matriz
de un endomorfismo
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Resumen
La preimagen de un vector

e Si sabemos que: f(¥) =@

sol. particular  sol. homogénea
. ~~ —
o Podremos calcular: f71(d@) = g +  ker(f)

solucién general
e Es decir que la preimagen de un vector estd constituida por un vector en particular que

sepamos que se transforma en él sumado al nucleo completo del homomorfismo.

Cambio de base de un endomorfismo
e Si solo tenemos un espacio V, con un homomorfismo f definido.

e Tenemos dos bases de V, By B

® FBI = C_lFBC o bien Fg = CFBIC_l
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