Propiedades de la aplicacién mdédulo

Porposicién. La aplicaciéon | | : C — R que a cada z € C le hace corresponder el nimero real

o = VaT

satisface las siguientes propiedades:

1. |z| > 0 para todo z € C. Ademds, |z| =0 siy sélosi z =0.

Rez <|Rez| < |7,

2. Para todo z € C, se tiene
Imz < |Imz| < |z].

3. |z| =|z| = | — 2| para todo z € C.

4. |z|*> = z - Z para todo z € C. En consecuencia, 2! = z/|z|? par todo z # 0.

|21 - 22| = [z1] - |2,
5. Para cualesquiera z1, zo € C, se tiene
21 |21! .
—| =1 siz#0.
Z9 |ZQ’

En particular, |A-z| = |A| - |z] para todo A € R y para todo z € C.
6. |21 + 22| < |z1| + |22| para cualesquiera z1, 29 € C.

7. |21 — 22| > ||z1] — |22|| para cualesquiera z1, zo € C.

Demostracion. Las propiedades 1, 2, 3 y 4 se siguen directamente de la definicion de médulo.

5. Para demostrar la quinta propiedad es suficiente probar la igualdad referida al producto y que
el modulo del inverso de un nimero no nulo es el inverso del médulo.

Dados z1, z5 € C se cumple
21~ 22f* = (m122) - (7122) = (2121) - (2222) = |21[? - |27,
y tomando raices cuadradas resulta |z - zo| = |21] - |22].

Por otra parte, para z € C\ {0} se tiene

1
l=lz- 27 =z |7 = |27 = .

2|
6. Se trata de probar la denominada desigualdad triangular,:

|z1 + 272|2 = (214 22)(21 + 22) = (21 + 22)(Z1 + Z2) = 2121 + 2122 + 2221 + 2222
= 217 + 2175 + 2129 + 2270 = |21)* + 2Re(2122) + | 20)?

< fafP 20nz| 4zl = 2+ 20z lz] + 2 = (2] + |22))?
y tomando raices cuadradas se obtiene la desigualdad.

7. Para probar la conocida por desigualdad triangular inversa se aplica la desigualdad triangular:



Dados z1, 29 € C, se verifica

lz1] = |21 — 22 + 22| <21 — 22 +[22] = |z1] = |22] <21 — 22,
ahora intercambiando z; y 23 resulta |zo| — |z1] < |22 — 21|, y teniendo en cuenta que segin la
propiedad 2 es |z1 — 22| = |22 — 21|, entonces
|21 = 22| > méx {|z1] — [22], =(]z1] = [22])} = [[z1] = |22]] -

O

Por verificar las propiedades 1, 5 (en el caso particular de producto por escalares reales) y 6, la
aplicacién moédulo es una norma en C, denominada norma euclidea pues no es otra cosa que la
norma euclidea de R? (dados x,y € R se tiene ||(x,y)||2 = |z + iy|). Por tanto, (C,+,-,| |) es un
espacio vectorial normado y, ademds, es equivalente a (R% -+, - || |).



