
Estructuras Algebraicas

1.3. Grupos de permutaciones

Sea X un conjunto no vaćıo, se llama grupo simétrico (SX , ◦) al grupo formado por las aplicacio-
nes biyectivas en X, con la operación composición de aplicaciones. En particular si X = {1, 2, 3, · · · , n}
el grupo se nota por (Sn, ◦) y se denomina grupo de permutaciones.
Todo elemento del grupo (Sn, ◦) recibe el nombre de permutación.
Sea σ ∈ Sn, se dice que σ es un ciclo de longitud r si existen a0, · · · , ar−1 ∈ {1, · · · , n} tales que
σ(a0) = a1, σ(a1) = a2, · · · , σ(ar−2) = ar−1, σ(ar−1) = a0, y para todo k ∈ {1, · · · , n} tal que
k 6∈ {a0, · · · , ar−1} se verifica que σ(k) = k. La notación de dicho ciclo es σ = (a0, a2, · · · , ar−1).

Dos ciclos σ ∈ Sn y τ ∈ Sn se dice que son disjuntos si ninguno de los elementos del conjunto
{1, 2, ..., n} aparece en la notación de ambos. Los ciclos de longitud 2 se denominan transposiciones.

Propiedades

1. Los ciclos disjuntos conmutan: Si σ, τ ∈ Sn son dos ciclos disjuntos entonces στ = τσ.

2. El orden de un ciclo es su longitud

Formas de expresar una permutación

1. Toda permutación σ ∈ Sn se puede expresar como producto de ciclos disjuntos.

2. Toda permutación σ ∈ Sn, con n ≥ 2, se puede expresar como producto de transposiciones.

Lema 1. Reordenación de componentes en transposiciones

Dado un producto de r > 0 transposiciones: τ1τ2...τr, siempre existe otro producto de trans-
posiciones σ1σ2...σs con s ≡ r mód 2, τ1τ2...τr = σ1σ2...σs, y verificando una de las siguientes
condiciones:

• s < r y la componente a de τr = (a, b) no aparece en ninguna transposición σi para i ∈ {1, ..., s}

• s ≤ r y la componente a de τr = (a, b) sólo aparece en la transposición σ1.

Lema 2. La identidad como producto de transposiciones

La identidad de Sn, para n ≥ 2, sólo puede descomponerse como producto de un número par de
transposiciones.

Teorema. Paridad de una permutación

Si σ ∈ Sn se puede expresar como producto de r transposiciones y como producto de s transposi-
ciones entonces r + s es par.

Definición. Permutaciones pares e impares

Una permutación de Sn es par o impar según pueda ser expresada como el producto de un
número par o de un número impar de transposiciones respectivamente.

El grupo alternado An

Sea n ≥ 2. El conjunto de todas las permutaciones pares de Sn es un subgrupo del grupo simétrico
Sn que se denomina grupo alternado An y su orden es n!
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1.3. Problemas

1. Escribir cada una de las siguientes permutaciones como producto de ciclos disjuntos y como
producto de transposiciones:

a)

(
1 2 3 4 5 6 7 8
3 6 4 1 8 2 5 7

)
b)

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
3 5 7 8 4 6 1 2 9

)
2. Escribir como producto de ciclos disjuntos: a) στ , b) στ2, c) σ2µ, d) τσ−2, e) στσ−1, siendo

σ =

(
1 2 3 4 5 6
3 1 4 5 6 2

)
, τ =

(
1 2 3 4 5 6
2 4 1 3 6 5

)
, µ =

(
1 2 3 4 5 6
5 2 4 3 1 6

)
∈ S6

3. a) ¿Cuál es el orden del ciclo (1, 4, 5, 7) ∈ S8?

b) ¿Cuál es el orden de σ = (4, 5)(2, 3, 7) y de τ = (1, 4)(3, 5, 7, 8) en S8?

c) Expresar como producto de ciclos disjuntos y obtener el orden: ν1 =

(
1 2 3 4 5 6 7 8
8 2 6 3 7 4 5 1

)
,

ν2 =

(
1 2 3 4 5 6 7 8
3 6 4 1 8 2 5 7

)
, ν3 =

(
1 2 3 4 5 6 7 8
3 1 4 7 2 5 8 6

)
, ν4 =

(
1 2 3 4 5
2 4 5 1 3

)
4. Demostrar que A8 contiene un elemento de orden 15

5. a) Sea β = (1, 3, 5, 7, 9, 8, 6)(2, 4, 10). ¿Cuál es el menor entero positivo n ∈ N tal que βn = β−5

b) Si α = (1, 3, 5, 7, 9)(2, 4, 6)(8, 10) y αm es ciclo de longitud 5 ¿qué puede decirse sobre m?

6. Se disponen 20 cartas numeradas en 5 filas de 4 columnas. En cada paso, se recogen las cartas
en orden por filas y se vuelven a colocar en el mismo orden pero por columnas. ¿Cuántas veces
hay que repetir este proceso hasta que las cartas aparezcan en la posición inicial?

7. ¿Cuales de los siguientes son subgrupos de S5? Xa = {(1, 2, 3, 4, 5), (1, 2, 4)(3, 5)},
Xb = {(1), (1, 2, 3, 4, 5), (1, 3, 5, 2, 4), (1, 4, 2, 5, 3), (1, 5, 4, 3, 2)},
Xc = {(1), (1, 2)(3, 4, 5), (1, 3, 5)(2, 4), (1, 5, 3, 2, 4), (1, 2)(4, 5), (1, 3, 4)(2, 5), (1, 4, 3)(2, 5)}.

8. Se considera el grupo S3 = {ρ0, ρ1 = (1, 2, 3), ρ2 = (1, 3, 2), µ1 = (2, 3), µ2 = (1, 3), µ3 = (1, 2)}

a) Encontrar los subgrupos ćıclicos 〈ρ1〉, 〈ρ2〉 y 〈µ1〉 de S3

b) Encontrar todos los subgrupos de S3 y elaborar con ellos un diagrama de Hasse.

c) Encontrar las permutaciones pares y construir la tabla de A3.

9. Encontrar los tres elementos α1, α2, α3 ∈ S4 tales que, expresados en forma de producto de ciclos
disjuntos, se componen de dos ciclos de longitud 2. Comprobar que K = {e, α1, α2, α3} es un
subgrupo de S4 describiendo su tabla. Construir su diagrama de Cayley.

10. Sea τ = (a0, a1, ..., ak−1) un ciclo de longitud k

a) Demostrar que para cualquier permutación σ, se verifica que στσ−1 = (σ(a0), σ(a1), ..., σ(ak−1))

b) Demostrar que para todo µ, ciclo de longitud k, existe σ tal que στσ−1 = µ

11. Demostrar que una permutación es par si y sólo si puede expresarse como composición de 3−ciclos
(no necesariamente disjuntos).


