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Seccién 1: Introduccion 3
1. Introduccién

Los cientificos de los ultimos anos del siglo XVII dedicaron gran parte de
su tiempo y energia a resolver el problema de la tangente que tiene relacién
en cuestiones como las siguientes:

= En 6ptica, el dngulo con el que un rayo de luz incide en una superficie
de una lente estd definida en términos de la tangente a la superficie.

= En fisica, la direccién de un cuerpo en movimiento en un punto de su
recorrido es la de la tangente en ese punto.

s En geometria, al dngulo entre dos curvas que intersecan es el angulo
entre las tangentes en el punto de interseccién.

= ;Cdémo encontraremos la ecuacién de la tangente? Usaremos el método
ya desarrollado por Fermat en 1629.
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1.1. Tasa de variacién media

La siguiente tabla da el precio en euros' de un producto en 8 afios sucesivos
precio | 10 | 18 | 24 | 28 | 30 | 30 | 28 | 24

ano 0 1 2 3 4 5 6 7

Si llamamos P(z) a la funcién precio y a designa los afios, podemos pre- ]\ 1 a
guntar cuél es la variacién o incremento del precio en el intervalo [0, 1], y ésta
seria

AP = P(1) — P(0) = 18 — 10 = 8 euros
la variacién o incremento del precio en el intervalo [1, 3], y ésta seria
AP = P(3) — P(1) =28 — 18 = 10 euros
Ahora bien, la tasa de variacién media es el incremento por unidad de tiempo.

» La tasa de variacién media del precio en el intervalo [0, 1] es

T.V.M. = P(li : OP(O) = 181 0_ 8 euros/ano

» La tasa de variacién media del precio en el intervalo [1, 3] es

P(3)—-P(1) 28-18
3—-1 2

TV.M. =

= 5 euros/ano

Hemos cambiado los nimeros para que sean més cémodos de usar
<4 Doc Doc»
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» La tasa de variacién media del precio en el intervalo [3,7], es

TV.M. = P(? — 3P(3) _ A ; 2 _ —1 euros/aflo

que indica que el precio ha disminuido a razén de un euro por ano.

De esta forma definimos de la tasa de variacién media para una funcién f(x)
en un intervalo [z, z + h| como

Tasa de Variacién Media

Ty, = 1@ /@ h})L iC)

En el intervalo [z, z + h] la TVM representa graficamente la pendiente del

segmento que va desde el punto (z, f(x)) al punto (x+h, f(z+h)). En gréifico
siguiente se muestra como varia graficamente la TVM en distintos intervalos.
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e Interpretacién geométrica

En [1, 3]
3—-1
_ 2k ; 18 _ 5euros/afio
En [1,5]
rv.y = PO -PU)
5—1
_ 30 ; 18 _ 3 euros/afio
En [1,7]
_ 6
rv.y = 2O PO
7T—1 .
_ M-8 1 euros/ano
6 i 2 3 4 5 6 1
anos

La T.V.M. representa la pendiente del segmento que une los puntos de la cur-
va.
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1.2. Tasa de variacién instantanea

Como el intervalo [r,z + h] varfa con h, si hacemos h cada vez més
pequeno, es decir hacemos tender h a 0, obtenemos la TVI, Tasa de variacién
instantanea.

»y
SOCIALES

Tasa de Variacién instantanea

TV.I.(z) = g%w

La expresién anterior es muy importante en matematicas y se relaciona
con el calculo de la recta tangente a una funcién, como mostraremos a con-
tinuacion.

En el ejemplo anterior de los precios la TVI significa la razén de cambio
del precio en un instante de tiempo.

Gréficamente indica la pendiente de la tangente a la funcién en el punto

(z, f(2)).
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Ejemplo 1.1. Si P(x) es precio de un producto y = designa los afios, siendo
P(z) = -2+ 9z +10

hallar la TVI enel anox =1y en el aio z =7
Solucion: El precio en el aio x =1 es P(1) =18 yla TV I es
P(1+4+h)—P(1)

TVI() = Jim .
_ 2 _
_ o~ 4014k +10-18
h—0 h
72
= dim TR i (cheT) =7
h—0 h h—0

es decir, en © = 1 el precio estd aumentando a razén de TV I(1) = 7 euros/ano
P(7+h) — P(7)

TVI = i
VI() ) h
_ 2 _
~ lim (T+h)*+9(7+h)+10—24
h—0 h
. —h?—5h .
- i = = mh 9= S
es decir, en © = 7 el precio estd disminuyendo a razén de TVI(7) = —5
euros/ano O
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1.3. El problema de la tangente

Dada una funcién y = f(z) y un punto A(a, f(a)) del grafo de la funcién

MATEMATICAS

1° Bachillerato

A+Au

se trata de determinar la pendiente de la recta tangente al grafo de la funcién B

s=B+u;

en el punto A. Consideremos la recta secante desde A a B. Siendo los puntos SoaES

A(a, f(a)) y Bla+h, f(a+h)),

la secante AB tiene pendiente
A fa+h) - @
h h
A medida que h - 0, B — A,y
definimos la pendiente de la tan-
gente Mgy COMO
e T ) = 1)
h—0 h

Esta pendiente la escribiremos como f’(a) quedando la ecuacién de la tan-

gente de la forma

f(a)

|
|
|
|
|

a

(1)
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Ejemplo 1.2. Hallar en 2 = 2 la tangente a la curva f(z) = z°. St

Solucién: El punto de la curva en z = 2 = f(2) = 2> = 4, A(2,4). La

pendiente de la tangente es <
p L f2+h)—f(2) L 2+ h)2 —4 S:J_L‘;::ES
A Y L
2 _
= 1imw:hm(4+h):4 Ma
h—0 h h—0

Siendo la recta tangente

O
1
Ejemplo 1.3. Hallar en z = 1 la tangente a la curva f(z) = =
1
Solucion: El punto de la curva en ¢ = 1 = f(1) = T 1, A(1,1). La
pendiente de la tangente es
: 1+h) = f(1) . L
£ ) i h
- ~1
hoo (1+h)h  h=01+h
Siendo la recta tangente
y—1l=—-(z-1) <Doc Doch
O

Volver Cerrar


http://personales.unican.es/gonzaleof/

Seccién 2: Derivada en un punto 11
2. Derivada en un punto
Sea f una funcién, definimos la derivada en z = a, f'(a) como
. a+h)— f(a

h—0

2.1. Derivadas laterales
Definicién 2.1 Sea f una funcion y a € Dom(f)

1. Definimos la derivada por la izquierda de f en a cuando

_ . fla+h)— f(a) .

4 = 1 —_—
fl(a™) Jim A existe (3)
2. Definimos la derivada por la derecha de f en a cuando

f'(a+) — lim f(a + h) — f(a)

h—0t h
Teorema 2.1. Sea f una funcién definida en un intervalo abierto conteniendo
a x, entonces f'(z) existe si y solo si existen las derivadas laterales f'(z7) y
f'(z™) y son iguales. En este caso

fi@)=f'@7) = f'@=¥)

Solucion: Se deduce de la propia definicién de limite, ya que para que un
limite exista deben existir los limites laterales y ser iguales. |

existe (4)
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Ejemplo 2.1. ;Es derivable f(z) = |z| en z =0 7.

—x <0

Solucidn: Siendo f(x) = |z| = { s >0

y = |z|

MATEMATICAS
12 .
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L, r=A+Au

A

B
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= lim — =1 -5

Como f'(07) # f/(07) la funcién no es
derivable en x =0

Test. La funcién f(z) = x — |1 — | es derivable en z = 1.

(a) Si (b) No
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3. Reglas basicas
® Derivada de una constante

Teorema 3.1. Sea f una funcién constante f(z) = ¢ Vz € R, siendo ¢ un
numero real, entonces
f(x)=0 VzeR

® Derivada de la potencia

n

Teorema 3.2. (Regla de la potencia) Consideremos la funcién f(z) = z",

para algin nimero natural n € N. Entonces
f'(z) = nz" ! r€R (5)
Nota al Teorema. La regla anterior se extiende y funciona cuando el ex-
ponente es cualquier nimero real.
Ejemplo 3.1. Hallar las derivadas de
fl@=a%  gl@)=a° h(z)=a°
Solucion:

fl(z) =62 ¢'(x)=-5x"% h'(z)= ga:Q/g

Ejercicio 1. Calcular las derivadas.

a) f(z)=2z" b) f(z) = Va? ¢) f(z) = Va

MATEMATICAS
1° Bachillerato

+Au

B

s=B+u;

SOCIALES

<4 Doc Doch

Volver Cerrar


http://personales.unican.es/gonzaleof/

MATEMATICAS
1° Bachillerato
, r=A+iu

Seccién 4: Reglas de Derivacién 14

4. Reglas de Derivacion

e Regla de la suma .
Teorema 4.1. (Derivada de la suma) Sean las funciones v = f(z) y v = g(x). B ny

SOCIALES

[f(@) + 9(@)]" = f'(x) + ¢'() (6) M4

Entonces

[u+v] =u + (7)
Ejemplo 4.1. Hallar las derivadas de
flz) =2® +z* g(z) =2®>—273
Solucion:
f'(z) = 322 + 42® g (z) =2z + 3274
O
Ejercicio 2. Calcular las derivadas.
a) f(z)=32>-5z73 b) f(z)=x*>-3, 2°
c) fz)=z"0+271° d) f(x) =z — Vabd
e) f(x)=a®+a0% ) f(@)=Vad+ ¥

<4 Doc Doch
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® Regla del producto

Teorema 4.2. (Derivada del producto) Sean las funciones v = f(z) y v =
g(z). Entonces

[f(@)g(@)]" = f'(x)g(x) + f(2)g'(x) (®)

[w-v)]' =u v+u- (9)

Ejemplo 4.2. Hallar la derivada del producto
fa) = (@ +a")(a® —27%)
Solucion:

fl(x) = (322 +42®) - (22 —z73) + (2® + 2%) - (22 + 327%)

Ejercicio 3. Calcular las derivadas.

a) f(z) = (2 +10)(1 — z?) b) flz)=(z+22+1)-(1+2)
¢) f(z)=(z"+1)(1— =) d) f(z) = (a® —2z) - (1—27)
e) f(z)=(2"+2°)- 3+ f) f(@) = (Vad + ) (z — ¥a)
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® Regla del cociente
Teorema 4.3. (Derivada del cociente) Sean u = f(z) y v = g(x)

[f(x)}' _ ['(@)g(@) - f(2)g (x)
g(z) g(z)?

(u)’ uwv—u-
v V2

z3 + z*
Ejemplo 4.3. Hallar la derivada del cociente f(z) = P p——
Solucion:
() = (3z% + 4x3) (22 — 273) — (23 + 2*)(2z + 3z74)

(22 — z73)2

Ejercicio 4. Calcular las derivadas.

W) @) =1 ) fa) ="
1’10 1'2 X
) flz) = T D) @) =5

MATEMATICAS

16 1° Bachillerato
A
(10) SocrALES
Ma
(11)
O
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® Regla de la cadena

Teorema 4.4. (Regla de la cadena) Sea las funciones y = f(u) y u = g(x).
Supongamos que g es derivable en x y f es derivable en u, entonces la funcién
compuesta f o g es derivable en x y su derivada es

(fog) (z) = f(9(x)) ¢ () (12)

Ejemplo 4.4. Hallar las derivadas de
flz) = @2z +2*+5)° g(z)=(2-2")°

Solucion:
fl(z) = (2z+x +5)%(2+2x)
g'(z) = 6(2 - 2'*)°(-122™")
O

Ejercicio 5. Calcular las derivadas.

a) f(z) = (1+22)° b) f(o) = (z +2?)°

¢) f(z) = (=" +1)? d) f(z) = (22° + )

e) f(z) =2%(22° + 2)° f) fl@) =1 -2*)’(6+2)°

MATEMATICAS
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5. Derivadas de las funciones trascendentes

5.1. Derivadas Trigonométricas

Teorema 5.1. Las derivadas trigonométricas elementales son:

(senz) = cosx (cosz) = —senx  (tanz) =

Ejemplo 5.1. Hallar las derivadas de
f(z) = sen 6z g(x) = cos(1 + 2?) h(z) = tan 3
Solucion: Del teorema y aplicando la regla de la cadena se tiene

3z

2
f'(x) =6cosbr  ¢'(r) = —2wsen(l+ z°) h'(z) = P

Ejercicio 6. Calcular las derivadas.

a) f(z) =sen(3z+1) b) f(z) =sen(z® +1)
¢) f(z) =sen(z? +1) d) f(z)= cos(1 — m)
e) f(x) = tan(l + 22% + %) f) f(x) =sec(l — z?)

MATEMATICAS
18 )
1° Bachillerato
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5.2. Derivadas Exponenciales

Teorema 5.2. Las derivadas de la funcién exponencial son:

B

(ew)' = @ (am)/ =a*Ilna (a>1) (14) CaRE

SOCIALES

Ejemplo 5.2. Hallar las derivadas de
f@) =" gla)=e*"  h(z) =6
Solucion: Del teorema y aplicando la regla de la cadena se tiene

fla)=6e57  ¢(z)=2ze ™ h'(z) = 6" In6 cosz

(]
Ejercicio 7. Calcular las derivadas.
a) f(l') — 675m+4:32 b) f(m) — em sen T
C) f(.iL’) _ el—sen2z d) f(.’E) _ 2tan3w
3 z2 43z
) 1) = (3) ) @) = aenoheoss
<« Doc Doch
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5.3. Derivadas Logaritmicas

Teorema 5.3. Las derivadas de la funcién logaritmica son:

r l ’r 1
(Inz) = - (log, z)" = a (a>1) (15)

Ejemplo 5.3. Hallar las derivadas de
f(x) = ln(51‘ - $2) g(l’) = 111(5 — Senx) h(.’E) = 10g3($2 + ez)

Solucion: Del teorema y aplicando la regla de la cadena se tiene

rN 9 —2zx ), N —COST iy 1 2z +e”
f(x)_53c—x2 g(x)_t')—sen:z: h(x)_mx2+em
U
Ejercicio 8. Calcular las derivadas.
a) f(z) =In(z + vz +1) b) f(z) =1In(x? +senx)
¢) f(z) =In(z? senz) d) f(z)=1n%(1+ %)
&) f(@) =W’(1 +Inz) ) (@) =logg(———)
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5.4. Derivadas de Arcos trigonométricos

TEOREMA 8. Las derivadas de los arcos trigonométricos son:

1
li
a) (arcsenz) = ——
) (aresenz) = ———
-1
b) (arccosz) = ——
) V==
1
tanz) = ——
¢) (arctanz) T2

Ejemplo 5.4. Hallar las derivadas de

f(z) = arcsen 6z

Solucion:
6

Fo=—er

Ejercicio 9. Calcular las derivadas.
a) f(z) =arcsen(lnz + x)

¢) f(z) = arctan(sen x)

Ejercicio 10. Calcular las derivadas.

g(x) = arctan x

b) f(x)=arccos(l — )
d) f(z) = arctan(lnz)

MATEMATICAS

21 1° Bachillerato
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a) f(z)=1In*(1+ cosz)?

C) f(l‘) _ e1—senm

Ejercicio 11. Calcular las derivadas.

a) f(z) =In(l - Va)?

Ejercicio 12. Calcular las derivadas.

a) f(z) = 2% arctanz~ /2

Ejercicio 13. Calcular las derivadas.

a) f(x) = (tanz)*"*

b) f(x) =senxz(l + cosx)?

Q) f(@) =gw e

22

MATEMATICAS
1° Bachillerato

A+Au

<

s=B+u;

SOCIALES

<4 Doc Doch

Volver Cerrar


http://personales.unican.es/gonzaleof/

MATEMATICAS
1° Bachillerato

Soluciones a los Ejercicios 23
Soluciones a los Ejercicios
Ejercicio 1.

a) Si f(z) = 223,

s=B+u\7

f/(ll‘) = 262" SOCIALES

z) = Va3 = 2%/%. Luego
b) f(z) Lueg M4
¢) f(z) = Va7 = z7/5. Luego

Ejercicio 1

<4 Doc Doch

Volver Cerrar


http://personales.unican.es/gonzaleof/

MATEMATICAS

Soluciones a los Ejercicios 24 -
1° Bachillerato

L, r=A+Au

Ejercicio 2.

-

a) Si f(z) =32% - 5273, 2

s=B+u\7

f’(m) =6z +15z7* SOCIALES
b) Siendo f(x) = 2® — 35, Ma [
fl(z) =2z —152*
c) Si f(z) =2 + 2710,
fl(x) =102 =102~

3

d) Siendo f(x) =2 — Va5,
fi@x) =1~ §x2/3
e) Siendo f(z) = z® + 28903,

f(x) = 827 + 8,003x7-003
f) Siendo f(z) = Va3 + /x,

f’(.’E) _ gx1/2 + %$_4/5

Ejercicio 2 <« Doc Doc b
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Ejercicio 3.
a) Si f(z) = (2* 4+ 10)(1 — 2?), A
f'(x) = (22) - (1 —2?) + (2® +10) - (-22) s
b) Siendo f(z) = (z+2? +1)- (1 + =),
f(@) = (14+22) - (-22) + (@ +2* +1) - (-2) Mal
¢) Si f(z) = (=" +1)(1 - z),
f'(2) = (102°) - (1 —2) + (¢ + 1) - (-1)
d) Siendo f(z) = (x —22) - (1 — x?),
fl(xz) =2z —2)- (1 —22)+ (2® — 2z) - (—22)
e) Siendo f(z) = (2% + %) - (3 +2),
fliz)=(22+32%) - 3+z)+ (=® +2%)-(1)
f) Siendo f(z) = (Va? +z) - (x — /7).

F@) = Ga'? +1) - (o = IE) + (VaF +2) - (1= ga)

SOCIALES

Ejercicio 3

<4 Doc Doch
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Ejercicio 4.
1
S. = —
@) Si f(@) = -,

=00 __L
b i £z = 2L,
fiz) — 2@ = :5(2362 1)) _ :1323; 1
o) i fa)= S
o) = (1029)(1 —(xl)_—g;‘) +1)(-1)
d) Siendo f(z) = i :;
Fla) = (2z + 1)(z + 3) — (2® + z)(1)

(x+3)2

Ejercicio 4

MATEMATICAS
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Ejercicio 5.
a) Si f(z) = (1+2z)3,
fl2)=3(1+22)*(2)
b) Siendo f(z) = (z + z?)3,
f'(@) = 3z + (1 +22) Mal
¢) Si f(z) = (2" +1)?,
f(z) =2(z" +1)(102°)
d) Siendo f(x) = (223 + )3,
f'(x) = 3(22° + )% (62% + 1)
e) 8i f(z) = f(z) = 2°(22° + 2)°,
f(z) = 2z(22% + 2)% + 22 3 (223 + 1)2(62% + 1)

Ejercicio 5

<4 Doc Doch
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Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 6.
a) Si f(z) =sen(3z +1).

f(x) = 3cos(3z + 1)

b) Si f(z) =sen(s® +1).

f'(x) = 32% cos(z® + 1)
¢) Si f(z) =sen®(2® 4 1). Luego

f'(z) = 3sen?(2® 4 1) cos(x? + 1) (27)

) Si f(x) = cos( ).
(@) = =sen( ) =0
e) Si f(x) = tan(1 + 222 + 2®),
f'(w) = cos?(1 +12:172 T 23) (4 +32%)
) 81 @) = sec(l = %) = ——r

f'(x) =

—sen(1 — 2?) (—2z)

cos?(1 — x2)

28
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A+Au

Ejercicio 7.
a) Si f(z) = A
F(x) = e~ (_5 4 8g) o
SOCIALES

b) Si f(z) =e"*"".
f(x) =e®*"*(senx + x cos x) Ma: 1
¢) Si f(z) = e 5T Tyego
F(z) = e! " *(_2genz cosz)

d) Si f(z) = 2tm3,
3

cos? 3z

f’(ilf) _ Qtan 3x In2
2243z
o sifo=(2) .

f(z) = <§)m2+gm (22 +3) In g

f) Si f(.’L') = asenm+005m

f'(z) = a®™* " Inq (cos z — sen )

. <4 Doc Doch»
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Ejercicio 8.

a) Si f(z) =In(z + vz +1).

@)= om0+ 5
b) Si f(z) =In(z® +senz) f'(z)= m&:v—i-cosx) Ma
¢) Si f(x) = In(2? senx).
f(z) = m(% sen + 2” cos z)

d) Si f(z) =In*(1 +1Inzx).
() =2In(1 +€%) ! e’

1+e*
e) Si f(z) =In%(1 +Inz).
f'(x) =2In(1 +Inx) T lnx%
f) 8i f(z) = logs(;————)-
oy L

. <4 Doc Doch»
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Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 9.

a) Si f(z) = arcsen(lnx + x).

@)= 7= (1111x+x)2(£ t
b) Si f(z) = arccos(l — x).
@)= == (D)
¢) Si f(z) = arctan(senz).

31
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Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 10.
a) Si f(z) =1n?(1+ cosz)>.

f'(x) =2 In(1 + cos x)? 3(1 + cosx)?(—senz)

(14 cosz)3
senx

— —61n(1 3__SOnT
6 In(1 + cosx) 1+ cos )

b) Si f(z) =senz(1 + cosz).
f!(x) = cosz(1 + cos x)® + senx 3(1 + cos z)*(— sen z)

¢) Si f(x) =el™me,
f/(ll) —_ _el—senz COS T

d) Si f(x) =8*"Ine,

/ _ z—Inzx _l
filz) = 8 -In8-(1 :c)

Ejercicio 10

MATEMATICAS
1° Bachillerato
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A+Au

Ejercicio 11.

a) Si f(z) =In(1 — /z)% \
—1 2<_

F'@ = gorp2l-vo5 = e

1+tanx 9 1—|—tana:'
1—tanx 1—tanx

sec? x(1 — tanx) + (1 + tanz) sec? x

(1 —tanx)?
_ 1l—tanz 2sec’
~ 2(1+tanz) (1 —tanz)?
sec?

(1+tanz)(1 — tanx)

Ejercicio 11
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Ejercicio 12. o FTATA
a) Si f(z) = 2% - arctanz~ /2, 7

1 1 =i B
! = . —— 2-—-— _3/2 s=B+pv
f(z) 2z - arctan 7 +2 o " (\/L;)Q 5 el
1 1 VT
= 2z-arctan — — ——————
Voo 21+ (L)z Ma |

b) Si f(z) = 2. Aplicando logaritmos
Inf(z) =2 Inz

P _ o1
@) =hzr+z .
fl(x)=(Inz+1)- 2"

Ejercicio 12
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Soluciones a los Ejercicios
Ejercicio 13.
a) Si f(z) = (tanx)*"*. Aplicando logaritmos

In f(z) =senzx Intanx
2

!
(=) =cosx Intanx + sen x cr
f(z) tanx
I
1
f'(z) —=cosz Intanz + ——
f(z) CoS &

senx

1
"(z) = Int —
f'(z) = (cosz Intanz + Cosx) (tan z)

b) Si f(z) =€” - {/x. Aplicando logaritmos

In f(z) :x+llnx
x

flz) 1 11
w2 s
f(x) Inz 1
i) LB

35
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Soluciones a los Tests A
— <
Solucién al Test: Siendo f(z) =z — |1 —z| = { 21’1 L > 1 \ >
f’(l_) —  lim f(l + h) = f(l) _ s!u;(n:::u
h—0— h
. 21+h)—-1-1 lWa
= lim =2
h—0— h
1+h)— f(1)
"Mt = 1 it =
£an h 0+ h
1-1
= 1' _— = 0
hi%lJr h

Como f'(17) # f'(1") la funcién no es derivable en z = 1. Final del Test
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