3.2. Definicién de grupo y propiedades AT

Demostracion. Si (G, =) es abeliano, utilizando la proposicién 3.2.6 deducimos
(a* b)y!'=b"xal=a' « bl paratodoa be G, locual demuestra que i) implica ii).
Supongamos ahora que ii) es cierta y sean x, y € G. Tenemos

Xxx y=(x1)! = (y—‘)_."' (proposicién 3.2.5)
= o= (x7l e oyl . (hipotesis)
=y« (x)! (proposicién 3.2.6)

=y * X (proposicion 3.2.5)

Esto demuestra que (G, ) es abeliano. | |

Si (G, *)es un grupo y G posee un nimero finito de elementos se define el orden de G,
que se simboliza mediante |Gl, como el nimero de elementos de G y se dice que (G, *)esun
grupo finito. En caso contrario diremos que (G, * ) es un grupo infinito.

Los grupos finitos pueden definirse totalmente mediante tablas, de manera que el resul-
tado de operar dos elementos a y b del grupo se coloca en la interseccién de la fila de a con
la columna de b, como muestra la siguiente figura:

a a#* b

La ley de cancelacion por la derecha se interpreta en la tabla de la operacién como que los
elementos no se repiten en ninguna de las columnas y la ley de cancelacién por la izquierda
como que los elementos no se repiten en ninguna de las filas de la tabla de la operacién.

Teniendo esto en cuenta y que el neutro siempre debe aparecer en la tabla de un grupo, se
deduce que todos los grupos de dos clementos poseen una tabla de operacién similar a la
siguiente: &
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Puede observarse que este grupo es conmutativo; la propiedad de conmutatividad se
observa en la tabla de la operacién viendo si la tabla es simétrica con respecto a la diagonal
principal. '

Si G posee tres elementos, G = {e, a, b}, inmediatamente podemos escribir

* e a b : G
5 7
e e a b 3 oy
. —‘{J o
Y | S b & b
b b e (L

El resultado de operar a con a puede ser b o e; el resultado de operar a con b debe de ser
e (si fuera b, se tendrfa a'= e); por tanto a * a = b; se puede ahora completar la tabla de este
b
£rupo:

5 e a b
& e a b
a a b &
b b e a

Obsérvese que este grupo también es abeliano.
Un ejemplo de un grupo con cuatro elementos es el grupo 8 = {1, 1, -1, i}, i2=-1, con
la operacion de multiplicacion, dado en la seccion 3.1, en donde se ha escri lo su tabla de ope-
" racién. En el ejercicio 5 al final de esta seccion se pide comprobar que "esencialmente" s6lo
- existe otro' grupo de cuatro elementos y que también es abeliano.

EJERCICIOS 3.2

1. Justificar cudles de las siguientes operaciones son asociativas y cudles son conmutativas

a) EnIR, a = b=lalb.
b) EnZ,ax b=a+b+b’

¢) EnZ axb=a+b+ab a8 = &

2. Tomar G =R — {0} = R* y la operacién = definida porsa * b = 3ab. Encontrar un ele-
mento identidad en (G, = ). Encontrar el inverso de cualqmer elemento x de G. (Es (G,

#)un o =
T O ¥ Qo “'1— R
3. TomarG=R-{- 1_}yiaoperac16na* b= d+h+ab (Es (G, *)ungrupo’?Enconuar
> Gtalquath«<3 35, y ?
(Qsy+27) ¥ % \ 24K R¥E/ M1442x = 35
. =~ oy 9 4 BT .
( Piseg gl 4 A S SR S T &=

* =2
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En un grupo (G. *) definimos a?=a * a, dqza *a*a . ..a"=a= .. % a(nveces)
I s

i) Paratodon e Z*, demostrar que (a?)~ = (a=1)n,
i) Si G es abeliano, demostrar que (a = b)“ =a" # b" (Utilizar el método de demos-
tracion por induccion.)

Encontrar las tablas de todos los grupoes de cuatro elementos (seguir un procedimiento
andlogo al utilizado con los grupos de 2 y de 3 elementos).

Completar la siguiente tabla de manera que sea la tabla de un grupo. (Serd necesario uti-
lizar la propiedad asociativa.) ¢ Es este grupo abeliano? #

|| R o T B T o S

4l e | a | b | e | d

&

il

f
b £ d
W I o
/ c|ldl¥|®lalb o O =€
2 h o

& e e
) f | e |k

Demostrar que (G, *) es abeliano si y sélo si (ab)? = a?b? para todo a, b € G. :

Si G es un grupo tal quﬁ-@_"‘: éﬁ’para todo x € G, demostrar que G es abeliano.

Probar que x"=e si y so]o si (y~'xy)" = e. (Sugerencia:-probar primero que (y~! xy)“ =
= y-'x" utilizando el método de induccién.) 3

10. Probar que los siguientes conjuntos forman grupos respecto a la mu]fi_pﬁcacién ordinaria
a) {(1+2m)/(1+2n):m,n=0,+l,+2, sal
b) {cosq+isenq:qe @).

11. Sib'ab = aX demostrar que b"a’h’ = a®¥",

3.3. GRUPOS DE CONGRUENCIAS -:;’

Dado un nimero entero positivo m, mostraremos que siempre existe al menos un grupo

con m elementos. Para ello haremos uso del concepto de congruencia introducido en el
capitulo 2. Recordemos que dados dos niimeros enteros a y b, a se dice congruente con b
modulo m, y se simboliza mediante a = b(m) si su diferencia, a — b, es un maltiplo de m,
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es decir, a — b = km para algiin k € Z. Se sabe que la relacién de congruencia definida en el
conjunto Z de los nimeros enteros es una relacién de equivalencia. Podemos, por tanto, con-
siderar el conjunto cociente de & mediante esta relacion de equivalencia, el cual se simboliza
mediante Z_ y se denomina el conjunto de las clases de congruencias médulo m.

Los elementos del conjunto Z  son, pues, clases de equivalencia que se denotardn
mediante [a], donde [a]={be E:b= a{m}} Dada una clase de equivalencia [a] € & _ siem-
pre podremos elegir un "representante” b de [a], de manera que [a] =[b] y 0 = b < m; basta
dividir a entre m y tomar b como el resto de esta division (véase el algontmo dela clwu.mn
desarrollado en la proposicién 2.1.1). Entonces, podemos escribir

Z,= (101 (1], [2], ... [m~ 11}

donde {0, 1, 2, ..., m— 1} es un sistema completo de restos médule m.
En el teorema 2.4.4 se demostré que las operaciones

[al+[b]=[a+b] y [al-[b]=[ab]

estdn bien definidas en & _ y son operaciones cerradas en este conjunto. Con la operacion de
suma de clases residuales médulo m, (zm, +) es un grupo abeliano, como se demostrd en el
tcorema 2.4 4. Queda asf demostrado que para todo éntero positivo m siempre existe un grupo
con m elementos.

Con la operacién de multiplicacion de clases residuales médulo m, (&, <) no es un grupo:
hasta observar que el elemento [0] no posee inverso. Podrfamos preguntarnos si eliminando el
[0], es decir considerando &* =& _ - {[0]}, Z* es un grupo con respecto a la multiplicacion
de clases residuales médulo m. La respuesta es, en general, negativa puesto que ni [2], ni [3].
ni [4] poseen inverso en (z ‘. *). En general, si m=s-reons,re Z. s r>1,setiene que [s]*
[fl==[m] =[0]en Z_; esto sugiere que (Z* -) Sera un grupo soiamentc cuando m sea prmm

Demostracion. Ya se ha demostrado en el teorema 2.4.4 que la operacion - estd bien defi-
nidaen &, y en particular en Z%. Para demostrar que es cerrada es suficiente demostrar que
dados [a], [b] e z* el caso [a] - [b] [0] es imposible. En efecto, si suponemos que [a] = [b] =
= [0], deducimos que ab = kp para algiin k e Z; entonces p divide aa - b, y como p es primo,
el lema 2.3.2 nos permite deducir que p | a o p | b; se tendrfa entonces que [a] = [0] o [b] =[0]
en contra de la hipdtesis de que [a], [b] € z* La clase residual [1] es el elemento neutro. El
resto de las afirmaciones de la proposicion son faciles de comprobar, excepto quizd la exis-
tencia del elemento inverso de cualquier elemento del conjunto. Para probar esto sea [a] € Z*
y observar que el mdximo comun divisor de a y p es |; por la propiedad lineal del maxmm
comiin divisor (véase corolario 2.2.3), existen m, n € Z tales que 1 = ma + np; de aqui se
deduce que L

[1]=[m] [a] + [n] [p] = [m] [a]

y por tanto m es el inverso de a en (i_z*;., *), puesto que (Z’;, +) tiene la propiedad conmu-
tativa. » £l
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El reciproco de la proposicion anterior también es cierto. Concretamente, si '(Zﬁj, -) esun
Zrupo, entonces m debe de ser primo. Esto puede demostrarse mediante el método de reduc-
¢i6n al absurdo, siguiendo las ideas expuestas anles de la proposicion 3.3.1. En efecto, si m
fuera compuesto, existirian dos nidmeros enteros positivos distintos de 1 tales que rs = m; en-
“tonces [r] - [s] = [m] = [0] en Z_, y la operacién de multiplicacién de clases no serfa cerrada

en (&7,

{

34. EL GRUPO DE LAS BIYECCIONES DE UN CONJUNTO.
GRUPOS DE PERMUTACIONES

Dado un conjunto A, llamamos B(A) al conjunto de todas las biyecciones del conjunto A
en si mismo. Si 'y g son dos aplicaciones biyectivas del conjunto A en si mismo, puede com-
_probarse que g fes también una aplicacién biyectiva de A en sf mismo, donde - denota la com-
posicion de aplicaciones. En efecto, si x, y € A y se ticne g 1(x) =g« 1(y), esto es equivalente
4 escribir g(f(x)) = g(f(y)); como g es inyectiva, f(x) = f(y); como f es inyectiva, x = y, y esto
‘demuestra que g - f es inyectiva. Para demostrar que g - f es suprayectiva, basta tomarz € A y
‘observar que existe y € A tal que g(y) = z; como { es suprayectiva existe x € A tal que f(x) =
= y. Sustituyendo en la igualdad anterior obtenemos g(f(x)) = z, que es ¢l resultado deseado.

Esto prueba que la operacién de composicion de aplicaciones es cerrada en el conjunto
B(A). La siguiente proposicion demuestra que el conjunto B(A) con la operacion de compo-
sicién es un grupo.

Demostracion. Ya se ha demostrado anteriormente que la composicién de aplicaciones es
- cerrada en B(A) y se demuestra fécilmente que es asociativa. La aplicacién identidad de A en
- A, que denotamos por I, es el elemento neutro. Finalmente, si fe B(A), su inversa, ! es tam-
bién un elemento de B(A); en cfecto, si f-1(x) = Fl(y), tenemos que f(f-1(x)) = f(F'(y)) de
donde se deduce que x =y, y por tanto ! es inyectiva; ademds siy € A, el elemento x = f(y)
satistace [1(x) = £-'(f(y)) = y, con lo que ! es también suprayectiva. Como la definicién de
£ implica

f1of(x) = f:f1(x)
para todo x € A, queda demostrada la proposicion. Z =

Cuando el conjunto A es el conjunto de los n primeros niimeros naturales, los elementos
de B(A) se denominan permutaciones de n elementos; ¢l conjunto de las permutaciones de
n elementos se simboliza mediante S_ y el grupo (S, <) se llama el grupo simétrico de n ele-

n
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mentos. Un elemento de S, queda determinado si se conocen las imdgenes de los n primese
nimeros naturales; asi, sio e S, o puede escribirse de la forma =

= 1 P n
S [ o(1) ou2)... en) )

y la operacién de composicion de permutaciones s¢ escribird s, o simplemente se omitira &

sfmbolo; escribiremos pues P o o o Bot para indicar Bo o, cuando o, B € S

%% EJEMPLOA. Sean oy B dos permutaciones de S, dadas por

(13- 1)

Entonces

=
o
=]
1]
e oy
P -
LSS (&)
— )
——
o
s
2 =
— D
L g
e A
]
T
(4 —
(RS T SV
— s
-

e [ i A S A e e o i
% ﬂ‘(z 1 3)”(2 3 1)‘(1 3 2]
Se urge al lector a que observe que Bo. es una composicion de aplicaciones y coms
se comienza operando con o y a continuacién [; también es conveniente que el
anime a hacer més ejemplos de su propia cosecha, para familiarizarse con esta op
El ejemplo que acabamos de realizar muestra que (S5, =) es un grupo no abeliano; pue

demostrarse que (S,, o) es un grupo abeliano, mientras que (S, =) es un grupo no abel
n > 3. Observar también que el ndmero de elementos de S, es nl.

Escribiremos Ja tabla del grupo (S, ). La permutacion que deja fijos todos los eleme
del conjunto {1, 2, 3} se simboliza mediante I: .

Se tienen ademds los elementos
Ry ¢ i ]
Ll ol i e e RV | gt quge )
que intercambian todos los elementos, y

B a3
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ﬁjo un elemento e intercambian los dos restantes entre si. Entre estos elementos se
 las siguientes relaciones:

o0-(3 13 (3 2 1)-(2 1)

' Se tiene ademds que o =1, B2 =1 y Bow = o2 B. Estas relaciones determinan completa-
1a tabla del grupo de permutaciones de 3 elementos, que es la siguiente:

: o N R e
A a | | p | ap | o
o o o %) cipe 1 | afp | o B
o? o2 I c.x. B B op
ol fes | oes o1 i | e
of || o8 | B | @8 | w I o2
0P o’f ofp B o o I

iones de n elementos.

35. GRUPOS DE MATRICES

r=ales, en el cual se define la operacion

a 'b'+'e fy_ra+e
¢ dy g h) le+g

b+f
d+h

1 la seccion 4.8 del proximo capitulo se estudiardn mds detenidamente los grupos de per-

Sea M, () el conjunto de todas las matrices de orden 2 cuyos elementos son niimeros
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para todo par de matrices ( 3 E ) : [ ; lf] j de ME(R). Puede probarse ficilmente que.

(M,(B), +) es un grupo abeliano. Si a la matriz A = [ 2 g ] € M,(R) le asociamos I

aplicacion lineal T, : IR? — IR? dada por

X ! x N {rar b=y fax+by

n(3)=40G)= (¢ a)3)=(&5a)

se tiene que el conjunto M, (BR) estd en correspondencia biyectiva con el conjunto de las apli-
caciones lineales de IR? en IR?; ademas

red(3)) = a5 4(5) 25 ) - aemof(3)

Debido a esta igualdad se obtiene que el conjunto de las aplicaciones lineales de Ren R
con Ia operacidén + es un grupo abeliano.

Con respecto a la multiplicacién de matrices el conjunto M, (R) No s un grupo:
inverso de una matriz A € M, (R) s6lo estd definido si su determinante es distinto de ce
es decir det A # 0. Esto nos lleva a considerar el subconjunto de M, (IR) formado por I
matrices A tales que det A # 0, al cual denominamos GL, (I).

Demostracién. La operacién de multiplicacién de matrices es cerrada en GL, (R) yaque
el producto de dos matrices con determinante no nulo es otra matriz cuyo determinate ¢s nge
nulo. La demostracién de la propiedad asociativa es un ejercicio de calculo. El elemento iden-

tidad es la matriz
1 DN
' =il

Finalmente, dada una matriz A € GL, (B), su inversa es otra matriz A, cuyo dete
nante es el inverso del determinante de la matriz A, y por tanto no nulo.

%% EmEmpPLOA. El conjunto GL, (IR) con respecto a la multiplicacion de matrices es un
grupo no abeliano. Basta observar que

(6 1)z 1)-(3 1)
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- mientras quie

TP e P (. L TR 0
2 1 . 7 ( 2 5
‘La demostracion de que la multiplicacién de matrices tiene la propiedad asociativa puede

simplificarse si se asocia a cada matriz A € GL, (R) la aplicacién T, como se definié ante-
normente. Puesto que

() = 48(3) - n(o(3) = v 1)

todo par de matrices A, B € GL, (R), la asociatividad de la composicién de funciones
ba la asociatividad de la multiplicacién de matrices,

- EJEMPLO B, Se muestran a continuacién otros ejemplos de grupos de matrices. La demos-
tracion de que cada uno de ellos cumple las cuatro propiedades requeridas para ser grupo
se deja como ejercicio para el final de este capitulo. Son el grupo especial lineal

SL, (IR)={Aec GL, (R): detA=1},
el grupo de las matrices ortogonales de orden 2
0, ®)={Ae GL,(R): AA'=1},

donde A' denota la matriz traspuesta de A, y el grupo ortogonal especial de las matri-
ces de orden 2,

SO, (R) =0, (R)n SL, (R),
todos ellos con la operacién de multiplicacién de matrices.

Todos los resultados de los ejemplos A y B se extienden sin dificultad a matrices de orden
- 0 con coeficientes reales, obteniéndose los grupos (GL, (), -), (SL, (B), -). (O, (R), 9 y
(SO, (R), *), que reciben los mismos nombres que los correspondientes para n = 2.

3.6. GRUPOS LIGADOS A CONFIGURACIONES GEOMETRICAS PLANAS

Llamamos movimiento en un plano a toda transformacién del plano en si mismo que con-
serva las distancias. Las traslaciones, las rotaciones, las simetrias con respecto a una recta y
las simetrias deslizantes (entendemos por estas tltimas la composicién de una simetria con
una traslacion paralela al eje de simetria) son ¢jemplos de movimientos en el plano. Estos son
todos los movimientos en el plano (una demostracién de este resultado puede verse en el capi-
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tulo 10 del libro "Algebra y Geometria", E. Herndndez, Addison-Wesley Iberoamericana 3
Universidad Auténoma de Madrid, 1994).

Dado un conjunto A del plano, llamamos S(A) al conjunto de todos los movimientos é&
plano que dejan A invariante, es decir, el conjunto de los movimientos M del plano que satis
facen M(A) = A. La letra S, que aparece en el simbolo S(A), se debe a que este conjunio s&
llama el conjunto de las simetrias de A. Las simetrfas de la figura A se reflejan en el tamafs
de este grupo: cuanto més elementos tiene el grupo, mayor simetria tiene la figura.

Demostracion. La composicion de simetrias de A es una operacidn cerrada en S(A). ya
que si R y S son elementos de S(A) se tiene que R o S(A) = R(S(A)) = R(A) = A, y por tanta
R o S es también un elemento de S(A). La propiedad asociativa la cumple este grupo ya gue
se cumple para la composicion de funciones. El movimiento Identidad es el neutro y si Res
un elemento de S(A), R-! también lo es ya que R1(A) = R(R(A)) =R o R(A) = A. |

*% EIEMPLO A. Consideremos ¢l conjunto de Tas simetrias de un tridngulo equildtero. _
3 rotaciones alrededor de su centro, incluyendo la identidad, que transforman el (ridn-
gulo en s mismo: éstas son rotaciones alrededor del origen de dngulos 0, 2m/3 y 410'3,__
1as cuales simbolizaremos mediante I, A y A2, respectivamente (véase la ilustracién 2).

I
o 1 2

A |
: 3 5
2 k‘ ‘
- 3 1

. Ilustracion 2. Rotaciones que dejan invariante un tridngulo equildtero

Obsérvese que A? = I. Otros nuevos elementos que dejan invariante un tridngulo.
equildtero son las simetrias con respecto a rectas que pasan por el centro y por cada
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“uno de los vértices del tridngulo, como se muestra en la ilustracién 3, y que se sim-
bolizan mediante B,i=1, 2, 3.

'

Tlustracién 3. Simetrias de un tridngulo equildtero

Se tiene que Bi2 =1,i=1,2, 3. Estos son todos los movimientos que Ilevan el tridngulo
equildtero a coincidir consigo mismo. Observar que

A-B; =B, y A2081=B3,

como se muestra en la ilustracién 4.

H A%BIZB3 5 1
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Se tiene, ademds, que By s A= AZ.B | COmo se observa en la ilustracidn 5.

Tustracion 5

Si escribimos B, = B, y hacemos uso de las igualdades anteriores, la tabla de este grs
queda como sigue:

A I A A2 B AB AB

I I A A? B AB | A

A A .| A2 1 AB | AZB B

A2 A? I A A2B B AB

B B A?B AB I A2 A
AB || aB B | AB | A I A? (
AB || AZB | AB B A? A I

Se recomienda al lector que comprucbe la tabla anterior haciendo especial hines
en que las condiciones A’=1,B?=1y B « A =A% o B determinan la tabla del g 3
Este grupo recibe el nombre de grupo diédrico de orden 6 y se simboliza me
D,. Obsérvese también la similitud entre esta tabla y la tabla del grupo simétrice

COl‘lStl’l.l_idd en la seccion 3.4.

Consideremos el grupo de las simetras de un poligono regular de n lados. Hay n rotas
nes con respecto a su centro que lo transforman en si mismo; estas transformaciones se S8

bolizan mediante

T AL A o, AT

y corresponden a rotaciones de dngulos 0, 2m/m, 4m/n, ..., (n — 1)27/n, Se tiene que A® =
puesto que A" corresponde a una rotacién de dngatlo 2. Otro movimiento nuevo, B, es &
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con respecto a una recta que pase por el centro del poligono y por uno de sus vértices.
de los movimientos se obtienen en la proposicion siguiente.

pstracion. Si numeramos los vérti-
poligono regular de n lados con los n
0s nimeros naturales, como se muestra
ilustracion 6, la rotacion A queda defi-
«ia mediante:

A =j+1 sil<j<n
Am)=1.

~ La simetria B queda definida mediante:

B(j)=n—j+2 sil<j<n
B(l)=1.

Ilustracion 6

pstraremos que A - B es una simetria con respecto a una recta que pasa por el centro del
no y por el punto medio del lado que une los vértices 1 y 2, es decir, una recta girada
n radianes con respecto a la recta de simetria de B. Esta simetra S queda definida mediante:

S =n—j+3 si3<j<n
51)=2 y S@=L

efecto, si3<j<n,AeB({)=Am—-j+2)=n—j+2+1=8(j); ademis, Ao B(l)=A(l) =
=S(1) y A s B(2) =A(n) = 1 = S(2). lo que demuestra el resultado deseado,

Aplicando este resultado dos veces se obtiene que A% o B es'una simetria con respecto al
= que pasa por el centro del poligono y el vértice 2. La demostracién para el resto de las
I posiciones del enunciado es similar. Estas, junto con B, son las n simetrias diferentes con
ecto a rectas del poligono regular de n lados. o

Observar que las simetrias descritas en la proposicién anterior corresponden a si-
‘metrias respecto a fectas que pasan por el centro y por cada uno de los vértices o por el
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centro y por los puntos medios de lados opuestos. El caso n = 6 se muestra en la ilustra-
cién 7.

Tlustracién 7. Las simetrias con respecto a rectas de un hexdgono regular

El grupo de las simetrias de un poligono regular de n lados recibe el nombre de grupe
diédrico de orden 2n, y se simboliza mediante D, . Contiene los elementos

{LA A% .., A1 B,AoB,A2cB, .., A" "B |.

La siguiente proposicion nos ayudard a conleccionar la tabla de los grupos diédricos.

Fadkd 43

Demostracion. En la demostracion de esta proposicién usamos las mismas definiciones de
A'y B que enla demostracion de la proposicién 3.6.2. Observar que A~! queda definida mediante:
Al =j-1 si2<j<n

A=l(1)=n. o
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Sj<n BoA() =BG+ =n—(+D)+2=n—j+1yAleB{=A'n-j+2)=
2—1=n-—j+ 1. Se dejan para el lector los casos j = 1 y j = n que son ficiles de
r con las definiciones. |

completar la tabla del grupo diédrico de orden 2n es suficiente observar que A~ =
1 gque A" = [, por lo que usando la proposicién anterior se obtiene

BoA=A"1o8B.

o de las posibles operaciones entre los elementos de este grupo pueden deducirse
acion y de las igualdades A® =1y B2 =T, asi, por ejemplo,

BoAZ=(BoA)oA=(A™1oB)o A=AMA2: B=A2sB=A"?:B

BoAl=A" s Bo Al = A20-D . Bo AF2= | =AID . B=AT1oB=A":B

= EEMPLO B, El grupo diédrico de orden 8, que corresponde a las simetras de un cua-
drado, tiene los siguientes elementos

LA A%LAY B A-B,A*cB,A%: B,

~ de los que el lector debe encontrar su significado geométrico. Su tabla de composicion
- es la siguiente:

o0 I A A2 A3 B AB | AB | A'B
I I A A2 A3 B AB | AZB | AB
A || a A2 A3 I AB | AB | A%B B
A2 A2 AP | A AB | A'B B AB
A3 Al I A A2 AB B AB | AB
B B | AB | AB | AB i N A

AB AB B AB | A’ A I A? A

AB || AB | AB B A’B A2 A I A

A’B || AB | A’B AB B A3 A? A I
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EJERCICIOS PARA LAS SECCIONES 3.3.3.4,35Y 3.6

1. Escribir las tablas de los grupos (&, +) y (&%, -). d
2. Calcular[0]+[1]+[2]+...+[n—1]en (zn, +), comenzando con los casosn=2,3,4y ]

3. Dadas

cof1 28 4 50l 2 3 4 5 6
=Ll 3 25 456l ‘[2 § 4 1,6 B)*
ambas permutaciones de S, calcular o, o2!, B3 y o2BC.

4. Demostrar que los conjuntos SL, (), O, (R) y SO, (R) definidos en la seccién 3.5 tie-
nen estructura de grupo con respecto a la multiplicacién de matrices.

5. Demostrar que existe una correspondencia biunivoca entre los elementos de SO, (R)»
los elementos del conjunto

cos0ol senct
R [

Vo<
—seno cosa) Dso<2m

(es decir, este conjunto estd en correspondencia biunivoca con el conjunto de las rota-
ciones del plano en sentido positivo con respecto al origen).
6. Escribir Ia tabla del grupo diédrico de 10 elementos.

7. Enel grupo diédrico de 2n elementos, encontrar el inverso de cada uno de sus elementos.

8. Demostrar que si (G, #) es un conjunto finito y G tiene una operacién binaria cerrada
y asociativa * talquex * a=Xx * b=>a=byax Xx=bx x= a=h, entonces (G, =
€8 un grupo.

9. Probar que el conjunto de todas las matrices

Ay (I—vz)'m( lv _;’)

donde v € (=1, 1), forman un grupo con respecto a la multiplicacién de matrices (Este
grupo recibe el nombre de grupo de Lorentz y desempefia un papel importante en la teoria
de la relatividad). (Sugerencia: demostrar que A, A, =A, donde vy = (v +v,)/(1 + v, Volo

10. Sea el conjunto I formado por las siguientes funciones:
0,(2)=2, ©yz)= U(l—2), @;=(z—1)z,
0z)=lz, @D)=1-2, @Q=2/(z-1)

donde cada funcién depende de la variable compleja z. Escribir la tabla de composicion
de estas funciones y demostrar que (I, <) es un grupo.



rupos ligados a configuraciones geqmétﬁgag_planqs 73

Obtener el grupo de simetrfas del plano que transforman una limina rectangular en sf

~ misma.

- Demostrar que las matrices

lo D) (o ) (5 W) ) (L W) %)

en las que w? =1y w# | forman un grupo con respecto a la multiplicacion de matrices.
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4.2, Teorema de Lagrange

43. Subgrupos normales. Grupo cociente

£4. Homomorfismos de grupos

Teoremas de isomorfia

Clasificacion de los grupos ciclicos
Producto directo de grupos

. Grupos de permutaciones

4 9 Comentarios historicos

“4.1. SUBGRUPOS DE UN GRUPOY GRUPOS CICLICOS
Dado un grupo (G, #) y un subconjunto H de G, diremos que H es un subgrupo de (G, =),
¥ escribiremos (H, #) < (G, ), si H es un grupo con respecto a la operacion = definida
en G. Puesto que la operacién + es asociativa en G, esta operacion también serd asociativa en
cualquier subconjunto H de G; se liene entonces que (H, #) es un subgrupo de (G, #) si se
cumplen las tres condiciones siguientes: '

1) =* escerradaen H,
2) el elemento neutro de G pertenece a H,
3) six e H, suinverso, x~', también pertenece a H.

75
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Cuando la operacion del grupo G sea conocida se utilizard la notacién H € G para indicar que
H es un subgrupo de G.

*% EJEMPLOA. (Z,+)esunsubgrupode (@, +)y este, a su vez, es un subgrupo de (B,

%% EJeMpPLO B. (@%, +) es un subgrupo de (B*, -), donde @* y B8* son los conjuntos d&
nimeros racionales y reales, respectivamente, de los que se ha eliminado el cero.

*% EJEMPLO C. Si nZ es el conjunto de los miiltiplos enteros del nimero natural n. &8
decir nZ = {nx: x € &}, se tiene que (nZ, +) es un subgrupo de (&, +).

%% EIEMPLOD. SeaAunconjuntoyae A;sedefine B, = {fe B(A): f(a)=a}. Con respecta
a la composicién de funciones se tiene que B, < B(A), el grupo de las biyecciones de A

%% EJEMPLOE. (SL,(BR), ) es un subgrupo de (GL, (B), o) y (SO, (R), o) es un subgrupe
de (SL, (R), o). El lector puede ver la definicién de estos conjuntos de matrices en la sec-
cién 3.5.

Todo grupo (G, =) posee al menos dos subgrupos; éstos son el subgrupo formado por &
elemento neutro de G y el subgrupo formado por todos los elementos de G. Estos subgrup
de (G, =) reciben el nombre de subgrupes impropios de (G, #). Al resto de los subgrupos ¢
un grupo se les denomina subgrupos propios de (G, =). Un gréfico en el cual se represent
todos los subgrupos de un grupo de manera que si, para dos subgrupos H,, H, de (G, #), H
estd incluido en H, y no hay ningiin subgrupo entre H, y H,, dibujemos

H,

!

Hl'!

se llama reticulo de los subgrupes de (G, *).

** EIEMPLOE Tratemos de encontrar el reticulo de los Z.
subgrupos de (&, +). Como &, = {[07, [17, [2], [3]}.
si Hes un subgrupo de (Z,, +) que contiene a [1], +
[[1+[1]=[2]e Hy [1]+[1]+[1]=[3] € H,conlo {101, 21}
cual H = &,; andlogamente, si [3] € H, [3]1+[3]=[2]
e H, [3]+[3]+[3]1=[11e Hy[3]+[3]1+[3]1+[3]= +
=[0] € H, y por tanto H = Z,. El éonjunto {101, [2]1} : {107}
es un subgrupo de (&,, +) como puede comprobarse — ——
ficilmente. El reticulo de los subgrupos de (&, +) se Tlustracién 1. Reﬂcz“]" G
muestra en la ilustracién 1. los sugrupos de

%% EJEMPLO G. Tratemos de encontrar el reticulo de los subgrupos del grupo de las sime-
trias de un rectdngulo. Las simetrfas de un rectdngulo son, aparte de la identidad, a. by
¢, donde a es un giro de 180° alrededor de su centro y b y ¢ son simetrias respecto de
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ejes que pasan por los puntos medios de los lados opuestos. Estas simetrias se muestran
‘en la ilustracién 2.

3 303 ! 2. 3 2
3 .' £ I N
4 - 1 4 : L 4 1
|
a b c
1 4 2 3 4 I
i
2 s 4 3 2

Ilustracion 2. Simetrias de un rectdngulo

La tabla de este grupo, que se simboliza con la letra V, es;

o I a b c |

I I a b c -
a a I c b

b b c 1 a

c 5 b a I

En este grupo se dan las relaciones
a’=b?=c? =1. Si V posee un subgrupo

H que contiene tres elementos se ha de v
tener H =V: en efecto, si suponemos que ;
H={L a, b}, como c =a - b se tiene que

E ¢-€ Hy andlogamente se harian el resto

de los casos. El reticulo de los subgrupos £ '.a} « {e, b] e c]
del grupo V es el que se muestra en Ia i il 2
ilustracién 3. Sélo existen dos grupos de :

cuatro elementos (véase problema 5 de f
la seccion 3.2). Uno de ellos tiene una :
tabla "semejante” a la de (&, +) y el otro te}
tiene una tabla "semejante" a la de (V, =),
y ambos son abelianos. Tlustracién 3. Reticulo del grupo de Klein
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El grupo V se llama grupo de Klein en honor al matematico Felix Klein (1
1925). nacido en Diisseldorf (Alemania), y que contribuyd decisivamente al est
de las propiedades de un conjunto que son‘invariantes mediante un cierto grupo &
transformaciohes. '

Para demostrar que H es un subgrupo de un grupo (G, #) no es necesario demostrar ges
se cumplen las condiciones 1), 2) y 3) dadas al comienzo de esta seccion; basta con verifics
que se cumple la condicion de la proposicion siguiente:

y' e H, y por tanto x * y~' € H/Supongamos ahora que se cumple la dltima parte de la proposs
cién;sixe H, x=x! =e e H;comoee H, ex* x! = x! € H; finalmente, six.ye H,y '€ &

Demostracion. Supongaypﬁmcm que (H. #) es un subgrupo de (G, %); dados X, y €

y entonces Xy = x# (yL )~ & H; eslo prueba que se cumplen las propiedades 1), 2) y 3) 828
comienzo de esta’seccién, con lo cual queda probado que (H, ) es un subgrupo de (G, =).

%% EJEMPLO H. Si {A]};-, _. es una coleccion de subgrupos de un grupo (G, %), 8
interseccion

es también un subgrupo de (G, #). Para demostrar este resultado consideremos dos eles
mentos x e y de A; por tanto ambos elementos pertenecen a A; para todo j = 1, ... ==
puesto que estos subconjuntos son subgrupos de (G, #), x * y e Ajparatodoj=1,... =
debido a Ia proposicién 4.1.1; por tanto x % y~' € A. Esto prueba que A es un grupo.

A continuacién presentamos una forma de obtener subgrupos de un grupo comenzanda
‘con cualquier subconjunto de éste. Dado un subconjunto S de un grupo (G, #), se llama
subgrupo generado por S, y se simboliza mediante <S>, al més pequeno de los subgrupes
de (G, %) que contienen a S. Esta definicién presenta dos dificultades: no sabemos si
subgrupo generado por un subconjunto existe siempre, ni si hay una forma sencilla de obte=
nerlo en caso de que exista. A la primera de ellas responde afirmativamente el ejemplo 1y 2
segunda se trata en las proposiciones que le siguen.

%% EEMPLO 1. Dado un grupo (G, #) y un subconjunto S de G demostraremos que &
subgrupo generado por S coincide con la interseccion de todos los subgrupos de G gue

contienen a S, es decir: i A , P
i [ it A A P X @
ES> =l HY ST 8
H=G 5
- " tngtiids & 1.!__:.1§
ol

Observar que el subconj unto que aparece a la derecha en la igualdad anterior, al que
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<S> = A Claramente <S> € A ya que (A, #) es un subgrupo que contiene a S3si (H, %)

un subgrupo que contiene a S, de la definicién de A se deduce que H 2 A; por tanto,

>, y A es el mds pequefio de los subgrupos de (G, #) que contienena §. 4 <
: A

stracion. Sea H; el subconjunto de G que aparece a la derecha de la igualdad que
demmtrar H; (,&} un subgrupo de (G, #) puesto que.sia=x,% * x,% * ... * X%y
=y ... » y,Prtenemos que

a* blax® o x% & .. % X% % ym'ﬁm % ..k yzﬁ* # yl = H..
10 <S> es el més pequefio de los subgrupos que contienen a S y/ Sc HS se tiene que
H.. Falta probar la inclusién contraria: puesto que <S> es un subgrupo de (G, #) y
>, 51X, € S, X, € <S>paratodoi=1,2,...,n,conlocual .

X% % X% % .. % X,% e <S>y por tanto Hg © <S>, |

g _EEMPLO J. El subgrupo generado por [3] en (&, +) es <[3]> = {[0], [3], [6]} ya que
el opuesto de |3] en (&, +) es [6] y cualquier otro muiltiplo de 3 es congruente con 0, 3
0 6 mddulo 9.

El subgrupo generado por los elementos A y B de D, (véase ¢l ejemplo A de la seccidn
- 3.6) es D, ya que en su tabla se observa que todas sus combinaciones generan el grupo.

2] conjunto S estd formado por una cantidad finita de elementos x,, X, ..., x, € G, escri-
05 <X, X5, ..., X,> en lugar de <{x,, X,, ..., %,}>. De manera similar, < representa el
s=rupo generado por el elemento x del grupo (G, #)

EJEMPLO K. (Z, +) vy (&, +) son ejemplos de grupos ciclicos con generadores 1y [1],
respectivamente.

= EIEMPLO L. Tratemos de encontrar todos los generadores de (Z., +); como

B 2 3,45 7 21+ [21=[4%" [2]+[2] +[2]= r01
R L/ [3]+[31=10]
[4]+[41=[21. [4]+[4]+[4]1=10],
y [B1+[51=041, [51+[51+[51=13], [51+[51+[51+[51=12],
[51+ 51+ 5]+ [51+[51=(11, °

solamente [ 1]y [5} son generadores de (&, +).
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* % EinMpLO M. Tratemos de encontrar todos los generadores de (z*;, *); como

21-21=141, [2]-[21-[2]= [_3]f [2]-[2]-[2] - [2]1=[1],
Bl-Bl=M4], [Bl-B-Bl=12], [B]-3]-B]-1B]1=[1]
¥ )< =L ot~ ] = 4,

se deduce que [2] y [3] son los unicos generadores de {Z’:, ).

Recordemos que en la seccién 2 del capitulo 3 hemos definido el orden de un grupo finite
(G, #) como el nimero de elementos de G y tal nimero se ha simbolizado mediante IGl. Aqm
acabamos de definir el orden de un elemento x € G como l<x>l.

Lagad B iaki biid sl

Demostracién. Puesto que (G, %) es un grupo finito, el conjunto {x, x, . ..} debe
tener repeticiones; existen pues enteros positivos i, j tal que x! = xd. De aquf se deduce que

e=x % xi=xls xi=x-1

Como siempre podemos suponer j > i, basta tomarn =j —i.
De la proposicién 4.1.2 deducimos que

o e ol S < el 5 B o

Si k >n, tomamos ¢, r € N tal que k=cn +rcon 0 <r < n; entonces x* = x°" * x"=x%
Esto nos dice que los elementos x¥, con k > n, pueden ser eliminados de <x> puesto que apa-
recen repetidos. De manera similar se puede razonar para probar que los elementos de la

forma x~ aparecen repetidos: basta tomarc,re Ztalque i=cn+rcon0<r<n. |

Si (G, #) es un grupo finito, x € G, y se toma n como el menor entero positivo que satis-
face x" = e, entonces los elementos x, x2, ..., x" 1, x" = e son todos distintos; en efecto si x*
=xlcon 1 £i<j<n, se tiene que

di-l=xh x xi=xix xi=ze;

como j —i < nynes el menor entero positivo tal que x" = e, deducimos que j =i.

S



4.1. Subgrupos de un grupo y grupos ciclicos 81

Esta observacion, junto con la proposicion 4. 1.5, demuestra la si guiente proposicién:

*% EJEMPLO N. Indicando por orden(x), el orden de un elemento x en un grupo dado, se
deduce del ejemplo L que, considerados como elementos de (zﬁ +),

o orden ([0]) =1 Jorden ([1]) = 6, orden ([2]) = 3, orden ([3]) = 2,
orden ([4]) = 3, orden ([5]) = 6.
Del ejemplo M se deduce que, considerados como elementos de (Zy, +),

orden ([1]) = 1, orden ([2]) = 4, orden ([3]) = 4, orden ([4]) = 2.

Demostracion. Si x™ =e, escribimos m=ck +rcon 0 <r<k , ¥ portanto, e = xM=x%x xT=
=(xN° % X'=(e) % xX'=x" Como 0<r<k y k es el menor entero que satisface x = e, dela
igualdad anterior se deduce que r =0y por tanto m = ck, lo que prueba que k divide a m. 7]

EJERCICIOS 4.1

1. Encontrar todos los subgrupos de (&, +) y colocarlos en un reticulo. Hacer lo mismo

con (&, +).-

2. Escribir el reticulo de los subgrupos de S, y D; (veanse las definiciones de estos grupos
en las secciénes 3.4 y 3.6 del capitulo 3).

3. Demostrar que el conjunto de los nimeros complejos de médulo 1 es un subgrupo del
grupo multiplicativo de los ndmeros complejos (€C*, +).

4. (Escierto que si H y K son subgrupos de un grupo (G, %), H U K es también un subgrupo
del mismo grupo?

5. Dados H y K subgrupos de un grupo (G, #), demostrar que H U K es un subgrupo de
(G, ®)siysdlosiHc KoK cH.

6. Demostrar que el conjunto T= {x Ds, ix2= I} no es un subgrupo de D,
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7. SeaS={xe R:x=a+b./2,abe @ a#00b=0)}. Estudiarsi S es un subgrupe
de (R*, ). ‘

8. Demostrar que (Z;T,I, +) es un grupo ciclico y encontrar todos sus generadores.

9. Encontrar un grupo (G, %) y un subconjunto H de G tal que H sea cerrado con respecto
a la operacién de G, pero que H no sea un subgrupo de (G, #).

10. Demostrar que si H es un subconjunto finito de un grupo (G, #) tal que * es cerrada en
H. (H, %) es un subgrupo de (G, #). ;Contradice esto el resultado del problema 97

11. Demostrar que todo grupo ciclico es abeliano. ‘
12. ¢Es ciclico el grupo de Klein? (Véase el ejemplo G de la seccion 4.1.)

13. Estudiar si (@%, -) es un grupo ciclico.

14, Sea p un niimero primo. Definimos el conjunto G, = {m/p? : m,n € Z}. Demostrar que
(G,, +) es un grupo abeliano. (Es (G,, +) un grupo ciclico?

15. Si(G. #) es un grupo, probar que el orden de cualquier elemento x € G coincide con el
orden de xL. d

16. Demostrar que si (G, ) es un grupo ciclico con sélo un generador, G tiene como mMAximo
1 0 2 elementos. ;Es cierto este resultado si (G, *) posee dos generadores?

17. Sea (G, #) un grupo abeliano y n un entero positivo; demostrar que H= [xMixe Gl es
un subgrupo de (G, *). -

A a2
18. Sea(}c—(4 5 1

generado por o.en S,.

g g g ] e §,. Encontrar todos los elementos del subgrupa

19. ¢Es D, un grupo ciclico? Encontrar el orden de cada uno de los elementos de D.

42. TEOREMA DE LAGRANGE

De ahora en adelante no se indicard méis que cuando sea necesario la operacion con res-
pecto a la cual un conjunto G es un grupo, y si x ¢ y son dos elementos de este conjunto,
operacion de x con y se escribira mediante xy.

En el ejemplo N de la seccion 4.1 se demostrd que los ordenes de los elementos de (&, +)
son 1,2, 36 6, mientras que los 6rdenes de los elementos de (ZZ, 9)son 1,2 6 4. En el ejercicio
19 de la misma seccién se pidié encontrar los érdenes de los elementos de D, que son 1,28
3. En todos estos casos es posible observar que el orden de los elementos de un grupo es n
divisor del orden del grupo: divisores de 6 en el caso de (&, +) y Dg, y divisores de 4 en el
caso de (&, -). Para abundar en esta observacion puede comprobarse a partir de la tabla def
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grupo Dy obtenida en el ejemplo B de la seccién 3.6 del capitulo 3, que los érdenes de los
elementos de Dy son |, 2 6 4.
Esto sugiere que la observacion anterior puede ser cierta para cualguier grupo finito.

Demostracién. Sea k el orden de x y n el niimero de elementos de G. Por la proposicion
4.1.6 se sabe que

<> =X, %2 ..., xk-1 xk=e)},

y las distintas potencias de x que aparecen en <x> no se repiten. Dado g, € G definimos
fy, : <x> — G mediante

fe, D =xg, j=12 ..,k

La aplicacion f, es inyectiva puesto que si fe, ()= f, (x)) se tiene que xig, = xig, ydela
propiedad cancelativa por la derecha deducimos xi = xi. El conjunto imagen de <x> mediante
f <, » simbolizado mediante fz. (<x>), tiene. pues, el mismo nimero de elementos que <x>.
Si ahora consideramos g, € G de
‘manera que g, € f,, (<x>) se tiene que

-fg_E (<x>) M fgz (<x>) = @; en efecto, si y f, (<x>)

s un elemento comiin a ambos conjuntos, J

existirdn j y s enteros positivos, j <k, s <k f,, (<x>)

tales que xig, = y = x%g,, de donde se

deduce que g, =x%~Ig, € f,, (<x>), en con- fy, (<x2)

tra de lo supuesto. e
St ahora tomamos g; € G de manera : =

que g, ¢ f, (<x>)y g ¢ f, (<x>), un fy (<x>)

fazonamiento similar al anterior prueba
que f, (<x>) es disjunto con fo (<x>)y
fg, (<x>).
Como el grupo G es finito, el proceso anterior agota todos los elementos de G después de
“un numero finito m de pasos. Se obtiene asf una particién del conjunto G en m subconjuntos
de marlera que todos cllos poseen el mismo ndmero de elementos. Entonces

Tlustracién 4. Participacion G

lxslm = 1Gl = n,
1o cual prucba el resultado deseado. =]

%% EEMPLO A, Esta praposicion tiene como consecuencia inmediala una demostracién
muy sencilla delPequefio Teorema de Fermat. Recordar que el Pequefio Teorema de
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Fermat establece que si p es primo y a es un ntmero natural tal que p no divide a a.
entonces aP —!=1 (p) (véase teorema 2.4.7 del capitulo 2).

Para demostrar este resultado, considerar el grupo (&%, +), que es un grupo con
p— | elementos (proposicién 3.3.1 del capitulo 3) y 1a clase de equivalencia [a] de a.
Como p no es divisor de a, [a] € z*p. Sik es el orden de [a], debido a la proposicion
4.2.1existe s e Ntal que ks =p— 1; entonces

[aP~1] = [a]P=L= ([al%) = ([1])3 = [1],
lo cual es equivalente a escribir a?~! = 1 (p), que era lo que querfamos demostrar.

La demostracion de la proposicion 4.2.1 estd inlimamente ligada con el concepto de par-
ticién de un conjunto; este concepto estd a su vez intimamente ligado con el concepto de rela-
cion de equivalencia definida en un conjunto (véase la seccidn 1.2 del capitulo 1). Esto
sugiere que la demostracién de la proposicién anteriot podria haberse hecho definiendo una
cierta relacién de equivalencia en G. Por otro lado, la demostracién anterior no parece ligada
~ esencialmente a la forma del subgrupo <x>, sino que podria hacerse para cualquier subgrupe
H de G. Los siguientes ejemplos muestran que el resultado de la proposicién 4.2.1 puede ser
también cierto para todos los subgrupos de G.

*% EJEMPLO B. Los subgrupos del grupo de Klein tienen érdenes 1, 2 6 4 (véase el ejem-
plo G de la seccién 4.1).

*% EJEMPLO C. Los subgrupos de S, tienen ordenes 1, 2, 3 6 6, mientras que los subgru-
pos de Dy tienen Grdenes 1, 2, 4 u 8 (véase el gjercicio 2 de la seccion 4.1).
&

Se infiere que la afirmacién de que "el mimero de elementos de un subgrupo H de G
divide al niimero de elementos de G'" puede ser cierta siempre. Este resultado se conoce con
el nombre de Teorema de Lagrange y se demostrard mds adelante en esta misma seccién.
Joseph—Louis Lagrange nacié en 1736 en Turin (ltalia) y ya en sus afios mozos ensené mate-
madticas en la escuela de artillerfa de esta misma ciudad: en 1764 fue premiado por la Acade-
mia de Ciencias de Parfs por sus trabajos sobre la luna; ensefié en Berlin y en Parfs, ciudad
esta tltima en la que murid en 1813. Es de resaltar que J,-L. Lagrange murié mucho antes de
que apareciera la definicién abstracta de grupo, y que el resultado que hoy se conoce como
"teorema de Lagrange" no fue probado por €l como tal, sino en un caso particular.

*% EIEMPLO D. Si en (&, +) consideramos el subconjunto 5, tenemos entonces que
2+58=1{2+5z2:zc &) =7+ 5E.
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%% EIEMPLO E. En S, considerar el subconjunto H = {I, o, 02 (véase la seccién 3.4 del
capitulo 3). En este caso

oH={o, o3 1} =
BH = {B, Be, Ba?) = (B, o, af).

Demostracion. La aplicacién f: H — xH dada por f(h) = xh es una biyeccién; en efecto,
si f(h) = f(h,) para h;, h, € H, xh, = xh, y debido a la propiedad cancelativa por la izquierda
se tiene que h, = h,; ademds, si xh € xH, basta observar que f(h) = xh, para tener que f es su—
prayectiva. &

Demostracién. Puesto que H es un subgrupo de G, x'! x = e € H para todo x € G; por
tanto x = x(H) y queda probada la propiedad reflexiva. Si x =y (H) se tiene que x ' y € H;
como H es un subgrupo de G, y! x = (x"'y)! € H y por tanto y = x (H), con lo que se cumple
la propiedad simétrica. Sean ahora x, y, z elementos de G y supongamos que x =y (H), y=z
(H); se tiene que x 'y € He y-'z e H, y puesto que H es un subgrupo de G, x-'z = (x ly) (y— Z)
€ H, con lo que queda probada la propiedad transitiva.

Sea ahora x € G; si [x] representa la clase de equivalencia de x, se tiene que

xXl={ye G:x=y(H)]={ye G:x'ye H}={ye G:ye xH}={xh:he H} =xHE

La clase de equivalencia del elemento x segtin la relacién definida en 4.2.4 serd simboli-
zada mediante [x] en los siguientes ejemplos.

%% EIEMPLOE En (Z, +) la relacién de equivalencia que define el subgrupo S&es: n=m (5Z)
si y sélo si—m + n € 5Z. Esta es la definicién que dimos de miimeros congruentes médulo
5. Sus clases de equivalenciason [0] =0+ 5&=5%, [1]= 1 + 5Z, [2] =2 + 5Z, [3] =
=3+ 52y [4] =4 + 5Z, que se corresponden con 0, 1,2, 3y 4.

** EJEMPLOG. DadoH={I, o, 0%}, 0? = o(H) en S, ya que o 'o* = 0. € H. Sin embargo
B no estd relacionado con o ya que 0B = 2B ¢ H. Con esta relacién las clases de equi-
valencia de o y.f son [e] =Hy [B] = {1, af, o2B}.
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Estamos ya en condiciones de demostrar el teorema de Lagrange:

Demostracion. Por ser la relacion dada en la definicién 4.2.4 una relacién de equivalen—
cia en G, se tiene que las clases de equivalencia de esta relacién establecen una particién de
G; puesto que debido a la proposicién 4.2.5 estas clases de equivalencia coinciden con xH. .
tenemos

G=xHuUxHU.. UkH

dondex;e GyxHnxH=0sii#j.i=1,2, ..., m Como todos los conjuntos x;H poseen
IHI elementos (proposicién 4.2.3), se tiene

IGl = Ix,Hl + . Hl + ... + [x,Hl = m [H]

y queda demostrado el teorema.

Demostracion. Sea x € G con x #e: el conjunto <x> es un subgrupo de G distinto de {e};
por el teorema de-bagrange, I<x>l divide a p; puesto que p es primo, sus tnicos divisores son
1y p; como l<x>| > '\J se ha de tener l<x>| = p y por tanto x es un generador de G.

En las condiciones del teorema de Lagrange, al nimero entero m tal que IGl = m |HI s=
denomina indice de H en G y se representa mediante [G:H]. A los diferentes xH que aparecen
en la demostracion del teorema de Lagrange se les denomina clases de equivalencia por la
izquierda médulo H. De manera similar a como se han definido las clases de equivalencia
por la izquierda médulo H pueden definirse las clases de equivalencia por la derecha
modulo H y pueden utilizarse para demostrar el teorema de Lagrange. '

EJERCICIOS 4.2

*1. Escribir las tablas de ﬁ!ultiplicacién de todos los grupos de orden 7.

<2, SiGesun grupo de orden 2p, con p primo, demostrar que todo subgrupo propio de G es
ciclico.

*3. Probar que si x tiene orden n en G y d es un entero positivo divisor de n, G tiene un ele—
mento de orden d.

4. Sea G un grupo abeliano y n un niimero entero positivo; demostrar que H, = {x € G-
orden (x) | n} esun subgrupo de G. 6
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- Probar que en un grupo G el orden de xy coincide con el orden de yx para cualquier par
de elementos x, y de G.

. 51 G es un grupo con n elementos, demostrar que para todo x € G, x"=e.

Demostrar que todo subgrupo propio de S; es ciclico. (Se tiene asi un ejemplo de un grupo
no abeliano en el que todos sus subgrupos propios son ciclicos.) (Es posible encontrar
un grupo abeliano no ciclico en el que todos sus subgrupos propios sean ciclicos?

. Demostrar que si [a] es un elemento de &%, [a] posee inverso en (&%, +) si y sélo si el
méaximo comun divisordeaynes 1.

3. Sea [(&*) el conjunto de todos los [a] € Z* tales que [a] posee inverso en (&%, -). Segiin
el problema 8 de esta misma seccion el conjunto I(Z) tiene @(n) elementos, donde @(n)
es la funcién de Euler definida en el problema 12 de la seceidn 2.5. Demostrar que
(I(Z%), *) es un grupo.

. Demostrar ¢l teorema de Fermat-Euler: si a es primo con n, a%™ = 1(n) (usar el pro-
blema 6 de esta misma seccion).

1. Usar los problemas 13 y 14 de la seccién 2.5 para demostrar que @(100) = 40. Demostrar
que si a es un entero que no es divisible entre 2 ni entre 5, los tltimos digitos de a*'son 01,

. Dados H y K, subconjuntos de un grupo G, definimos HK = {hk:he H.ke K}. Demos-
trar que si H es un subgrupo de G, HH = H. :

. Encontrar dos subgrupos H y K de D, tales que HK no sea un subgrupo de D,.
. Sean Hy K subgrupos de G. Demostrar que HK es un subgrupo de G siy s6lo si HK = KH.

Sean H y K subgrupos finitos de un grupo G tales que H y K sélo tienen en comiin el
elemento neutro. Demostrar que el nimero de elementos de HK coincide con [HI [KI,

4.3. SUBGRUPOS NORMALES'Y GRUPO COCIENTE

El estudio de un grupo G puede simplificarse si se estudian sus subgrupos propios, que
poseen un orden inferior al orden de G, y los conjuntos cocientes de G sobre cada uno de estos
subgrupos. Si H es un subgrupo de G podemos considerar el conjunto cociente G/H, que es
el conjunto de las clases de equivalencia que se obtienen al definir en G la relacién de equi-
valencia médulo H dada en la definicién 4.2 .4, a saber,

x=y(H) siysolosi xlye H.

Es natural preguntarse si al conjunto G/H se le puede dotar de una estructura de grupo. cuya
operacion esté relacionada con la operacién de G; en este sentido lo mds l6gico que cabe espe-
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rar del resultado de operar las clases de equivalencia xH e yH en G/H es la clase de equiva-
lencia (xy)H. Pero esto no sucede para cualquier subgrupo de un grupo dado como se muestra
en el ejemplo siguiente.

%% EIEMPLO A. Sea H = {I, B} un subgrupo de D, (véase la seccion 3.6 del capitulo 3);
tenemos que

AH={A,AB}] y A?H={A?A’B}
con lo que
(AH) (A2H) = {1, B, ABA?, ABA?B} = {I, B, A?B, A%},
mientras que

AAH=AH=IH=H.

El ejemplo anterior sugiere que Unicamente para algunos subgrupos distinguidos de G
puede definirse una operacion en el conjunto cociente; tales subgrupos reciben el nombre de
"normales"'.

*% EJEMPLO B. En el grupo D de las simetrfas de un tridngulo, que se ha usado en el
ejemplo A, se ha comprobado que H = {1, B} no es normal en D,

%% EiEMpLO C. En (Z, +) el subgrupo 5Z es normal ya que para todo pdfa m y n ente-
ros, (m+5Z) + (n+5F)y={m+5z,+n+52,:2,2, € L) ={m+n+5z:z € y Al
=(m+n) + 5&.

El siguiente teorema muestra que si H es un subgrupo normal de G, a G/H se le puede
dotar de una estructura de grupo.

Demostracién. Se ha de verificar en primer lugar que la operacion de clases de equivalencia

- est4 bien definida en G/H, es decir si X' es un representante de xH e y' es un representante de yH,

X'y’ es un representante de (xy)H. Pero como x' € xHe y' € yH, x'y' € (xH) (yH) = (xy)H, por
ser H un subgrupo normal de G. .

it
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La asociatividad de esta nueva operacion es una consecuencia de la asociatividad de G
puesto que

((xH) (yH)) (zH) = ((xy)H) (zH) = (xy)zH = x(yz)H = (xH) ((yH)(zH)).
El elemento neutro es H ='eH, donde e es el neutro de G, puesto que
GH)(eH)=(xe)H=xH y (eH)(xH)=(ex)H=xH

para todo xH € G/H. Finalmente, si xH € G/H, x~'H es su inverso. doncle x~! denota el inverso
de x en G, puesto que se tienen las igualdades siguientes:

H) (x'H)=(xxH)H=eH=H y (x'H)(xH)=(x"'x)H=eH=H. =

Recordamos la definicién de indice de un subgrupo.

‘Observar que el indice de H en G se puede definir para cualquier subgrupo no necesaria-
‘mente normal, como se hizo al final de la seccién anterior. En este caso el indice de Hen G
es el ndmero de clases de equivalencia de G bajo la relacién dada por H, bien sea por la
izquierda o por la derecha. :

La definicion dada de subgrupo normal de un grupo ha aparecido de manera natural al tra-
tar de definir una estructura de grupo en el conjunto cociente; sin embargo, la veri ificacién de
que un subgrupo dado de un grupo es normal resulta bastante engorrosa a partir de la defini-
cion. La siguiente proposicion nos da condiciones equivalentes de normalidad que permiten
determinar mds facilmente los subgrupos normales de un grupo.

Demostracién. Demostraremos que i) = ii), ii) = iii) y que i) = i), con lo cual que-
dard demostrada la proposicion.

Sea H un subgrupo normal de G: entonces (xH)(x'H) = (xx})H = ¢H = H para todo x
€ G; se tiene entonces que sih € H, xhx'h e H y, por tanto, xhx! € Hh-! € H < H, 1o cual
demuestra ii). =
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Supongamos que xHx™ < H para todo x € G: operando con x por la derecha se obtiens
xH c Hx; aplicando la hip6tesis a x~! se obtiene x-'Hx = H y operando con x por la izquierda.
se obtiene Hx < xH; esto demuestra que las clases de equivalencia por la izquierda y por
derecha coinciden.

Finalmente, supongamos que xH = Hx para todo x € G; queremos demostrar que (xH}
(yH) = (xy)H. Sean x' € xH e y' € yH; se tiene x' = xh, e y' = yh, con h, h, € H; entonces
x'y" = (xh,) (yh,) y. puesto que Hy = yH. existe h' € H tal que h;y = yh', con lo cual

x'y' = (xh)) (yh,) = x(yh)h, € (xy)H.
Esto prueba que (xH) (yH) = (xy)H. Sea ahora (xy)h € (xy)H; entonces
(xy)h = (xe) (yh) € (xH) (yH),
con lo cual se prueba la inclusién (xy)H < (xH) (yH) y con ella la normalidad de H en G. [}

Una consecuencia sencilla de la proposicion 4.3.4 es que todo subgrupo de un grupo abe-
liano es normal; basta observar que si H es un subgrupo de un grupo abeliano A y x € H. el
conjunto xH coincide con ¢l conjunto Hx.

*% EIEMPLOD. Tratemos de encontrar todos los subgrupos normales de S;; la tabla de S
puede encontrarse en la seccién 3.4 del capitulo 3. Recordamos que S;= (I, o, o, B.

é % ? ] y B = [é % ‘I’ ); recuérdese también que

03 =B2=1y que Bor=0p. Los subgrupos de S; se han encontrado en el problema 2 de
la seccion 4.1, y son, ademds de los subgrupos impropios,

of, 02} donde o = (

H] = {L B} i) H2= {I? 0:'5} L} HH: {la G'ZB} Y H = {]s ﬂ', a?.} <

Todo subgrupe impropio de cualquier grupo G es normal, lo que se deduce inmedia-
tamente de examinar los conjuntos xGx! y x{e}x~! para todo x € G y aplicar la pro-
posicion 4.3.4. Tenemos pues que S, e {I} son subgrupos normales de S;. Examine-
mos si H, es normal: :

oHo! = oL, Blor! = {0, oB o’ = {o, P }o?

= {0, offor’} = (T, 2B} = (I, B} =H, .

Este resultado prueba que H, no es normal en S,; de manera similar puede deducirse
que H, y H; no son normales en S;. Estudiemos finalmente si H es normal en S
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-
IHI-'=H
oHo'= oL, o. o2}od = {1, o, a’f} = 1H
oH(e?) " = o*{L, o, 02} o= {L, &, 02} =H
BHB' = B{L 0. 02} B = (I, Bop, BB} = (L o, o) =H
(aB)H(eB)" = (o) {L o, 0?} (@B) = {I, o, ot} =H
(0?BYH(e?)" = (o?P) (L, o, 02} (02B) = {1 o? ot} =H.

De estas igualdades se deduce que H es normal en S..

Conviene en estos momentos hacer hincapié en dos errores que se pueden cometer
do se trabaja con subgrupos normales. El primero de ellos es considerar que todo
subgrupo abeliano de un grupo cualquiera es normal: esto no es cierto, como se pone de
z ifiesto si se considera el subgrupo H, de S, (véase el ejemplo D). El segundo de ellos es
considerar que la igualdad xHx~"= H ha de hacerse elemento a elemento, es decir, xhx~! =
B para todo h € H: la falsedad de esta consideracién es evidente a la vista del ejemplo ante-
fior. De la igualdad xHx ! = H siempre puede asegurarse que dado h € H, existe h' € H tal
‘gue xhx~! = h', pero h' puede no coincidir con h.

Del estudio realizado para encontrar los subgrupos normales de S, se deduce que es rela-
‘Gvamente sencillo probar que un subgrupo no es normal, mientras que puede resultar bastante
‘engorroso comprobar que es normal, puesto que deben encontrarse todos los conjuntos de la
forma xHx~! para cada x € G. Es conveniente, entonces, disponer de algunos crilerios para
“identificar subgrupos normales; este es el objetivo de los si guientes resultados.

Demostracién. Basta probar que las clases de equivalencia por la izquierda coinciden con
las clases de equivalencia por la derecha. Como sélo hay dos clases de equivalencia por la
izquierda y H es una de ellas, la otra es G — H. También hay dos clases de equivalencia por la
«derecha ya que pueden ponerse en correspondencia biyectiva con las clases de equivalencia
por la izquierda. Como H es una clase de equivalencia por la‘derecha. deducimos que G — H
s también una clase de equivalencia por la derecha, y por tanto las clases de equivalencia por
la izquierda y por la derecha coinciden. =

Demostracién. Observamos primero que para todo x € G, xHx ' es un subgrupo de G
(véase el ejercicio 1 al final de esta seccidn); a continuacion observamos que el numero de
elementos de xHx ' es IH| (véase ¢l ejercicio 2 al final de esta seccién). Dado x € G, como
H es el tnico subgrupo de G de orden [HI, las dos observaciones anteriores implican que
xHx"! = H, o equivalentemente xH = Hx. Basta aplicar ahora la parte iii) de la proposicion
4.3.4 para obtener elresultado deseado. 4
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Dado un grupo G se define el centro de G, y se simboliza mediante Z(G), como el con
Junto de los elementos de G que conmutan con todos los elementos de G, es decir:

Z(G) = {g € G: xg = gx paratodo x e G}.
%% EJEMPLOE. FElcentrode cualquier grupo abeliano es el mismo grupo y el centro de un
£rupo no abeliano es un subconjunto del grupo. En cierto sentido, un grupo estd lejos

de ser abeliano cuando su centro es pequefio en comparacion con el tamafio del grupe.

*%* EJEMPLOF. El centro de Dy es (L, A?} (véase la definicién de D

s €1 la seccidn 3.6 dai
capitulo 3); claramente T Z(Dy). Ademids

A2 =AI*2=A2+i= APA] j=123

(AIB)A? = Ai(A?B) = A%(AIB) j=1,2.3

con lo que A2 € Z(D,). Ningﬁn otro elemento pertenece al centro de D; baste coma
ejemplo observar que 1

AB#BA=A%B.

Demostracion. En primer lugar se ha de comprobar que Z(G) es un subgrupo de G, lo que
se pide al lector en el ejercicio 3 de esta seccién. Sea x € G Y] € I; puesto que j & T < Z( 'f
Xj = jx, y entonces ¥

kA ={xjx':je I = {jxx:je Ty ={j:je I =1,

La proposicion 4.3.4 demuestra ahora el resultado deseado.

EJERCICIOS 4.3

1. Demostrar que si H es un subgrupo de G y x es un elemento de G, xHx! es un subgra—
pode G.

2. Sea G un grupo finito y x un elemento de G. Demostrar que la aplicacién f,: G — G dads
por f,(g) = xgx! es biyectiva.

3. Demostrar que Z(G) es un subgrupo de G.
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Encontrar todos los subgrupos normales de Dy,

Si K es un subgrupo normal de H y H es un subgrupo normal de G, ;es K un subgrupo
normal de G? Otra forma de hacer esta pregunta es la siguiente: ;es la relacién de nor-
malidad entre los subgrupos de un grupo una relacién transitiva? (Sugerencia: mirar en
el reticulo de los subgrupos de D,.)

SiNes un subgrupo normal de G y N tiene dos elementos, demostrar que N estd incluido
en el centro de G.

. Demostrar que si H y I son subgrupos normales de G, H n I es también un subgrupo

normal de G.

. SeanHyl subgrupo‘e normales de G tal que H m I = {e}; demostrar que hj = jh para

todohde Hy jdelJ.

- Dar un ejemplo de un grupo G que posea un subgrupo normal H tal que H y G/H sean

ciclicos, pero G no lo sea.

Si x es un elemento de un grupo G, definimos el centralizador de x en G mediante
Co(x) = {g e G: xg = gx}. Demostrar que el centralizador de x en G es un subgrupo de
G (observar que el centralizador de x en G es el conjunto de los elementos de G que con-
mutan con x).

4

Encontrar el centralizador para cada elemento de S,, cada elemento de Dy y para la

matriz A = [{1) : j € GL, (R).

Si H es un subgrupo de G definir entonces el normalizador de H en G como N(H) =
= (ge G:gHg ' = H}. Demostrar:

a) N(H) es un subgrupo de G y H es un subgrupo normal de N(H).

b) SiH es un subgrupo normal de otro subgrupo K de G, K es un subconjunto de N(H)
(es decir, N(H) es el mds grande de los subgrupos de G en los que H es normal).

¢) Hesnormal en G siy sélo si N(H) =

Sean H y K dos subgrupos de G tales que H estd incluido en N(K), el normalizador de
K en G. Demostrar que HK es un subgrupo de G (puede usarse el ejercicio 14 de la
seccion 4.2), Deducir que si H es un subgrupo de G y K es normal en G, HK es un
subgrupo de G.

Sea N un subgrupo normal de G y x un elemento de G; demostrar que el orden de xN en
G/N es un divisor del orden de x en G.

Sea G un grupo en el cual existe un entero n > 1 tal que (ab)"= a"b" para todos los ele-
mentosaybde G. Sean H, = {x: xe G} yH,={x.G: orden(x) [ n}. Demostrar que
H, y H, son subgrupos normales de G.
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16. Demostrar que

G = [?) E] ac#0, a, b, ce R

con la operacién de multiplicacion, es un grupo; si
b
N = ( 0 1 ) e G

demostrar que N es un subgrupo normal de G y que G/N es abeliano.

4.4, HOMOMORFISMOS DE GRUPOS

En esta seccién daremos la definicién de homomorfismo, que es una aplicacion que con-
serva las operaciones de los grupos entre los que estd definida, y estudiaremos algunas de sus
propiedades en preparacion para la seccion siguiente en la que se demostrardn los importantes
teoremas de isomorfia.

fismo se escribe f{xy) = f(x){(y). Supongamos que [ es un homomorfismo de grupos; si f es.
ademds. una aplicacion inyectiva diremos que f es un monomorfismo; si [ es una aplicacion
suprayectiva, f se llamard epimorfismo; cuando f es biyectiva, diremos que f es un isomor-
fismo. Cuando existe un isomorfismo entre dos grupos G, y G,, diremos que ambos grupes.
son isomorfos y escribiremos G, = G,. Los isomorfismos entre un mismo grupo reciben &1
nombre de automorfismos.

%% EJBEMPLOA. Laaplicacién f dada por f(x) = ¢* es un monomorfismo de (R, +)en (R* &
de la gréfica de f se deduce que es inyectivay ademas f(x + y) =e* =" = f(x) f(y). Es&

misma aplicacion es un isomorfismo de (B, +) en (R, ).

%% EJEMPLO B. Laaplicacién f: (&, +) — ({—1, 1}, -) dada por f(n) = (-1)"es un epimos
fismo: la suprayectividad es clara ya que fl0)=1yf(1)=-1; ademds L

f(n +m) = (1) #m = (~1)1)™ = f(n) f(m).
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- EIEMPLO C. Si A es un grupo abeliano, f(a) = a? define un homomorfismo de A en A:
f(ab) = (ab)? = abab = a?b? = f(a) f(b)
- paratodoaybdeA.

EIEMPLO D. La aplicacién It (GL,(R), -) — (R*, +) dada por

. ;
£ [[ %48 ]} = ad—cb
es un homomorfismo de grupos: recordar que el determinante de un producto de matri-

ces es el producto de los determinantes de cada una de ellas o demostrar este resultado
directamente,

ElEMPLO E.  Sea G un grupo y g un elemento de G; definimos f,: G — G de manera que
f,(x) = gxg~! para todo elemento x de G; {, es un homomorfismo de grupos puesto que

f(xy) = gxyg ! = (gxg ) (gyg ) = L)

f, es, ademds, un‘isomorfismo: la propiedad suprayectiva es ficil y la inyectiva se
deduce de las propicdades cancelativas del grupo. Como f, es un isomorfismo de G en
si mismo, f, es un automorfismo; estos automorfismos, uno para cada g, se llaman auto-
morfismos internos de G.

EJEMPLO E. SiV es el grupo de Klein, V y &, no son isomorfos. Escribamos V = {e.

a, b, c} donde a? = b>=c*=e y ab = ¢; si existiera un isomorfismo fde &, en 'V, cual-

quiera que sea el valor de f([x]) se ha de tener f([x] + [x]) = f([x]Df([x]) = (F(xD)2 = ¢
para todo elemento [x] de Z,. En particular, :

f(I0D = f([01+[OD=e y 2D =f([1]1+[1]) =e.

Puesto que f es un isomorfismo, f es inyectiva y de f([0]) = f([2]) se deduce [0] = [2].
Esta contradicién muestra la imposibilidad de que &, y V sean isomorfos.

——

- Demostracion. Para demostrar a) observar que si g € G, f(g)f(e,) = f(ge,) = flg) =flg)e..

de donde se deduce f(e;) = e, usando la propiedad cancelativa.

Para demostrar b) utilizaremos a). Cualquiera que sea X € G, tenemos

- @) =10x") = f(e)) = ¢
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f(xH)f(x) = fix1x) = f(e) =&

De la definicién de inverso se sigue que el inverso de f(x) es [(x~1), que era lo que que
mos demaostrar.

Dado un homomorfismo f entre los grupos G, y G, definimos el nicleo de f mediante
N = {x € G, : f(0) = &},

donde e, es el elemento neutro de G, (en la literatura matematica inglesa el nucleo de 5=
representa mediante ker(f)). El nicleo de un homomorfismo juega un papel importante en &
desarrollo de los teoremas de isomorfia que estudiaremos en la préxima seccion.

%% EiEMPLO G. Enelejemplo A, N(f) = {0}; enel ejemplo B, N(f) es el conjunto de todes
los multiplos enteros de 2; en el ejemplo C, N(f) es el conjunto de todos los elementos
del grupo A que tienen orden 1 6 2; en el ejemplo D, N(f) es el conjunto de todas
matrices de orden 2 con determinante 1; en el ejemplo E, N(f) = {e}. Observar que &
aquellos homomorfismos que son inyectivos el nicleo solamente contiene al elements
identidad. )

La siguiente proposicién nos da algunas propiedades del niicleo de un homomorfi smo.

Demostracién. Comenzaremos demostrando que N(f) es un subgrupo de G,; para eli§
usaremos la proposicin 4.1.1. Si x e y son elementos del nicleo def, f(x)=e,y f(y) =e. &
donde se deduce ; ;

fxy ™) = Oty = () = e, = &,

En las igualdades anteriores se ha usado la proposicién 4.4.2. Para demostrar que el nuicles
de f es un subgrupo normal de G, seang e G, yx € N(f); puesto que

figxg™) = (@ffg™) = flglefle) ' =¢.

en donde se ha usado de nuevo la proposicién 4.4.2, deducimos que gxg ! es un elemento &
N(f); esto es suficiente para mostrar que el nicleo de f es un subgrupo normal de G, &8
acuerdo con la proposicion 4.3.4. La demostracién de la parte a) estd terminada.

Para demostrar la parte b) comencemos suponiendo que f es un monomorfismo; puesis

.

que e, siempre pertenece al niicleo de [, debido ada proposicion 4.4.2, s6lo es necesans
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irar que si x pertenece al nicleo de f, x coincide con el elemento neutro de G,; si x es
0 de N(f), f(x) =e,=1(e,), y como f es inyectiva x = e,. Supongamos ahora que el
ds fes {e,] ysean x e y dos elementos de G, que satisfacen f(x) = (y); puesto que

fixy™) = f)f(y ") = f{(x)(f(y)™) = fly)t(y) ) = ..

fece que xy~' e N(f) = {e, }; por tanto xy-! = ¢, 0 equivalentemente x = y; esto demuestra
- un monomorfismo y termina la demostracion de b). ||

iente proposicion clarifica el comportamiento de los homomorfismos frente a
3s v subgrupos normales. ;

acion. Para demostrar a) sean h, y k, elementos de f(H,) y tratemos de probar
es un elemento de f(H,); como h, € f(H ) existe h, € H, tal que f(h)) = h, y puesto
1,) existe k; € H, tal que f(k,) = k,; entonces

hy(k,)™! = fi(h (k) = f(h (k)" = f(hy(k,) ), I

se ha usado la proposicion 4.4.2 y la definicién de homomorfismo. La igualdad ante-
que hy(k,)" es un elemento de f(H,), que era lo que querfamos demostrar.
stracion de la parte b) se deja para el lector. Para demostrar la parte ¢) basta
& gue para todo g de G, y todo h; de H,, si f(h') = h, se tiene

flgh'g™ = fifth)fg™) = flg)(h,)f(g)" € H,
un subgrupo normal de G,. _
aremos detalladamente la parte d). Tenemos que demostrar que si g, es un ele-

: 1,:ng(]i,_)(ggj—f estd incluidoen [(H,); puesto que f es una aplicacion suprayectiva,
lemento g, de H, tal que f(g,) = g,; de aqui se deduce que para todo h, de H,

"g'zr(_hl)(gz)_i = f(gl)f(hl)f(g!'j—l = f(g[)f(hj}f((&)") . f(gzhj(g;)")-

%0 H, es un subgrupo normal de G, g;h,(g,)' es un elemento de H,, y por tanto la igual-
Esior demuestra-que 2,f(h,)(g,) "' es un elemento de f(H,) para todo h, de H,. | |
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Observar que la parte a) de la proposicién 4.4.3 es una consecuencia inmediata de las par
tes b) y ¢) de la proposicion 4.4.4. puesto que N(f) =1-'({e, }). donde e, es ¢l elemento neutrs
de G,. La suprayectividad del homomorfismo f en la parte d) de la proposicion 4.4.4 es nece=
saria (véase el gjercicio 7 al final de esta seccidn).

Para determinar si dos grupos son isomorfos basta exhibir un isomorfismo entre ellos;asi

‘por ejemplo (IR, +) y (IB*, ) son isomorfos ya que entre ellos se ha encontrado un isomos
fismo en el ejemplo A de esta misma seccidn. Para determinar que dos subgrupos no son ise-
morfos puede utilizarse la proposicién que damos 4 continuacion.

Demostracion. Supongamos que G, es abeliano; si g, y h, son elementos de G,, como f
es suprayvectiva existen g, y h; elementos de G, tales que {(g,) = g, y f(h,) = h,; entonces
\
Lﬁ\'{ S g.h, = f(g)fth)) = f(gh,) =f(h,g,) = f(h)f(g) = hagy,
lo que demuestra que G, es abeliano. La implicacién contraria es consecuencia de que ! es
un isomorfismo si f lo es.
Supongamos ahora que G, es ciclico y que estd generado por el elemento x; si g es un
clemento de G,, -'(g) es un elemento de G, y por tanto existe un nimero entero n tal que
F(g) = x de aqui deducimos la igualdad g = f(x") = (f(x))", y en consecuencia G, esta
generado por f(x), siendo, por tanto, ciclico. La implicacién contraria se demuestra apli-
cando este resultado a !, que es también un isomorfismo. :
*% EizMPLOH. S;no puede ser isomorfo a &; ya que éste es abeliano mientras que el pri-
mero no lo es. Aunque &, y el grupo de _Klein son ambos abelianos, no son isomorfos
ya que el primero de ellos es ciclico y el segundo no lo es.

Dada una aplicacién f entre dos conjuntos A y B siempre se cumple la inclusién § < (£(S) ]
para cualquier subconjunto S de A, donde f(£(S)) es el conjunto de todos los elementos de A
cuya imagen mediante f pertenece a [(S). La inclusién contraria no es cierta ni siquiera cuande
f es un homomorfismo. Considerar la aplicacion f de (B, -) en (B8* ) dada por f(x) =x?, que es
un homomorfismo suprayectivo; si S = BR* se comprueba fécilmente que f(f(S)) = B*, que es
un conjunto mas grande que S. El siguiente resultado., que se usard en la demostracion de 1o
segunda parte del primer teorema de isomorffa, que serd tratado en la proxima seccin, indica
una condicion bajo la cual la igualdad de estos dos conjuntos es cierta.
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Demostracién. Basta demostrar la inclusién ! (f(I)) = I ya que la inclusién contraria es
siempre cierta. Si x es un elemento de -1(f(J)) se cumple que f(x) es un elemento de (J), y

por tanto existe un elemento j de T tdl que f(x) = f(j); usando las propiedades de homomor-
fismo deducimos:

f(xj™) = fFG™) = fCOfG) = FREG) ! = e..

Por tanto xj~! es un elemento del niicleo de £ y en consecuencia de I. ya que este contiene a
N(D); se tiene, pues, que xj~! es un elemento de J . ¥ como J es un subgrupo se deduce que x
s lambién un elemento de J.

IL-EJERCICIOS 44

L. Seaf: (R, +) - (GL,(R), ) la aplicacién dada por

f(x) :( cos x sen x)_

—$en X Cos X
Demostrar que f es un homomorfismo y calcular su nicleo.

2. Demostrar queG={m+ .2n :mne Z) es un grupo con respecto a la suma. Demos-
trar que H= {5%3%: k., s € &} es un grupo con respecto a la multiplicacién. ;Son G y H.
isomorfos?

;Es (R*, +) isomorfo a (R, +)? (Es (R, ) isomorfo a (@, *)? ¢Es (&, +) isomorfo a (@,
+)?

<. SiA es un grupo abeliano con n elementos y k es un entero primo con n, demostrar que
la aplicacion f: A — A definida por f(a) = a* es un isomorfismo.

S. Sea G, = (R +) y G,=(R? +) dos grupos. ;Es f(a, b, ¢) = (2, b) un homomorfismo de
G, en G,?

6. SiG=(R? +) y M es una matriz cuadrada con coeficientes reales, demostrar que
fy : G — G definida por fu((x.y)) = (x.y)M es un homomorfismo de grupos. ;Cudndo
es f,, un isomorfismo?

- Dar un ejemplo en el que se muestre que la suprayectividad es necesaria en la parte d)
de ld proposicion 4.4.4. (Sugerencia: encontrar un homomorfismo no suprayectivo de S,
enS,).

Srl" es un isomorfismo entre los grupos G y G', demostrar que ! es un isomorfismo entre
1os grupos G' y G. Probar que en el conjunto % de todos los grupos la relacién G = G
{es decir, G y G' son isomorfos) es de equivalencia,

a) Demostrar que la aplicacién f: G — G definida por f(g) = ¢! es un automorfismo de
G siy sélo si G es abeliano.
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10.

11.

12,

13.

14.

4.5.

Una de las técnicas mds fecundas en la teoria de grupos es la relacion existente ent
subgrupos normales y homomorfismos; tal relacién queda plasmada en el primer teore

4. Grupos: propiedades bdsicas

b) Dado g € G, demostrar que la aplicacion I, : G — G dada por I(x) = gxg™' es s
automorfismo (este es el ejemplo E dado en esta seccion, del que se pide al lectos
que complete los detalles de la demostracién). Recordar que éstos se llaman aute-
morfismos internos de G,

Sean B(G), Aut(G) e I(G) los conjuntos de biyeeciones, automorfismos y automorfisme :
internos de G; demostrar que Aut(G) es un subgrupo de B(G) e 1(G) es un subgrupo ne '-
mal de Aut(G) (en todos ellos la operacién que se debe considerar es la composicion g
aplicaciones).

Sea f: G, — G, un monomorfismo de grupos; demostrar que X e y conmutan en G, si &
s6lo si f(x) y f(y) conmutan en G;; utilizar este resultado para demostrar que si G, es abe-
liano, G, es también abeliano.

Sea [: G; — G, un monomorfismo de grupos; demostrar que x y f(x) tienen el misme
orden, cualquiera que sea el elemento x de G,.

Sea N un subgrupo normal de G cuyo indice en G es n; demostrar que si n 'y m son pri-
mos entre si, la relacion x™ = e implica que x es un elemento de N.

Se G un grupo abeliano con n elementos y p un entero primo con n; demostrar que pams
todo a € G la ecuacion xP = a tiene una solucidn en G (Sugerencia: utilizar el problems
4 de esta misma seccion).

Supongamos que existe un entero n tal que la aplicacion f(x) = x" es un automorfismo &
G. Demostrar que para todo elemento x de G, x"~! pertenece al centro de G (véase &
definicién de centro de G al final de la seccidn 3).

TEOREMAS DE ISOMORFIA

de isomorfia, que es uno de los resultados principales de esta seccién. Para demostrarlo &
necesario introducir nociones nuevas.

Si H es un subgrupo normal de G, podemos considerar el grupo cociente G/H; la aplice

cién 1t : G — G/H dada por ni(g) = gH es un homomorfismo suprayectivo, que recibe el non
bre de homomorfismo canénico con niicleo H. El hecho de que m es un homomorfismo §
deduce de que six.y € G,

n(xy) = (xy)H = (xH) (yH) = ni(x) 7(y),

donde la igualdad central es debida a que H es un %ubgrupo normal de G; la suprayectw"
de m es consecuencia fécil de su definicién.
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~ Supongamos ahora que tenemos un homomorfismo [ entre los grupos G, y G,; por la pro-
- posicién 4.4.3 sabemos que N(f) es un subgrupo normal de G,; si denominamos 7 al homo-
- morfismo candnice con niicleo N(f) podemos formar el diagrama de la ilustracion 5.

. ;Puede definirse un homomorfismo F : G/N(f) = G,
de manera que F - © =1 ? Esto puede hacerse definiendo ] f

F(xN(P)) = f(x) «

para todo x € G,. Puesto que G,/N(f) es un conjunto de . g
clases de equivalencia, se ha de comprobar en primer T
lfugar que si las clases xN(f) e yN(f) coinciden, f(x) = f{y); ‘
&sto es cierto puesto que de la igualdad XN(f) = yN(f) se GNG

'~ deduce que y =xn con'n € N(f), con lo cual f(y) =f(xn) =
= f(x)f(n) = f(x)e = {(x). Tustracién 5

F es un homomorfismo puesto que
F(xN(f) yN(6) = FxyN(D) = f(xy) = f(x)f(y) = FxNO)F(YN(D),

igualdades que el lector debe comprobar cuidadosamente.

El homomorfisme F tiene la propiedad adicional de que es inyectivo: si F(xN(f)) = e, se
tiene que f(x) = e, y por tanto x € N([); asi pues xN(f) = N(f), lo que prueba que f es inyectiva
- debido a la parte b) de la proposicién 4.4.3. .

Si f es un homomorfismo suprayectivo, F también lo es, puesto que siy € G, basta tomar
% € G, tal que f(x) =y, y observar que

F(xN(f)) = fix) = y.

Estas propiedades constituyen la primera de las afirmaciones del teorema fundamental de
~ homomorfismos de grupos que se enuncia a continuacion:
i

Demostracidn. La parte i) ha quedado demostrada anteriormente. Demostraremos a con-
uacion la parte ii) del teorema. Sea J(G,) el conjunto de los subgrupos de G, que contie—
men a N(f), y €(G,) el conjunto de los subgrupos de G,; definimos la aplicacién H entre los
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conjuntos &(G,) y Z(G,) de manera que si J es un subgrupo que contiene al nicleo 3
H(J) = f(J). Observar que por la proposicién 4.4.4, f(J) es un subgrupo de G, y por tanto |
estd bien definida; H es suprayectiva ya que si K es un subgrupo de G,, J = f=4(K) es
subgrupo de G, (véase la proposicion 4.4.4) que contiene al niicleo de fy satisface H(J) = &
= f(f(K)) = K; finalmente, H es inyectiva, ya que siJ, y J, son dos subgrupos distintos de &
tales que ambos contienen al nicleo de £, H(J,) y H(J,) no coinciden, puesto que si f(J,) = fils
de la proposicién 4.4.6 se deduce que

I = f“(f(lu)) = F_I(f(-lz)) =l

Esto demuestra que la aplicacion H, definida entre los subgrupos de G, que contienes
N(f) y los subgrupos de G,, es la biyeccién buscada.

*% EJEMPLO A. En el ejemplo D de la seccién 4.4 se demostré que la aplicacis
f: (GL,(IR), -) - (BR*, -) dada por

f((i g)] = ad—cb

. e ; 7 D
es un homomorfismo; dado un nimero real r, no nulo, la matriz ( ] e GL.{R

f[([r) ?]J =or

con lo que queda probado que f es un homomorfismo suprayectivo. Puesto que

N(f) = {(S 3)}: ad—cd = 1 = SL,R)

(véase la seccion 3.5 del capitulo 3 para la definicién de SL,(IR)), el primer teoremas
isomorfia nos permite deducir el siguiente isomorfismo:

GL;(R_} /SL.(IR) = (BR=, ) .

*x EJEMPLOB. Dado un nimero entero positivo n se define f, : (&, +) — (&, +) medias
f,,(z_) = [z]: T es un homomorfismo debido al teorema 2.4.4 y es claramente suprayeciss
Puesto que

Nif)={ze Z:f(2)=[0]}={ze Z:7z=0(n)} =nZ,

deducimos que

qnz = (&, +). =



kk

Rk
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EmEmpLo C. Dados dos nimeros enteros positivos n y m definir £ : (nZ, +) = (&,_. +)
mediante f(nz) = [z]; f es un homomorfismo debido al teorema 2.4.4 y es claramente
suprayectivo. Puesto que

N() = {nz € n&: f(nz) = [0]} = {nz € nZ:z=0(m)}
_{nzenz.z-km,kEZ}—[nmk.ke Z} =nmi,

deducimos que

HZ/ nmz = zms
que es una generalizacién del resultado obtenido en el ejemplo B.

EIEMPLOD. Seaf:D;— Vdadaporf(A)=ay f(B)=b, donde A*=B2=1y BA=AB
en Dy y a? =b? = (ab)> =e en el grupo de Klein V: esta aplicacién se extiende a un homo-
morfismo entre los grupos dados ya que A y B generan Dy. Se tiene que f es un homo-
morfismo suprayectivo ya que f(AB) = f(A)f(B) = ab y su niicleo es N(f) = {1, A2} como
puede comprobar el lector si calcula las imdgenes mediante f de todos los elementos de
D,. Por la primera parte del primer teorema de isomorffa obtenemos Dy/{I, A2} = V.

Si miramos al reticulo de los subgrupos de Dj (véase el ejercicio 2 de la seccién
4.1y la ilustracion 6) y al de V, se observa que el reticulo de los subgrupos de V estd
en correspondencia biyectiva con el reticulo de los subgrupos de Dy que contienen a

<A2> = {1, A2} = N(f). Esto sirve para ilustrar la segunda parte del primer teorema de
isomorfia.
D,
! / V\
<AB, Az <A> <A2, B> <aﬁ> ip. <b>

S

<AB>

*®

<A3B>
"‘ -

Ilustracion 6. Reticulos de Dy y del grupo de Klein
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*% EJEMPLOE. ;Cudlesson los pos.i'bles nicleos de homomorfismos suprayectivos de Do &5
V que contengan exactamente dos elementos? Mirando al reticulo de los subgrupos de B
(véase la ilustracion 6) se observa que los pesibles niicleos de este homomorfismo son.

<A¥B>, <AB>, <AZ, <B> vy <AZB>,

El reticulo de los subgrupos de D, que contienen a uno cualquiera de los subg
<A’B>, <AB>, <B> 0 <A?B> no se "corresponde” con el reticulo de los subgrupos &
V; por la segunda parte del primcf‘ teorema de isomorfia no pueden existir homo
fismos de D; en V que tengan como niicleo estos subgrupos: asi pues, el tinico sub
de D; que puede ser niicleo de un homomortismo de Dy en 'V es {1, A?}.

Para terminar esta seccion enunciamos dos teoremas que también se conocen con el noms
bre de teoremas de isomorfia y que lienen varias aplicaciones en la teoria de grupos. Ambes
son consecuencia del primer teorema de isomorffa.

Demostracién. Puesto que K es un subgrupo de G se deduce inmediatamente que K/H &8
un subgrupo de G/H. Demostraremos que K/H es normal en G/H. Sean gH y kH elemenies
de G/H y K/H respectivamente; como H es normal en G, tenemos

(gH) (kH) (gH)™' = (gkg HH.

Al ser K un subgrupo normal de G se tiene que gK = Kg para todo g € G y por tanto exi
k' e K tal que gk = k'g: usando este resultado en la igualdad anterior se obtiene

(gH) (kH) (gH)' = (k'gg hH=k'H € K/H,
lo que demuestra que K/H es normal en G/H. _ _
Para demostrar el isomorfismo enunciado en el te'orerrra"nz%sta definir f ; G/H — GIB

mediante f(gH) = ¢K, que es una aplicacién ya que H es un subgrupo de K. Esta aplicaci .
es un homomorfismo ya que

f((xH) (yH)) = f((xy)H) = (xy)K = (xK) (yK) = {(xH)f(yH).
Esta aplicacién es claramente suprayectiva; su niicleo contiene todos los elementos de &
forma gH tal que f(gH) = K y por tanto gK = K, de donde se deduce que g es un elemento &

K. Por tanto

N(f) = {gH: ge K} =K/H.



Teoremas de isomorfia 105

Aplicando el primer teorema de isomorfia se e G
muestra el resultado deseado (véase la ilustra- G/H = /K
oa 7). |
r EEMPLOE Sin y m son dos enteros positivos
~ yentodos los grupos que escribimos a continua- G G5

cion usamos la adicion, se tienen los siguientes 14 &
isomorfismos: ' If/
Z /Z ~ T/mnZ / nZimnZ = EnE = I, Tlustracion 7

En el primer y tercer isomorfismo se han usado los ejemplos C y B de esta misma
seccion y en el del centro se ha usado el segundo teorema de isomorfia,

- Demostracién. En general HK no es un subgrupo de G (véase ¢l ejercicio 13 de la seccién
2), pero en este caso la normalidad de K en G nos permite demostrar que si lo es, Para pro-
‘oarlo, elegir hk, y h,k, dos elementos de HK y considerar

"

(hk) (hk,) ! = hk k",

:_'__.mo K es normal en G, Kg = gK para todo g € G; tomando g = h,! deducimos que existe
&' € K tal que k;k,'h,™! = h,~'k"; por tanto

i
(hik,) (hok,)=! = h b, k' € HK,

o que demuestra que HK es un subgrupo de G cuando K ¢s normal en G.

La normalidad de K en HK y de H m K en H se dejan como ejercicios para el lector. El
isomorfismo es consecuencia del primer teorema de isomorfia. Definir £ : HK — H/(H N K)
mediante {(hk) = h(H n K); es necesario probar que f es una aplicacién bien definida ya que
un mismo elemento de HK puede tener varias representaciones de la forma hk: si hk = hk,
tenemos que probar la igualdad h(H m K) = h,(H n K). Claramente h~'h, es un elemento de
H: ademds k(k,)' = h~'h, y en consecuencia también es un elemento de K y por tanto ! y
I, estdn relacionados mediante H m K, que era lo que queriamos demostrar.

Esta aplicacién es un homomorfismo ya que si h y h, son elementos de H ¥y kyk, son
elementos de K tenemos:

f((hk) (hik,)) = f(h(k(hk,)))

=f(h(h,k,)k") (yaque K< HK y donde k' € K)
= f((hh,)(k k"))
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= (hh)) (HNK)
=h(HNnK)h(HNK) (debido a la operaciéon de H/(H N K))
=f(hk)f(h k,) (debido a la definicién de f).

La suprayectividad es facil ya que, elegido
h(H m K). la imagen de he £ HK mediante fes el ele-
mento considerado. Encontremos ahora su niicleo. Si HK—— l;lﬁ AnK
hk e N(f), h(tH " K) =H n K. de donde se deduce que P
he H m K < K y en consecuencia hk € K. Por tanto o
N(f) estd incluido en K. Por otro lado, sik € K, ' T

flk)=tke)=e(HNn K)=HNK) o

y por tanto K estd incluido en N(f). Esto demuestra
que N(f) = K y el resultado se deduce del primer teo-
rema de isomorfia. |

Si en el reticulo de los subgrupos de G se dibujs
, HK solamente los subgrupos H, K, HK y Hn K
= correspondientes inclusiones, se obliene un gréﬁ ;-

forma de rombo como en la ilustracion de la izquierd

H K en donde se han marcado con dos lineas paralelas %
cocientes que son isomorfos. La figura que se obtics

x / es la base para que, en algunas ocasiones, el tercer 1=
HAK rema de isomorfia reciba el nombre de "tcorema &
rombo".

%% EJEMPLO G. Siny m son nimeros enteros, n@ y m& son subgrupos del grupo (& =
Escribiendo el tercer teorema de isomorfia para estos subgrupos con notacion adits
se obtiene el isomorfismo

(nZ + mZ)/mZ = n&/(n& ~ mZ).

EJERCICIOS 4.5

1. SiH y K son subgrupos de G y K es normal en G, demostrar que K es normal en HE.
2. SiHy K son subgrupos de G y K es normal en G, demostrar que H m K es normal en §

3 Escribir el isomorfismo que se obtiene al aplicar la primera parte del primer teore
isomorfia al homomorfismo suprayectivo del ejercicio 5 de la seccion 4.4.

4. Sea f un homomorfismo suprayectivo de G en &. Demostrar que para todo nime
entero positivo n, G tiene un subgrupo normal de indice n (Sugerencia: definir un hom
morfismo suprayectivo de G en Z, y usar el prinier teorema de isomorfia).
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- Sea G un grupo y N un subgrupo normal de G tal que G/N = . Demostrar que para todo
mimero entero positivo n, G tiene un subgrupo normal de indice n. (Sugerencia: usar el
isomorfismo dado para definir un homomorfismo suprayectivo de G en & y aplicar el
resultado del problema 4.)

Sean G, y G, dos grupos y f : G, = G, un homomorfismo suprayectivo con nicleo N(f).
Demostrar que si J es un subgrupo de G, que contiene a N(f), el indice de J en G, coin-
cide con el indice de f(J) en G, (considerar clases de equivalencia por la izquierda para
hacer la demostracién). 7

Dar un ¢jemplo en el que el resultado del problema anterior no sea cierto cuando J no
contiene a N(f). (Sugerencia: mirar el ejemplo D de esta seccién.)

Sean G, G;, 'y N(f) como en el ejercicio 6 de esta seccién. SiJ, y I, son dos subgrupos
de G, que contienen a N(f) y I, contiene 4 J,, demostrar que

Uy s LI=[fJ,) : 1(J,)].
(No trabajar demasiado: aplicar el ejercicio 6).

- Sea Dy, el grupo diédrico de orden 2n (véase la seccion 3.6 del capitulo 3), Demos-
trar que N = (T, A, A%, ..., A"~} es un subgrupo normal de G y que G/N = {~1, 1},
donde {1, 1} es un grupo con respecto a la multiplicacién.

Dado un grupo G y un subgrupo normal N tal que G/N es ciclico de orden 6, describir
el reticulo de los subgrupos de G que contienen a N.

11. SeaGun grupo finito, N y M subgrupos normales de G y H subgrupo de G de érdenes
n, my h respectivamente. Si (n, h) =1y (m, h) = 1, demostrar que

HM/M =~ HN/N.

12, Probar que si K es un subgrupo normal de G de indice primo p, para todo subgrupo H
de G se tiene que o bien H es un subgrupo de K o bien G = HK con [H : H n K] = p.
(Sugerencia: usar los dos 1ltimos teoremas de isomorfia.)

4.6 CLASIFICACION DE LOS GRUPOS CICLICOS

El concepto de grupo ciclico fue introducido en la seccién 4.1; recordemos que un grupo
&s ciclico si estd generado por un s6lo elemento, es decir existe un elemento g del grupo tal que
todos los demads se obtienen operando este elemento repetidas veces con sf mismo; en notacién
multiplicativa todos los elementos del grupo son de la forma g® con n un nimero enteros si la
operacion del grupo es la adicion. todos los elementos son de la forma ng. Recordar que (Z, +)
v(Z, +) son grupos ciclicos con generadores 1 y [1] respectivamente . En esta seccion demos-
fraremos que, salvo isomorfismos, éstos son todos los grupos ciclicos que existen.
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Demostraciéon. Comenzamos demostrando la parte 1) del teorema. Si g es un generss
de G, definimos f : & — G mediante f(k) = g*. Se tiene que f es un homomorfismo puesto &
para cualquier par de nimeros enteros k y s se tiene

f(k + 5) = gh**= ghg® = f(O1(s) .

El homomorfismo f es suprayectivo puesto que G es ciclico y es inyectivo ya qu
gk = e para algtn entero k, k = 0 debido a que G posee infinitos elementos (en caso.
trario G = <g> no podria poseer mas de k elementos). Esto prueba que G es isom
a (&, +).

Demostramos ahora la segunda parte del teorema; la demostracién se basa en el p&
teorema de isomorfia. Escribir G = <g> ={g. g ...g" L g'=e}congi=ghsij# K
aplicacién f : & — G dada por f(k) = gk es un homomorfismo suprayectivo al igual que
parle primera. Sin embargo, f no es inyectiva ya que

NP ={ke Z:fk)=¢}={ke Z:g=e} = {m: mesmiltiplode n} =nk.

Utilizando el primer teorema de isomorfia deducimos que G = Z/n; por el ejem '
de la seccidn 4.5 se tiene que Z/n& = Z,, con lo cual G = &, que era lo que que:
demostrar.

*% EIJEMPLO A Todos los subgrupos de (&, +) son ciclicos. En efecto, si H
subgrupo de & y H # {0}, considerar

=inf{h:he H N Z*}

(es decir. m es el menor entero positivo de H); demostraremos que H = <m>. Pa
que m € H se tiene que <m> c H. Por otro lado, sih € H, dividiendo entre m s&
h=cm+rcon0<r<m;entoncesr=h—cme H+ <m>c H. Como res un &
positivo menor que m o cero, y m se habia elegido como el menor entero posit
H, se tiene r = 0, con lo cual h = em € <m>. Esto prueba que H = <m>, y por
que H es ciclico.

También puede demostrarse, haciendo uso del resultado del ejemplo A y del prims
rema de isomorfia, que todos los subgrupos de (&, +) son ciclicos; este es el contenis
gjercicio 5 propuesto al final de esta seccién. Una vez hechas estas observaciones y [ens
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1el teorema 4.6. 1 no es de extrafiar que todo subgrupo de un grupo ciclico sea ciclico;
== el contenido del resultado que se expone a continuacidn.

mostracién. Sea G un grupo generado por el elemento g y H un subgrupo de G; con-
n0s m como el mds pequenio de los enteros positivos k tal que ¢k es un elemento de H;
que este infimo existe debido al principio del minimo enunciado en la seccion 2.1
itulo 2. Demostraremos que H coincide con el subgrupo generado por g™

mo g™ € Hy H es un subgrupo de G, se deduce inmediatamente que <g™> c H. Para
ostrar la otra inclusion consideremos un elemento h de H; como h es también un elemento
'y G es ciclico, existe un entero s tal que h = g% por el algoritmo de la divisién podemos
rs=cm+rcon 0 <t < m;entonces h = g* = g g". de donde se deduce g" = g5(gmy~
5™)=: como tanto h como g™ son elementos de H, deducimos que g' es también un ele-
de H. Como 1 es un entero no negativo mds pequefio que m, de la definicién de m se
ce que r = 0; por tanto

h= g5 = gom = (gM)t & <>,
sto demuestra que H = <g™> y, en consecuencia, H es ciclico, ||

- EjEMPLO B. Todos los subgrupos de (&, +) son ciclicos; para hallarlos todos basta con
mirar los subgrupos que generan cada uno de los elementos de este grupo. Estos son:

<1>=2,, _

<[21> = {[2], [41, [61, [81, [10], [0} © & 4 zm
<[31> = {131, [6], (9], [01)
<[41>= {[4], [8].[01} <[2 <I3J>

<[51>={I51, 1101, [3]. [8]. [11. [6]. [111, [4], [9], '
121, [7]. [01} =2y, ?
<[61>= {[6], [0]} <

=il Z,, <[8]>=<MAl> <[91>=<[3]. <r4]> <[6]>

<[10]> 2>y <11=EZ : \{[OH/

El reticulo de los subgrupos de este grupo se :
muestra en la ilustracion de la derecha.

EiempLo C. Sean nZ y m% dos subgrupos de (&, +). Los subconjuntos n& n mZ y
@ + mZ son subgrupos de este grupo como puede comprobarse ficilmente; como (Z. +)
es ciclico, ambos deben estar generados por un solo elemento, es decir han de ser de la
forma k& y dZ, respectivamente, con k y d nimeros enteros. El lector debe hacer algunas
pruebas antes de.continuar y asi no le parecerdn desacertados los siguientes resultados.
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El subgrupo nZ n mZ est4 generado por [n, m], donde [n, m] es el minima
comtin miultiplo de n y m, y por tanto

nZ nmZ = [n, m]Z.

Si x es un elemento de la interseccién podemos escribir x =nu y x=mvconuy %
enteros; por tanto X es un multiplo comin de n y m y ha de ser por tanto un multiplo e--
[n, m]. Por otro lado, si x = [n, m]z, con z entero, y d es €l maximo comuin divisor de &
y m, podemos escribir

x=[n, mlz=n(m/d)z € ni, y
x=[n,mjz=m (n/d)z € mEZ,

de donde se deduce que x pertenece a la interseccion. De esta manera queda demostrade
el resultado deseado.

El subgrupo nZ + mZ estd generado por (n, m), donde (n, m) es el méaxime
comiin divisor de n y m, y por tanto

nZ + mZ = (n, m)Z.

Si d es el maximo comun divisor deny m se tiene que n=1d y m =sd con l y s nimen
enteros; ademds, si x es un elemento del conjunto suma se tiene X =nu + mv con u y ¥
niimeros enteros; por tanto:

x =nu+my = ldu + sdv = d(lu + sv) € (n, m)Z.

Por otro lado, si x = dz, por la propiedad lineal del maximo comiin divisor podemos
escribir d = un + vm, con u y v enteros (véase el corolario 2.2.3); por tanto x = unz =
vmz € nZi + mZ. Esto termina la demostracién del resultado enunciado.

Combinando los resultados que acabamos de exponer y el isomorfismo obtenido en
el ejemplo G de la seccidn 4.5 tenemos

(n, m)Z/mZ = n&/[n, m]Z.

Todos los subgrupos ciclicos han quedado caracterizados, salvo isomorfismos, en el tes=
rema 4.6.1, y en la proposicion 4.6.2 se ha descrito como deben ser todos los subgrupos &
un grupo ciclico. Cuando el orden del grupo ciclico es finito se puede decidir el orden de cad
uno de sus elementos a partir del orden del grupo; ademads, en este caso, el nimero de su
pos del grupo coincide con el nimero de divisores del orden del grupo. Este es el contenids
de los dos resultados siguientes.
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Demostracion. Sea d el midximo comiin divisor de n y ki existen, por tanto, dos niimeros
=nteros a y b tales que n = ad y k = bd, A partir de aqui podemos escribir

(xkynid = xka = xbda — (X")h =e;

 de aquf se deduce que el orden de x* es un divisor de n/d.

~ Seacel orden de x¥; como xk = e, deducimos que n es un divisor de ke y por tanto n/d es
un divisor de (k/d)c; puesto que n/d y k/d son primos entre si (véase ejercicio 3 de la seccién
2.2), se ha de tener que n/d divide a c. De esta manera queda probado el resultado deseado.

Demostracién. Sea x un generador de G. Si k divide a n, x™® es un elemento de orden k
segiin la proposicién anterior y por tanto el subgrupo H generado por este elemento tiene
orden k. Asi queda probada la existencia de un subgrupo de orden k.

Para demostrar la unicidad supongamos que K es otro subgrupo de G con k elementos;
como G es ciclico, K también lo es y por lanto estd generado por un elemento x™, con m el
menor entero positivo tal quex™ € K. Por la proposicién anterior k =n/(n. m) y por tanto

XM = x(n. (. m) e <ximms — <xnfk>,

de donde se deduce que K = <x™> ¢s un subgrupo de H = <xV*s, Como ambos tienen k ele-
mentos ha de cumplirse la igualdad. |

*% EJEMPLOD. Los érdenes de todos los elementos de (Z., +) se obtienen usando la pro-
posicion 4.6.3 y se dan en la siguiente tabla:

Elementos [0] 1] [2] [3] [4] [5] [6] [7]
Orden 1 8 4 8 2 8 4 3

*% EEMPLOE. Los subgrupos de (&, +) se corres-
ponden con los divisores de 36, de acuerdo con la

proposicion 4.6.4. Los divisores de 36 son
: Z,
36,18,12,9,6,4.3. 2y 1.

Los subgrupos de este grupo son nueve, <21, <[3]>
incluidos los impropios, y, segtin los resultados oy 4 *
anteriores, el subgrupo de orden k estard gene- ) <[4]> <l6]> <[9]>
rado por |36/k]. Asi pues, tenemos los subgrupos * \

_ <[12]> . x[18]>
<ll>=Z. <[2]> <[3]> <[4]>,
<[6]>, {[9]}. {[ [2]}, {[O'I}
<[18]>,, <[36]>=<[0]> :
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El reticulo de los subgrupos de este grupo se muestra en la ilustracion que acompana a
este ejemplo.

EJERCICIOS 4.6

1. Encontrar el reticulo de los subgrupos de (Zyy. +) y de (&5, +).

2. Dar un ejemplo de un grupo no abeliano en el que todos sus subgrupos propios sean
. ciclicos.

3. Dar un ejemplo de un grupo abeliano no ciclico en el que todos sus subgrupos propios

sean ciclicos.

4. Si G es un grupo ciclico y N un subgrupo normal de G, demostrar que G/N es también
un grupo ciclico.

5. Sea H un subgrupo de %,; demostrar que existe un entero positivo m que divide a n tal
" que H es isomorfo a m&/nZ. Deducir de este resultado y del ejercicio 4 que todo
subgrupo de (&, +) es ciclico.

6. Sea H un subgrupo de Z; demostrar que existe un entero positivo m que divide a n tal
que H es isomorfo a &,

7. Si G es un grupo no abeliano, demostrar que G/Z(G) no es ciclico. Utilizar este resultado
para demostrar que si G es un grupo no abeliano de orden pq, conpy q primos distintos.
entonces Z(G)= {c}.

8. (Cudles son los posibles micleos de un homomorfismo suprayectivo de Z en el grupo
de Klein?

9. Encontrar el orden de todos los elementos de (&, +). Demostrar que (Zﬁ, -) s un grupe
ciclico y encontrar ¢l orden de todos sus elementos.

10. SiG es un grupo ciclico y |Gl = n, probar que G posee tantos generadores como ente-
ros positivos hay menores que n y relativamente primos con n (usar la proposicion
4.6.3).

11. Encontrar todos los generadores de (&, +).

4.7. PRODUCTO DIRECTO DE GRUPOS

En esta seccién mostraremos un método para obtener un nuevo grupo a partir de dos gru-
pos dados; este nuevo grupo recibe el nombre de producto directo de los grupos dados.
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Sean G y H dos grupos con operaciones « y * respectivamente; en el producto cartesiano
G xH={(g,h): ge G, he H} puede definirse la siguiente operacién:

(g, h) b (g‘, h') — (g a gr‘ h= h')

Demostracion, La operacién es cerrada por definicién, De la asociatividad de las opera-
ciones de G y H se deduce la asociatividad de », que se deja como ejercicio para el lector. El
clemento neutro es (e;, ¢;,), donde e.., ¢;; son los elementos neutros de G vy H respectivamente.
Finalmente, si (g, h) € G x H, g~ denota el inverso de g en G y h~! denota el inverso de h en
H, se tiene que (g, h)'=(g~!, h"'l) e Gx H. |

*% EiEMPLOA. R2=RxResun ejemplo de producto directo de (R, +) y (R, +); sus
elementos son de la forma (a, b) con a, b € R y la operacién queda definida mediante
(a.b)+(c,d)=(a+c,b+d).

*% EjeMPLO B. Cuando n y m son enteros posilivos siempre podemos considerar el pro-
ducto directo de (&, +) y (&, +), para obtener el grupo (2, x Z,, +), que serd abeliano
ya que cada uno de los grupos anteriores lo es. La tabla del grupo (Z, x &,. +) s¢ describe
a continuacion:

+  [|(IOL [OD) | ([OL [11) | (C11, [0D) | (117, [1D) | (121, O | ([21, [1]) | (31, [OD) | (13, [11)
(01, [OD (| ({01, [07) | (TO1, [11) | (11, [OD) | (L [17) [ (121, [OD) | (121, [1]) | (131, [O1) | (3], [1])
([0}, 111 (101, [11) | (107, [OD) | (11, [11) [ (LL1, [OD) | (21, [1]) | (L21, [O1) | (13, [1D) | (I31. [O])
([, 0D {1, 10D | ([11. [YD | (12]. [OD) | (121, [17) | (31, 10D | ([31. [1]) | ([O). [O]) | ([0], [1])
(L THD (| UL L) | (113, T0D) | (121 11D | (121 (0D | (131, [1]) | (£31. [0D) | (101, [1]) | (01, [0)
(121 [OD |[(I21. [0D) | (L21, [1]) | ([31. [OD | (131, [11) | (LOL, [01) | (01, [1D) | (L11, [OD) | (111, [11)
(123, TLD || 21 11 | (21, [0D) | (131, [1D | (131, [07) | (01, [1]) | (101, [01) | (11, [1]) | ([11, [O])
(131, 10D (| (131, [0D) | (131 117 | ([O1. [O1) | (01 [1]) | (111 [0 | (111, [1D) | (L2], [OD) | ([21. [1])

([31. (1D {31 [17) | ([31 [OD | (107, [1]) | (O, [O7) | ([13. [1D) | (111, 10Dy | ([2]. [1D) | (121, [O])

Tabla del grupo (Z, x ., +)

Este es un grupo de 8 clementos que no es isomorfo ni a (&, +), ni al grupo diédrico
Dy; esto se deduce comparando los 6rdenes de los elementos de estos grupos. (&, x &, +)
tiene 1 elemento de orden 1 (el ([0], [0])), 3 elementos de orden 2 (([0], [1]). ([2]. [O]) y
(21, [11)) y los 4 restantes son todos de orden 4. No es, por tanto ciclico, y no puede ser
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isomorfo a (&, +). Dy solamente tiene dos elementos de orden 4, A y A%, con lo que 1%
poco puede ser isomorfo al grupo deserito en la tabla anterior. :

De ahora en adelante, los simbolos « y #, que se han utilizado en la definicién de produs
directo, quedarén suprimidos siempre que no sea necesaria su utilizacion.
En el ejemplo A se observa que B x {0} = R y que {0} x IR = I; esto sucede en cus
quier producto directo de grupos. El resultado general se enuncia y demuestra a continuacis

Demostracién. La parte a) resulta evidente ya que el nimero de elementos del conjes
producto es el nimero de elementos de G multiplicado por el nimero de elementos de H.
Para demostrar b) sea { : G — G dada por f(g) = (g, ey): f es un isomorfismo, con lo c&
se tiene que G es isomorfo a G; ademds, si (g.h)e GXHy (g en) € G, se tiene que

(g, h) e (g, e s (g )y = (g, h) s (2 en) o (g h) = (2g'g ™, e,

con lo cual G es un subgrupo normal de G x H. La demostracion de c) es andloga a la demes
tracién de b).

De manera andloga a como se defini6 el producto directo de dos grupos, puede procedss
para definir el producto directo de un niimero finito de grupos G, G, ..., G, el cual se ese
bird mediante G, X G, X ... X G,; la operacién en el producto directo estd definida como sigs

(s Xos oess X)) © (Vi Yowvony V) =K% Y5 KoY ooon XY «

%% EiempLO C. Si escribimos el grupo de Klein V como V ={e,a,b. ¢} cona’*=b?=c* =
ab = ¢ y observamos que f: V — (&, x Z,, +) dado por f(e) = ([0], [0]), f(a) = ([1]. 1§ ]
f(b) = ([0]. [1]) ¥, en consecuencia, f(¢c) = f(a) + f(b) = ([1], [1]), es un isomorfismo.
tiene que V = (&, x Z,, +). Es conveniente que el lector escriba las tablas de ambos 2=
pos, dibuje sus reticulos y determine el orden de cada uno de sus elementos para conves
cerse de su similitud. i

El ejemplo B sugiere que en algunas ocasiones un grupo puede escribirse como produd
directo de otros dos grupos; estas ocasiones serdn descritas en la proposicién 4.7.3. Obsers
que escribir un grupo G como producto directo de grupos H, y H, posee la ventaja de que var
subgrupos de G pueden encontrarse estudiando separadamente los subgrupos de H, y de B2
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Demostracion. Puesto que G = MN, dado g € G existenm € M y n € N de manera que
g =mn; debido a que M m N = {e}, esta representacion es dnica, puesto que si mn = m'n' se
tiene que (m')' m=n'n"" € M N = (e}, y por tanto m' =m y n' = n. Entonces, la aplicacién
f:G — M x N dada por f(g) = (m, n), con g = mn, esté bien definida. La aplicacién f es supra-
yectiva e inyectiva. Falta demostrar que f es un homomorfismo de grupos; para demostrar
esto observemos primero que sin € Ny m € M, nm = mn: puesto que N es un subgrupo
normal de G,

n'm'nm=n"Y(m'nm)e NN=N,
¥ puesto que.M es un subgrupo normal de G.

n'm'nm = (n"'m-!n)m € MM = M:
puesto que N M = {e}, se deduce que n-'m~'nm = e, que era lo que queriamos demostrar,
Con esta observacion puede finalizarse fécilmente la prueba de que f es un isomorfismo y en

consecuencia quedard demostrada 1a proposicion; si g =mn y g' = m'n,

f(gg")= f((mn)(m'n))

= f(m(nm")n') (propiedad asociativa)

= f(m(m'n)n") (yaque ny m' conmutan)

= f((mm')(nn")) (propiedad asociativa)

= (mm',nn') ; (definicion de )

= (m,n) « (m'n') (definicion de producto directo)
=1(g) « f(g). ; [

k% EEMPLOD. SeaV={e ab,c}cona’?=b?=¢yab=cel grupode Klein; M = (e, a}
es un subgrupo normal de V y N = {e, b} también lo es; ademds M "N = {e] y MN =
=V, por lo que aplicando el resultado que acabamos de demostrar deducimos que V es
isomorfo aM x N =&, x ..

%% EJEMPLOE. En (ER*, -)los subgrupos (IR*, -) y ({1,~1}, ) son normales y su intersec-
cién es {1}; como todo nimero real no nulo es positivo o negativo, se tiene que

(R, )~ R x {-1,1}.

%% EJEMPLOF. En (Z, +) los subgrupos M = {[0], (2], [4]1} y N = {[0], [3]} son normales
ya que el grupo es abeliano, su interseccion es el elemento neutro y M + N = {[0], [2],
[4], [31. [5], (11} = Z; por tanto (&, +) es isomorfo a (M X N, +) y éste es, a su vez,
isomorfo a (&, x &, +). o

** EIEMPLO G. En la demostracion de la proposicion 4.7.3 se ha probado que si M y N
son subgrupos normales de G y M m N ={e}, los elementos de M conmutan con los
elementos de N. Este resultado no es cierto si alguno de los subgrupos no es normal;
tomar en Dy los subgrupos M = {L, B} y N = {1, A, A2}, el primero de los cuales no es
normal, y mostrar que A y B no conmutan.



116 4. Grupos: propiedades bdsice

EJERCICIOS 4.7

1. Demostrar que si A y B son grupos, A x B es abeliano si y sélo si Ay B son abelian

2. Demostrar que D,, = &, x D;. ;Cémo puede generalizarse este resultado para escri
D,,, m =5 y m impar, como producto directo?

3. Encontrar el centro de &, x S..

4. i) Encontrar el reticulo de los subgrupos de Z,.<Z.
i) SiN={([0], [0]), ([0], [11)}, identificar &, x Z,/N.

iii) Sifes un epimorfismo de &, x &, en &,, ;cudles son los posibles ntcleos de £7

5. SeaG={(a b):a.be &} y * laoperacion dadaen G por (a, b) * (c, d)=(a+c(-1)P,b+¢
demostrar que (G, #) es un grupo. ;Es G abeliano? (Es G isomorfo a ZxL

6. Si Ay B son grupos, demostrar que A X B es isomorfo a B X A.
7. Sea G un grupo y considerar el producto directo M =G x G.

(a) Demostrar que D= {(g, g) € Gx G: g€ G} es un grupo isomorfo a G.
(b) Demostrar que D es normal en M si y sélo si G es abeliano.

8. Sean M = <x>y N = <y> grupos ciclicos de 6rdenes m y n respectivamente, con m y.
primos entre si; demostrar que M X N es un grupo ciclico y encontrar un generador.

9. Sean M y N grupos ciclicos de 6rdenes m y n respectivamente; demostrar que MxNe
ciclico si y s6lo si m y n son primos entre si. :

10. Utilizar el problema 8 para demostrar el teorema chino del resto, a saber, sim y n
enteros primos entre si y u,v son dos enteros cualesquiera, el sistema de ecuacio
x =u (mod m) y x =v (mod n) tiene al menos una solucion entera.

11. Decir cudles de los siguientes grupos puede escribirse como suma directa de sub
propios: (&, +), (s, +), (&, +).

12. Sea A subgrupo normal de G y B subgrupo normal de H. Demostrar que AxBess
subgrupo normal de G x H y que (G X H)/(A X B) es isomorfo a (G/A) x (H/B).

4.8. GRUPOS DE PERMUTACIONES

En la seccién 3.4 del capitulo 3 se comenzaron a estudiar los grupos de permutacio
en esta seccién ampliaremos su estudio por la importancia que tienen en la teorfa de reso
cién de ecuaciones algebraicas y por los importantes ejemplos de grupos que originan.
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Recordemos que el grupo de las permutaciones de n elementos, o grupo simétrico de n
elementos, es el conjunto de todas las aplicaciones biyectivas del conjunto {1, 2, ..., n} en si
mismo. Una permutacién o queda determinada, por tanto, por la imagen de cada uno de los
elementos 1, 2, ..., n y para designarla utilizamos la notacién

5 1 LT n
= (05(1] 0(2) ... a(n) )
Esta notacién es redundante puesto que la primera fila se repite siempre. Por esta razon,

introduciremos una nueva notacién, que recibe el nombre de notacion ciclica. Expondremos
esta nueva notacién con un ejemplo. Sea

s i, 2 3 45 & 7 8

TR § Y 86 3
un elemento de S;. Calculamos las imdgenes sucesivas de 1 mediante o;; escribiendo 0 = Iden-
tidad, tenemos: 4

AL
- ! " VB

al(l)=oi=-31) paratodoj=>4. >

A __Qs_ele.mentos que son magePes sucesivas del | mediante o los escribimos de la forma
B =(LAs)yT & e

Si {6} es el conjunto de los elementos de G,, es decir {o,} = {1, 4, 5}, tomamos el menor
elementode {1,2,...,n} quenoestéen {G,} y calculamos sus imdgenes mediante ol en este

caso se tiene
o(2) =2,

con lo cual escnbuemosmste proceso se continda hasta que los elementos de
{1.2, ...,n} se han agotado: &N nuestro caso

0‘.(3) =il aZ(B) = 6, a3(3) o 8.! (14(3) =4 :

Ceso nos perrrnte esl‘f‘f[ﬁi?F G; 5 G2 0,! cada uno de los o se denomina un ciclo y o se dice

.....

con lo cual se t;ene, O;= (3 76 —?; se aiman los ocho pnmeros,numems naturales. Este pro-

to que el ciclo 6, = (2) no cambia nada, se conviene

= 11
/‘]3 ¥ ‘g 5
. e - e Y ¢ i
*% EIEMPLOA. Lapermutacién ol = T %9768 5 € S se escribe en nota-
~ cién ciclica deta forma o= (56) (13 42). Ay 'Ja \ &5 \/

L 3Y2 S /
o wE g \ ’
sk ) (A2 N Al o0~ ey

F 4
T3,
oO)=1; oll)=4; o2(1)=0f4)=5; a3(1)=a(5)=5& N
. i G?\ -’.:)

™
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*%* EIEMPLOB. Sio;=(1335)yo6,=(3 5.""6) son dos ciclos en S, se tiene que

N P _
daFiva: 2. 3.4, 5.6k :
k 0""'-“CTI = (5 2 6 4 1 3) o (3 6)(' 5)1
mientras que : -"’1
12z 48 & :
2 F 1Y 3 VEESRRGN :
ERpE g e (‘3 2 . 1ol s ) = (5 8)(1 3),

con lo que queda probado que, en general, dos ciclos no conmutan; pero si los cicl
tienen la particularidad de que son "disjuntos” (véase la definicion 4.8.1), puede i inver-
tirse el orden de su composicion sin alterar el resultado (proposicién 4.8.2).

Obsérvese que los ciclos (14 5) y (4 5 1) son el mismo a pesar de que comienzan con
elementos distintos.

Demostracion. Sean o= (3, ... 4,) y y=(b, ... b). Sil<j<n.yeol@)=v@a. ) =2, ¥
G- Y(a)=0(a) =4, puesto que a, a,,, € {b;, ..., b,}; de manera similar y. o(a,) = y(a;) =
=a,y 0= Ya,) =o6(a,) = a,. El mismo resultado se obtiene para los b;. Finalmente, si x €
ta,, ....a,} v {by ..., b,}, x queda fijo mediante G y 7, con lo cual queda probada la pro-
posicion.

El proceso seguido para descomponer una permutacion en ciclos sugiere que toda permu-
tacion puede descomponerse en ciclos disjuntos; éste es el contenido del siguiente teorema:

Demostracién. Demostraremos primero que o puede descomponerse en un producto de
ciclos. 8i formamos

L, a(), o*(1), ..., (1),
como hay n + 1 elementos y sdlo n posibles imdgenes, se tendri alguna repeticién; si, por

ejemplo, od(1) =aX(1)con0<j<k<n, sc tiene que oX=i(1) = 1 con 0 < k —j <n. Elegir m;
como el menor entero positivo tal que o '"(1)=1ysea

oy =[Loft) ... o (_i)l.
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Seaaunelementode {1, ...,n} queno eqle en{l,o(l),. am' : (1)} y repetir el proceso

para obtener un entero p_ositwo m, tal que o * (a) = a y m, sea el menor entero positivo que
satisfaga esta igualdad. Escribir

0> =(a,00a), ... o> (@)).

Este proceso se realiza cuantas veces sea necesario hasta agotar los n elementos de
{1, ...,n}; se obtiene de esta manera una cantidad finita, digamos k, de ciclos 6}, G5, ..., Oy
tal que ¢ =Gy c ... © G, 0; =Gy ... G, G}

A continuacién demostraremos que dos ciclos cualesquiera obtenidos de esta manera son
disjuntos; para fijar los ciclos utilizamos 6, y 6,. Si ati(1) = o*(a) se tiene que ati=%(1) =a, y
portantoae {1,c(l), ..., o (1)} en contra de la eleccién realizada. Como dos ciclos cua-
lesquiera en los que se descompone o son disjuntos, estos conmutan debido a la proposicion
4.8.2, con lo cual el orden de los ciclos no influye en la descomposicién de o.

Finalmente, demostraremos que la eleccion del primer elemento no afecta a la descom-
posicién en ciclos; en el'ccto sib = ai(a) con 0 < j < m,, basta probar que ¢, = (a a(a) ...

rn m.,

(a)) coincide con Gw =(ba(b) .. 5 (b))
G, (b) = a(b) = ol + (a) = 6,(ati(a)) = 6,(b)

y en general para todo s, | €s<m,— 1,

G, (05(h)) = o5+ 1(b) = 0+ 1 *i(a) = 6,(a* +1(2)) = O5(t*(b)). : &

La longitud de un ciclo estd ligada al orden de la permutacién o, considerada como un
elemento de S,; recuérdese que el orden del elemento ¢ en S, se definié como el nimero de
elementos que posee el subgrupo generado por © y que coincidfa con el menor entero positivo
m tal que o™ = Identidad. Supongamos que el ciclo ¢ tiene longitud r y orden m; entonces
c=(ac(a)oa)...o"  !(a) yparatodojcon0<j<r—1,

o (ol(a)) = 67*i(a) = o) 6(a) = Gi(a),

con lo cual 6= Identidad; como m es el menor entero que satisface esta igualdad se tiene que
m <. Por otro lado m = r puesto que 6i(a) # a para todo j <, con lo cual se tiene la igualdad.
En resumen, el orden de un ciclo coincide con su longitud.

Una vez obtenida una respuesta sencilla al problema de calcular el orden de un ciclo, cabe
preguntarse si podrd encontrarse un método sencillo para calcular el orden de una permuta-
cién cualquiera o de S,. Puesto que por el teorema 4.8.3, o puede descomponerse en un pro-
ducto de ciclos disjufitos es razonable pensar que la respuesta a esta pregunta viene dada en
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funcién del orden de los ciclos en los que se descompone. La respuesta queda plasmada en la
siguiente proposicién:

.. 0, 0, una descomy
imo comd

Demostracién. Sea m el orden de o0y s = m.c.m{m,, ..., m,}, donde cada m, es el orden
de ©;; debido a que los ciclos o; son disjuntos, conmutan, y por lanto of = (a,)* ... (02)%(0,)%
para cada j, 1 <j <r, podemos escribir s = pjm, con p; entero posilivo y entonces obtenemos

6t = (6.)"™...(6,)2™(0)"™ = ((6.)™)"...((6x)™) (o)) )",

que es la permutacion identidad . Tenemos, por tanto, m <s. Si demostramos que ol # Iden-
tidad paratodoj=1, ..., s— I, quedard probado que m = s. Para demostrar esto observar que

sij<s, existeke {1,2,...,r} tal que j no es miltiplo de my; si 6, = (a G,(a) ... o, ' (a) s&
tiene que ¢ti(a) = (¢,) 1(a) za. - |
- i o= -3 63 . .
*% EEMPLOC. a) Lapermutaciono = | 3 | 4 5 ¢ 5 del ejemplo A tiene
orden 4 puesto que o.= (5 6)(1 342). *~ ¥ '
b) Paracalcularel orden de p= (34 5) (1 52 4) es necesario realizar su descom-
posicidn en ciclos disjuntos; éstaes B= (13 4) (2 5) y por tanto su orden es 6.

La descomposicién de un objeto en partes elementales permite deducir propiedades del
objeto a partir de propiedades de sus partes; asi ha ocurrido al estudiar el orden de una per-
mutacién mediante su descomposicion en ciclos disjuntos. Sin embargo, los ciclos mas sen-
cillos son las trasposiciones, por lo que cabria preguntarse si toda permutacién puede descom-
ponerse en trasposiciones y poder deducir propiedades de aquélla a partir de las propiedades
de éstas. Puesto que toda permutacion puede descomponerse en ciclos disjuntos, es suficiente
demostrar que todo ciclo puede descomponerse en trasposiciones. El ejemplo (1 3 4 6) = (16)
(14) (13) marca la pauta para la demostracién de la siguiente proposicion.

Demostracién, Sea ¢ =(a0(a) ... o%(a)) un ciclo y eseribir T= (ac¥(a)) . .. (a0%(a))(a ola))
Tenemos que

t(a) =ola), T4a)=1(T(a)="1(c(a)) = ocXa),

y en general Ti(a) = oi(a), 1 <j <k, con lo que 6 = 1. Observar que T es un producto de tras-
posiciones. | §
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El teorema 4.8.3 y la proposicion 4.8.6 tienen como consecuencia inmediata el resultado
que se enuncia a continuacion.

*% EJEMPLO D. La permutacién del ejemplo C puede descomponerse en trasposiciones
delaformao=(56)(1342)=(56)(12)(14)(l3).La permutacion [ del mismo
ejemplo puede descomponerse en trasposiciones de la forma = (1 4) (1 3) (2 5).

La forma de escribir una permutacién como un producto de trasposiciones no es dnica;
por ejemplo,

23)(13)(12)(14)= [}1 b T ".';“j-z(x 43)=(13)(14).

Demostraremos a continuacién que si una permutacién o puede descomponerse en un
numero par (impar) de trasposiciones, cualquier otra descomposicién de o en trasposiciones
debe de poseer un nimero par (impar) de éstas. Se tiene asi que el ndmero de trasposiciones
N que una permutacion puede descomponerse determina dos clases disjuntas de permutacio-
nes.

El niimero de trasposiciones en las que un ciclo ¢ se ha descompuesto de acuerdo con el
procedimiento seguido en la proposicidn 4.8.6 se escribe N(o); por tanto, si ¢ tiene longitud
. N(o) =r— 1. Si 0. es una permutacién de S, y = G, ... 6,6, es una descomposicidén de o
en ciclos disjuntos obtenida mediante el procedimiento seguido en el teorema 4.8.3 definimos

k
N(a) = Y N(o))-

i=1

Convenimos en escribir N(Id) = 0. Observar que N(o) mide el ndmero de trasposiciones en
las que se ha descompuesto o siguiendo el procedimiento del teorema 4.8.3 y de la proposi-
cién 4.8.6. Nuestro proximo objetivo es demostrar que cualquier otro procedimiento de des-
composicién de o produce un niimero m de trasposiciones que posee la misma paridad que
N(er), es decir, m es par o impar de acuerdo con que N(o) sea par o impar.

Demostracién. Sea 6 = (¢, ¢, ... ¢,) de manera que N(G) = — 1; varios casos han de ser
tratados de manera diferente dependiendo de la interseccidn de {a, b} con {c;, ¢, .... ¢.}.
Supongamos primero que {a, b} < {¢;, ¢, ..., ¢.}; entonces

(abjo=(ab)(c,...c. jac,....¢_, bguiuw 6)=
= (e s e oo H SR I o S ¢ 1) =00,
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de donde se deduce que N((a b)o) = N(o,) + N(0,), puesto que G, y 0, Son disjuntos. Puesto
queN(G)=[s-1+1+1-j]-1y N(g,) =[1+]j—s—1]-1 se tiene que

N(@abjo)=s+r—j—l+j—s—1=@~1)—1=N(o)— L.
Enel casoenqueae {c. ....c}ybe {c. ..., c,} se tieng
(abjo=(ab)c,...c,_;ac,.y ... ¢)=(¢ ... ¢, By B =1t
de donde se deduce que N((ab)o) =N()=[s—1+2+r-s] -1 =r=(r—1)+1=N(o) + L.
Elcasoenquebe {c;, ....¢.}yaée {ci, ..., ¢} es similaral anterior. Finalmente, si ambos

conjuntos son disjuntos, se tiene que N((ab)o) = N((a b)) + N(g) = 1 + N(g). | B

Un resultado similar al que se acaba de demostrar para ciclos es cierto para permutaciones.

Demostracién. Al igual que en ¢l lema anterior, es necesario distinguir varios casos.
Supongamos primero que {a, b} < {G;} para algin j, donde 0.=0.... G, €s la descomposicion
de oL en ciclos disjuntos segtin el teorema 4.8.3 y {0} representa el conjunto de los elementos
de o, Del primer caso estudiado en el lema 4.8.8 se deduce

N((a b)er) = N(6)) + ... +N((ab)a) + ... + N(o\) =
=N(6)+ ... +N(©) -1+ ... +N(5}) = N(0)) - 1.

Del resto de los casos s6lo merece especial atencion aquélenqueae {o;} ybe {0 }, con
i # j (jcomprobar esta afirmacién!). Supongamos, para trabajar en un caso concreto, quej>i
y eseribamos 6; = (€ ... €, 8¢, «-: Cp, ), G;=(dy...d_; by, ... dy ). Como los ciclos
disjuntos conmutan, deducimos

N((ab)o) = Y N(o,) + N((a b) 5,0) . (*)

r#T
P&

Ademas

{.a I:’)c'-jﬁi:(zr,L b) (CI s G @G e an}"(dl pn: dk—lbdk+1 dmi):
=(act .- o Gt o0 i S dm, e dkl—])s

de donde se deduce

N(@bjog)=[1 +n—-s+s—1+1+m-k+k-1]-T=n+m—1=
=(m-1+(m-D+1=N(o)+Nc)+1.

Sustituyendo este resultado en la igualdad (*) queda demastrada la proposicién. |
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Demostracién. Como la inversa de una trasposicién es la misma trasposicién, de la

ddentidad = 0t s 0T = (0, ... )T, ... T) ' = (6, .. ) (B o T = (0, . O)(T L. T

‘se deduce que 0 ='N(_'t| .- Tw) T 1+ ... %1, donde el mimero de 1 es s. Sea k el nimero de

+1ytelde-1de manera que k + t =5; entonces, 0 =m + k— t y por tanto m = t — k; asf pues,
Im= (D k= s K- = 1. L

Dada una permutacién o de S,, el teorema anterior nos permite definir la signatura de o,
‘que simbolizaremos mediante sig(ot), como

sig(o) = (=1)™,
donde m es el niimero de trasposiciones en que se ha descompuesto la permutacién o. De
acuerdo con el teorema anterior el nimero sig(ot) no varia con la descomposicion de o en tras-
posiciones y en particular se tiene que

sig(or) = (=Ne

Los elementos de S, que pueden descomponerse en un nidmero par de trasposiciones reci-
ben el nombre de permutaciones pares; aquellos que se descomponen en un numero impar
de trasposiciones se llaman permutaciones impares.

St definimos f: S, — {~1, 1} mediante f(a)) = (~1)N, f es un homomorfismo de grupos
cuando {-1, 1} se considera con la operacién de multiplicacién. En efecto, sic, B e S, se
tiene que i 9

f(Boy= (1N

sig(Bot)
= (—1)# tasp- (oo

= (=] )¥ trasp- o (] rasp. (porel teorema 4.8.10)
=f(BKw).

Obsérvese, ademds, que fes suprayectiva si n 2 2 (;por qué?). Por el primer teorema de iso-
morfia S, / N(f) = ({~1, 1}, *). N(f) es un subgrupo normal de S, (proposicién 4.4.3) que estd
formado por todas aquellas permutaciones o tales que sig(o) = 1, es decir las permutaciones
pares; este subgrupo normal de S, se denomina subgrupo alternado de n elementos v se sim-
boliza Alt(n). Puesto que S, / Alt(n) = {—1, 1} se tiene que |Alt(n)l = n!/2. Este subgrupo estd
gencrado por todos los ciclos de longitud 3 de S, (véase ejercicio 7 al final de esta secci6n).
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%% EIEMPLO E. Queremos encontrar el orden y la signaturade c0=(1356) (234 6) (2 11
Puesto que

o=(16)(1 5).(1 3) 26242321

se tiene que sig(or) = (—1)7 =— 1. Para calcular el orden es necesafio descomponer ¢. &8
ciclos disjuntos: cc= (15 6 2 3 4). Entonces, orden (o) = 6.

Como ya se ha comentado al comienzo de esta seccién, el estudio de las permutaciones
tiene especial importancia por su aplicacion a la teorfa de la resolucién de ecuaciones alge
braicas. Dada una ecuacién algebraica de segundo grado de la formaa x>+ bx +c=0,es bi
conocido que sus soluciones pueden encontrarse mediante una expresion que involucra 163
coeficientes a, b y ¢ y operaciones tales como suma, resta, multiplicacion, divisién, potencia
cién y extraccidén de raices, a saber

_ -bib*—dac _

u 2a

Las operaciones arriba mencionadas se dice que son operaciones con radicales. Durante
Edad Media se tratd de encontrar férmulas semejantes a la anterior que sirvieran para resolves
ecuaciones algebraicas de grado 3 y superior. El primer resultado positivo para las ecuaciones
de grado 3 se atribuye a N. Fontana (mds conocido como Tartaglia) y a G. Cardano, que
utilizaron la férmula

3 3
3 2 3 A
CUR L C R o TR I

R N N D N R
para calcular las soluciones de la ecuacién x> + px + q = 0. Puesto que la ecuacién y* + by*+
+ ¢y + d = 0 puede reducirse a una ecuacién del tipo x° + px + q = 0 mediante el cambio de
variable y = x — b/3, la ecuacion general de tercer grado queda resuelta. Diez afos despues
Ludovico Ferrari publicé una férmula para resolver las ecuaciones algebraicas de grado =
(El lector interesado en estas férmulas puede consultar el libro de A.D. Aleksandros
A. N. Kolmogorov y M. A. Laurentiev, Matemdticas: su contenido, métodos y significades
Alianza Editorial, Vol. 1.)

Durante varios siglos los matemdticos trataron infructuosamente de encontrar una foe=
mula con radicales que sirviera para resolver ecuaciones de grado 5. Como consecuencia &
esta bisqueda infructuosa el matemdtico Paolo Ruffini anuncié, a comienzos del siglo X%
la imposibilidad de encontrar una férmula para resolver estas ecuaciones; su articulo, publi=
cado en 1813, contenfa afirmaciones imprecisas. La primera demostracién de que las ecus
ciones de quinto grado no podian resolverse mediante radicales es atribuida al matema
noruego N. H. Abel, quien en 1823 publicé una demostracidn de este hecho que contenia afie
maciones precisas pero con demostraciones vagas.

La teorfa dentro de la cual podfa demostrarse la imposibilidad de resolver ecuaciones &&
quinto grado o superior fue desarrollada por el matemético francés Evariste Galois (18115
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1832). La idea de Evariste Galois se expone a-continuacion. Dada una ecuacion algebraica de
grado n de la forma

f(x)=x"+a, x" "+ ... +ax+a,=0,

s
con soluciones 1y, o, ..., T, se le puede asociar un subgrupo del grupo de las permutaciones
de los elementos 1}, 1y, ..., r,: en particular, toda ecuacién algebraica f(x) = 0 lleva asociada

un subgrupo del grupo S,; el estudio de la resolucién mediante radicales de f(x) = 0 puede
llevarse a cabo estudianto ciertas propicdades de los grupos de permutaciones S,. (Una expo-
sicién clara de la teorfa de E. Galois puede encontrarse en los libros de 1. Stewart, Galois
Theory. Chapman & Hall (1973) y de C. H. Hadlock, Field Theory and its Classical Problems,
The Carus Math. Monographs, 19, MAA (1978).)

Durante el siglo XIX se considerd que el estudio de los grupos de permutacidénes era tam-
bién importante porque permitirfa conocer la estructura de todos los grupos finitos. Esto se
debia al hecho, demostrado por el matemdtico inglés Arthur Cayley (1821-1895), de que
todo grupo finito es isomorfo a un subgrupo de un grupo de permutaciones. La posible impor-
tancia de este resultado queda mermada por la dificultad que presenta el estudiar los subgru-
pos de los grupos de permutaciones S, paran = 5. A pesar de esto, expondremos a continua-
cién el resultado de Arthur Cayley:

° permutaciones,

Demostraciéon. Sea B(G) el conjunto de todas las biyecciones de G; definimos
F: G — (B(G), ») mediante F(g)(x) = gx para todo x € G. Demostramos primero que si
g € G, F(g) € B(G): si F(g)(x) = F(g)(y) se tiene que gx = gy, y de la propiedad cancelativa
se deduce que x =y, con lo que F(g) es inyectiva; ademds, si ye G, Flg)gy) = ggly) =y,
con lo que F(g) es también suprayectiva.

F es un homomorfismo de G en (B(G), <) puesto que si g,.8 € G, paratodo x € G se tiene que

F(g,2:)(x) = (gig)x = 2i(g:x) = F(g)) « F(g,)(x) .
Puesto que N(F) = {g : F(g) = Identidad} = {g : gx=x,paratodox € G} = [e}, Gesisomorfo
a F(G); puesto que F(G) es un subgrupo de (B(G), ») (proposicién 4.4.4), el teorema queda
probado. .
EJERCICIOS 4.8 ' e

1. Descomponer en ciclos la permutacién

5 R i e N (1]
R (1 B 8

de S, calcular suerden, su signatura y encontrar o:!00,
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10.
11

12.
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Calcular el orden y la signatura de cada una de las permutaciones siguientes:

a=456)(567T)(671)(123)(234)(345)
B=@45431)
y=(3450234)(123)(671)(567)(456).

Sean
B_123456?8'91-01112
S W0 I = R SR 7 s S D ) I
_123456?8910!112
VoSl b B0 a6 SO BHRID A g Sl i@ e 2

dos permutaciones de S,

a) Calcular B8 .

b) Encontrar el orden y la signatura de B*y* .

Calcular el orden y la signatura de la permutacién ¢ de S, dadaporc=(5739) (42
(385)(164). Calcular 6® y oL,

Demostrar que las trasposiciones de la forma (K, k + 1) generan todas las trasposicio =
Utilizar el problema 5 para demostrar que si G es un subgrupo de S, que contienen €
ciclo (1 2 ... n) y la trasposicion (1 2), se tiene que G =S,

Demostrar que Alt(n) estd generado por todos los ciclos de S, de longitud 3 (usar el pr®
blema 5).

Encontrar la descomposicién en ciclos disjuntos de todas las potencias del ci_
(123456).

i) Dadas las permutaciones o.=(12) (34) y B=(56) (1 3), encontrar una permuta ice
Ytal que o y=p. 2
ii) Demostrar que no existe ninguna permutacion o. tal que al(123)a=(13)(5 '?'-
Demostrar que S, no es abeliano sin23.

Demostrar que, si n =3, el centro de S, es Ginicamente la permutacion identidad, es ded :
si o es una permutacion de S, y satisface G s =0l = O para toda permutacién o, de S
se ha de tener ¢ = L, la permutacién identidad.

Comprobar que en S, n = 3, se cumple (ij k) = (1 ipAjoydijp=0125)Q02,

(12 i). Usar estos resultados para demostrar que todo elemento del grupo alternad
Alt (n) es producto de ciclos de longitud 3 delaforma(l2i),3<i<n.
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49 COMENTARIOS HISTORICOS

Las ideas que contiene la definicion de grupo estaban presentes en algunos trabajos de
matematicos realizados durante la segunda mitad del siglo XVIII y todo el siglo X1X. Todas
ellas se referian a casos particulares de grupos, principalmente grupos de permutaciones.

El estudio de la resolucién de ecuaciones algebraicas fue el que aglutiné mds trabajos y
‘desde donde mds tarde germinarian las ideas que servirian para definir el concepto abstracto
de grupo. El matemdtico que mas contribuyo durante el siglo XVII a este tema fue Joseph
Louis Lagrange (1736-1813). Fue un matemdtico francés nacido en Italia que a los 19 afos
wva era Profesor en la Escuela Real de Artilleria de Turin y acabd trabajando en los grandes
centros matemadticos de su época. En 1776 aceptd la invitacién de Federico el Grande de Pru-
sia para ocupar la vacante que habia dejado Leonhard Euler (1707-1783) en la Academia de
Ciencias de Berlin y en 1797 fue nombrado Profesor de Matemdticas de la Escuela Politéc-
nica de Paris. En un articulo publicado en 1771 en la revista de la Academia de Ciencias de
Berlin traté de sistematizar los resultados conocidos sobre 1a resolucion de las ecuaciones de
grados 2, 3 y 4. En el proceso, encontrd que las [6rmulas para resolver las ecuaciones de estos
grados estaban relacionadas con la cantidad de valores distintos que pueden tomar ciertas
expresiones de las raices de la ecuacion. Por cjemplo, en la ecuacidn de grado 4 con rajces x,,
Xo, X3 ¥ Xy, la funcin y = f(x, x5, X35, X;) = XX, + X5X, 8610 loma tres valores distintos cuando
se permutan las raices de las 4!=24 maneras posibles. Esto, encontrd Lagrange, estaba ligado
con el hecho de que la resolucidn de la ecuacion de cuarto grado pudiera reducirse a encontrar
las raices de una de grado 3.

La exposicion anterior tiene relacion con los grupos tal como los entendemos actual-
mente. En el ejemplo anterior, el conjunto de las permutaciones que producen el mismo valor
de f constituyen un subgrupo del grupo de todas las permutaciones. Precisamente, hay tantos
subgrupos distintos de este tipo como valores distintos toma f: en nuestro ejemplo 3.
Lagrange denominé a este tipo de razonamientos "teoria de las sustituciones' y todos sus
trabajos estdn escritos en el lenguaje de los valores que puede tomar una funcidn de las raices
de una ecuacion. Asi por ejemplo logré probar que el nimero de valores diferentes que puede
tomar una funcién de las raices es un divisor del total de sustituciones que pueden hucerse, lo
que es una formulacién particular del que nosotros hemos denominado teorema de
Lagrange (scccidn 4.2). !

La "teoria de las sustituciones" de Lagrange influyé en los trabajos del matemético ita-
liano Paolo Ruffini (1765-1822), quien creyé haber demostrado que las ecuaciones de quinto
grado no pueden resolverse mediante radicales, y en los del matemadtico noruego Niels Hen-
rik Abel (1802-1829), a quien se le reconoce la primera demostracién correcta del resultado
que creyd haber demostrado Ruffini.

Todos estos trabajos fueron superados por los de Evariste Galois (1811-1832) quien en
su juventud senté las bases de la resolucién de las ecuaciones algebraicas, enlazando las solu-
cion de éstas con propiedades de los grupos de sustituciones. Mientras tanto, usé por primera
vez las palabras "grupo", "normal", "isomorfismo" y "simple" (esto dltimo aparecerd en el
capitulo siguiente), siempre referidas a permutaciones.

Evariste Galois naci6 en un pueblo cercano a Parfs y tuvo una corta, pero azarosa, vida.
A la muerte de su padie, ocurrida en 1829, se sumg el rechazo para entrar en la Escuela
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Politécnica de Paris, con lo que tuvo que conformarse con ingresar en la Escuela Normak
Superior. Sus ideas revolucionarias le valieron la prisién en dos ocasiones, lo que aprove
ché para continuar trabajando en sus ideas acerca de la teorfa de la resolucién de ecuaciones
algebraicas.

Poco después de salir de su segundo periodo en la cdrcel, Galois se vio envuelto en &
duelo, no se sabe si por razones politicas 0 amorosas, Temiendo no sobrevivir en el duela
dedicé los ltimos dfas de su vida a escribir los principales resultados de sus investigacie-
nes mateméticas. El manuscrito, que envié a su amigo Auguste Chevalier, contenia las
ideas principales para resolver el problema de la solubilidad mediante radicales de
ecuaciones de quinto grado o superior. Permaneci6 olvidado hasta que Joseph Liouyvill .
(1809-1882) lo present6 en 1843 a la Academia de Ciencias de Paris y fue aceptado pas
publicarlo.

Mientras tanto, el matemdtico francés Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) continud
trabajando en la teoria de los valores que puede tomar una funcion de las raices de una ecus
¢ién, como habfa sido descrita por Lagrange. Sus articulos sobre este tema comenzaron &
1815, pero fue en 1846 cuando aparecid el resultado que hoy lleva su nombre y que nosot 05
expondremos en el capitulo 5 de manera general: todo grupo de permutaciones cuyo orden e
divisible por un primo p tiene al menos un subgrupo de orden p.

También en el contexto de las permutaciones, el matemitico noruego Mejdell Ludwig
Sylow (1832-1918) publicé en 1873 uno de los trabajos que supuso el mayor avance en esia
teoria desde los resultados de Cauchy. Sylow logré demostrar. escrito en lenguaje moderne
que no sélo todo grupo de orden n tiene un subgrupo de orden p si p es primo y divide an
sino que los tiene de todos los 6rdenes p* siempre que p* divida a n y para el mayor s para &

de teoremas de Sylow, seran expuestos en la seceidén 5.5.

En el proceso de gestacion de la definicion abstracta de grupo hay que mencionar al mate=
mético britdnico Arthur Cayley (1821-1895) quién en 1854 propuso una definicion abstracts
de estructuras que satisfacfan algunas propiedades que se asemejaban a la definicion @&
grupo. Ni sus contempordneos estaban preparados para manejar una definicion tan abstracta
ni Cayley estaba convencido de que fuera necesaria, puesto que €l continué trabajando cos
las permutaciones y ademés sabia que sus estructuras abstractas podian considerarse grup 0s
de permutaciones (véase su resultado al final de la seccién 4.8).

A comienzos del siglo xx las ideas ya estaban maduras para que una definicion abstracts
de grupo no ofreciera problemas. Varios matematicos publicaron articulos durante la primers
década de este siglo en donde, con ligeras modificaciones, aparecia el conceplo abstracto &=
grupo tal como nosotros lo hemos definido en la seccion 2 del capitulo 3.

A partir de aquf los matemdticos comenzaron a trasladar a este contexto mds general |2
definiciones y los resultados de sus antepasados sobre grupos de permutaciones. El teorems
de Lagrange, el de Cauchy y los de Sylow fueron generalizados. En lugar de buscar pro Dl
dades de algiin grupo concreto y después tratar de demostrarlas en la estructura mas gene
se definieron conceptos directamente para esta estructura y se obtuvieron resultados con elloss
Los conmutadores de dos elementos de un grupo, que expondremos en el capitulo 5, y les
automorfismos de un grupo son ejemplos de ello.
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El siglo XX ha vivido una gran actividad en tomo a la teorfa de grupos. La clasificacién
de todos Jos grupos finitos, de la que hablaremos en el capitulo 5, ha ocupado gran parte de
los trabajos de muchos de los matemdticos que se han dedicado a esta rama. Muchos de los
conceptos y de las teorias aparecidas han podido parafrasearse en el lenguaje de los grupos y
'se han encontrado aplicaciones en cristalografia. Siendo demasiado optimista, segiin nuestra
‘opinién, el matemdtico francés Jules Henri Poincaré (1854-1912) afirmaba que la teorfa de
_grupos permitirfa reducir toda la matematica a su forma mds pura.




CAPITULO 5

GRUPOS: RESULTADOS SOBRE
SU ESTRUCTURA
Y CLASIFICACION

5.1. Introduccion

5.2. Producto directo y producto semidirecto de grupos

5.3. Estructura de los grupos abelianos finitos

5.4. Invariantes y clasificacién de los grupos abelianos finitos
5.5. Teoremas de Sylow

5.6. Grupos simples y grupos solubles

5.7. Grupos de orden pequefio

5.1. INTRODUCCION

Tener una descripeién detallada de todos los grupos que pueden existir de un cierto orden,
salvo isomorfismos, ha sido el deseo de muchos matemdticos que han trabajado en este tema
una vez que se generaliz6 1a definicién de grupo. Esta tarea de describir todos los grupos (repe-
timos de nuevo: salvo isomorfismos) ha resultado costosa. Presentaremos en este capitulo algu-
nos resultados sobre su clasificacion a la vez que vamos profundizando en su estructura.

Algo hemos avanzado sobre este asunto en el capitulo anterior dedicado a las propiedades
basicas de los grupos. En la seccidn 4.8, dedicada a permutaciones, demostramos que todo
grupo G es isomorfo a un subgrupo del grupo B(G) de sus biyecciones. Si el grupo tiene n
elementos, este resultado, que se conoce con el nombre de Teorema de Cayley, establece que
todo grupo de n elementos es isomorfo a un subgrupo de S,. En teoria, el problema queda

131
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resuelto con este resultado, pero en la prictica no, ya que el nimero de elementos de S_ &
rdpidamente cuando n aumenta.

En el caso de grupos ciclicos, el problema de su clasificacion estd totalmente resueltos
la seccion 4.6 se demostré que sélo existen, salvo isomorfismos, los grupos Zy & . ne
que sean ciclicos. Para grupos ciclicos finitos su estructura quedé completamente esclaress
en la misma seccién: hemos demostrado que para cada divisor k del orden de un grupoe _
finito, hay un subgrupo, y sélo uno, cuyo orden es k.

Este resultado es un reciproco del teorema de Lagrange para grupos ciclicos. Recuér
que el teorema de Lagrange establece que todo subgrupo de un grupo G de orden finito &=
que tener un niimero de elementos que divide al orden de G. Obsérvese, por lanto, que el &
rema es un resultado acerca de la estructura de los grupos, puesto que establece que no pues
existir subgrupos cuyo orden no sea un divisor del orden del grupo. Su reciproco establecs
que si G es un grupo finito y k divide al orden de G, este grupo tiene un subgrupo de ordes
Hemos visto que este reciproco es cierto para grupos ciclicos, y también puede demostras
que es cierto para grupos abelianos, pero no es cierto en general, como muestra ¢l ejems
que se expone a continuacion. '

*% EIEMPLO A. Sea T el siguiente conjunto de
simetrias de un tetraedro regular. Cada eje que
pasa por el vértice 1 y por el centro del tridngulo
opuesto a €l produce dos simetrias S, S, al
girar el tetraedro alrededor de este eje 2r/3 0 47/
3 radianes en sentido positivo. Para el resto de
los vértices escribimos

egje '3

Sipdp  1=2.3.4, Tlustracién 1
con lo cual tenemos 8 elementos en este conjunto. Todos ellos son de orden 3. Adems
podemos considerar 3 ejes de giro que producen 3 simetrias de orden 2, e,, e,, &;. C&
uno de estos ejes es una recta que pasa por el centro de dos lados opuestos, como en
ilustracion 2, :

Afiadiendo la identidad, este grupo tiene 12
elementos. El lector puede intentar hacer la
tabla del grupo directamente, o bien recurrir a
numerar los vértices y asociar a cada movi- /el
miento de este conjunto una permutacion. En
cualquier caso es necesario comprobar que la -
composicién de dos de estos elementos no pro-
duce ningtin movimiento nuevo del tetraedro.

Con la operacién » de composicién es [cil ' 3
demostrar que (T, <) es un grupo. El inverso de
cada uno de los elementos descritos es fcil de Ilustracion 2
obtener.

(T, <) es un ejemplo de grupo en el que no se cumple el reciproco del teorema ¢
Lagrange. Demostraremos que (T, <) no tiene ningiin subgrupo con 6 elements
Supongamos que T tuviera un subgrupo H de ordeén 6; como IT/IHI = 2, H ha de s=
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normal en T y T/H seria isomorfo a (zz, +). Entonces, los elementos de T/H tienen
orden 16 2y, en consecuencia, para todo x € T, (xH)? = H; de aquf se deduce que para
todo x € T ha de cumplirse x2 € H.

Si y es un elemento de T de orden 3, y = (y%)? € H y por tanto todos los elementos
de orden 3 de T deben ser elementos de H. Como hemos visto que hay 8 elementos de
orden 3 en T, H no puede tener solamente 6 elementos. Esto muestra que (T, <) no puede
tener subgrupos de 6 elementos.

Un caso particular del reciproco del teorema de Lagrange es el teorema de Cauchy. Esle
establece que si G es un grupo finito y p es un primo que divide al orden de G, G tiene un
elemento de orden p y, por tanto, también un subgrupo de este mismo orden. Con nuestros
conocimientos, este resultado es facil demostrar para grupos abelianos finitos.

Demostracion. La demostracién se realiza por induccién sobre el orden del grupo. Si
n = | el resultado es claramente cierto. Supongamos que el resultado es cierto para todo grupo
G de orden inferior a n, n > 1. Como G tiene al menos dos elementos, existe x € G tal que
X #e. Sin=p, X tienc orden p por el teorema de Lagrange, y el resultado queda probado.

Supongamos, por tanto, que p < n. Si llamamos s al orden de x y p divide a s, x¥P es de
orden p (proposicion 4.6.3) y también en este caso hemos demostrado el resultado.

Supongamos entonces que n > p y que p no divide al orden de x. Sea N = <x>; como G
es abeliano, N es un subgrupo normal de G. Puesto que N # {e},

IG/NI = IGI/INI < |Gl = .

Ademds, como p divide a n y no divide a INJ, de la igualdad n = (n/IN1) INI se deduce que
p divide a n/INI = IG/NI. Se puede, por tanto, aplicar 1a hipétesis de induccién a G/N para
encontrar un elemento [y] = yN de orden p en G/N. Sea k el orden de y en G. Como yN es
deordenpen G/N, yN =N, y’N #N, ..., y»~ "N # N, y?PN = N. Se obticne f4cilmente que si
j=1.2,3, ..., yN=Nsiy sélo sij es un miiltiplo de p. Como y* =e € N se tiene y'N =N
¥, por tanto, k es un miultiplo de p. Asf pues, y¥P € G y tiene orden p (proporcién 4.6.3).
También en este caso hemos encontrado un elemento de orden p. m

Muchos resultados son més faciles demostrar para grupos abelianos. El teorema de Cauchy
que acabamos de probar es un ejemplo. En el caso de grupos abelianos finitos hay una carac-
terizacion completa de estos grupos que se expone en las secciones 5.3 y 5.4. En ellas se
demuestra que todo grupo abeliano finito es isomorfo a un producto directo de grupos (Z,, +)
donde los érdenes de estos grupos estdn relacionados con el orden del grupo.

El teorema de Cauchy también es cierto para grupos no necesariamente abelianos: esto
serd una consecuencia de los teoremas de Sylow que se exponen en la seccién 5.5. Estos teo-
remas son los mds cldsices que se conocen acerca de la estructura de los grupos finitos.
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Si se analiza detenidamente la demostracion que hemos realizado del teorema de Caucs
para grupos abelianos finitos se observa que la idea principal es dividir G en dos grupos &
G/N, ambos de orden inferior al orden de G, para poder aplicar la hipétesis de induccion. ES
ha sido posible ya que todo grupo abeliano cuyo orden no sea primo tiene un subgrupo nors
propio. Esto no sucede en todos los grupos: los grupos alternados de n elementos, Alt(n), &8
n = 5, son ejemplos de ello, lo que se demostrard en la seccién 5.6.

~ Esto sugiere que los grupos que no tengan subgrupos propios normales son los mas
cillos, a partir de los cuales podrian obtenerse el resto de los grupos que si los poseen. ES
grupos, que se [laman simples, constituyen los dtomos que aparecen en la descomposici@
un grupo en factores elementales: este resultado se conoce con el nombre de teorema de 58
dan-Hélder y se expone en la secci6n 5.6. Encontrar todos los grupos simples ha sido u%
tarea costosa, de la que también hablaremos en este capitulo. Tambi¢n aqui estudiaremos '_
grupos solubles, que juegan un papel principal en los resultados sobre la imposibilidad
resolver ecuaciones algebraicas de grado cinco o superior mediante radicales.

La dltima seccién se dedica a estudiar los grupos de orden pequefio. Se pueden aprecs
aqui las dificultades que entraia la clasificacion de todos los grupos finitos.

EJERCICIOS 5.1

1. Escribir la tabla completa del grupo (T, o) descrito en el ejemplo A de esta seccies

usando como operacion la composicién de aplicaciones.
2. Encontrar subgrupos de drdenes 2, 3 y 4 en el grupo (T, <) del ejemplo A (véase eje
cicio 1),
3. Encontrar subgrupos de ordenes 2, 3, 4 y 6 en el grupo D, de las simetrfas de un he i
gono regular.

5.2, PRODUCTO DIRECTO Y PRODUCTO SEMIDIRECTO DE GRUPOS

Uno de nuestros proximos resultados nos permitird afirmar que todo grupo abeliano &
orden finito es isomorfo a un producto directo de grupos ciclicos. Por esta razon, expondss
mos en esta seccién el concepto de producto directo de varios grupos. Para el caso de dos g%
pos este concepto fue ampliamente estudiado en la seccién 4.7 del capftulo 4.
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Se deja para el lector la comprobacidn de que la operacion dada cumple todas las propiedades
g grupo (ejercicio 1 al final de esta seccion); el elemento neutro es (e, €,, ..., ¢,) donde ¢, es el
ento neutrode G;, j=1,2, ..., k. El inverso del elemento (g, g, ... g es (g7, g, .o g ')
Los simbolos que utilizaremos para describir el producto directo de varios grupos serdn

K
Gi¥E%... G o X G.
i=1
ervar que la operacién de cada grupo G; no es necesariamente la misma, aunque se haya
sado el mismo signo en la definicién anterior para simbolizarla.

Si todos los grupos tienen como operacién la "suma”, el producto directo se llama suma
ecta, y en este caso los simbolos que se usan son

k
G®G®..8G o @G,
i=1

*%x EiemrLO A. Z, x &, es un grupo cuyos elementos son ([0], [0]), ([0]. [11), ([0]. [2]),
(10, [3D. (L1]. [0, (L11, [1D), ([11, 2D, (I1], [3]). Obsérvese que este grupo no es iso-
morfo a (&g, +) ya que no tiene ningdn elemento de orden 8.

%% EjpmpeLoB. (R, +)=(R @ ... ® R, +) donde en la suma directa hay n factores y
(@*)", )= (@* x ... x @* ) donde en el producto directo hay n factores.

‘Estamos interesados en conocer bajo qué condiciones un grupo dado es isomorfo a un pro-
‘ducto directo de algunos de sus subgrupos. En la proposicién 4.7.3 se demostré que esto ocurre
para dos subgrupos H, y H, si ambos son normales y satisfacen H, " H, = {e} y HH, =G
donde H H, = {h/h, : h; € H, h, € H,}. Para varios subgrupos tenemos el resultado que sc
enuncia y demuestra a continuacion.

E ¢

Demostracién. El teorema quedard demostrado si exhibimos un isomorfismo f de G en
H < H,> ... % H,. Debido a la condicién tercera, dado ge G podemos encontrar elementos
h, € H, h, € H,, ... h, € H; de manera que g = h/h, ... h;. Por lo tanto parece razonable
definir f(g) = (h, hy, ...ch)).
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La correspondencia f serd una aplicacién si logramos probar que la representacion de £
como producto de h,, h,, ..., h, es nica. Para ello, suponer que tuviéramos dos represent
ciones de la forma

b, ... h =g =h\h, ... b,
&
conh,h'e Hyj=1,2, ..., k. De la igualdad anterior deducimos
Ry =l Bt b

La parte izquierda de esta igualdad es un elemento de H,. La parte derecha es un elemento &

H H; ya que los H; son subgrupos normales de G; para demostrar esto observar que
j#l

@, ... b (bt oo by ) =y (bl . by L by ) By = (ibhty) (Y . BB DS
= (h,h",) (hh") .. (b e TTHS-

il

Por la segunda condicién del enunciado del teorema
(h'y b =e=ay .. B! .. b

y por tanto h; =h'; y h'y ... b\, =h, ... h. A partir de esta tiltima igualdad y observando g

T H; < [H; se demuestra, de manera andloga a como se hizo anteriormente, que h, =3
i l1.2 - il 3

Después de realizar este razonamiento k — | veces se consigue demostrar las i igualdadesh, = ¥
h, =h',, ..., h, =, que eralo deseado.

Puede comprobarse ficilmente que f es biyectiva. El teorema quedard demostrado si pres
bamos que f es un homomorfismo de grupos. Sean g, g' € G con representaciones

g=hh; by,  gERE,
Si fuera cierto que
gg' = (hjhy ... by ('}, . B = (hyh'y) (hoh'y) ... (hyhy)
tendriamos
f(gg) = (hjh', by, ..o B = (b, o ) (0, o B = T@F(E)

lo cual completaria la demostracion. La igualdad (*) se ha demostrado para k = 2 en la prs
posicién 4.7.3. Para el caso k > 2 véase el ejercicio 4 al final de esta seccion.

%% EIEMPLOC. En (&, +) tenemos los subgrupos

H, = {[0],[151}, H,={[0], [10], (201}, M= {[O]. [6]. [12], [18], [24]} .
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‘que son normales ya que (&, +) es abeliano. Puede comprobarse que
Hyn (Hy + Hy) = {[0]} , H, n (H, + Hy) = {[0]} y Hy n (H, + H,) = {[0]}.

Por ejemplo, H, + H, = {[0], [101, [15], [201, [25]. [51} y por tanto solamente posee
el elemento [0] en comiin con H,. Ademds H, +H, + H, = Z,,,. Por ¢l teorema 5.2.2,
(&y;, +) =H, ® H, @ H,. Puesto que H}, H, y H; son grupos ciclicos de 6rdenes 2,3 y
5, respectivamente, se tiene

2,~2,02 0%,

EJEMPLOD. SeaG={e.a,b,c,d,f g h}un grupo abeliano de 8 elementos en el que
todo elemento, salvo la identidad, es de orden 2, y tal que

df=a, dg=b. dh=g¢, fg=c, fh=b, gh=a.

Estas relaciones son suficientes para escribir la tabla del grupo:,

e a b c d F g h
e e a- b c d F: g h
a a e c b f d h a
b b c e a 2 h d f
c c b a e h g f d
d d f g h e a (b ©
f f d h g a & c )
g g h d f b c e (a)
h h g f d c b a -

Invitamos al lector a comporbar esta tabla. Demostraremos
G=<d>x<f>Xx<g>.
En-efecto, los subgrupos <d>, <f> y <g> son normales ya que G es abeliano, Ademds
<d> M (<f><g>) = {d, e} A {F, g, ¢, e] = [e] ,
y andlogamente se comprueban las restantes intersecciones. Finalmente, <d> <f> <g> =

={d,e} {f.g.c.e}={a, b.dc,d,1, g c e}; puesto que dc =d(dh) = d*h = h, se tiene que
<d> <f> <g> = G. Obsérvese que

G:Z_Z.xz_zx-zz.
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No siempre puede escribirse un grupo como producto directo de sus subgrupes
manera tnica. En este ejemplo puede comprobarse que G = <d> x <f> x <h>.

e

El producto directo es una forma de construir un grupo mds grande a partir de dos o mas
pos dados. En este caso cada uno de los subgrupos es isomorfo a un subgrupo normal de
grande (véase el ejercicio 2 al final de esta seccién). A continuacidn mostrarenos una
construir un grupo més grande a partir de dos dados, donde uno de ellos no es necesariaim
morfo a un subgrupo normal del grupo mds grande. Esto producird nuevos ejemplos de grupe

Para hacer esto necesitamos dos grupos G, y G, y un homomorfismo @ de G, en Aut(G
Varios conceptos han aparecido sibitamente sobre los que conviene rec.ipdutar_ aungue =
guno de ellos es nuevo para quien haya trabajado las secciones y los ejercicios de los capits
anteriores.

Aut(G,), que es el conjunto de todos los isomorfismos de G, en G|, aparecio en el eje
cio 10 de la seccion 4.4, y se pidié demosirar que era un grupo con la composicion de aph
ciones. Si no se hizo antes, ahora es una buena oportunidad para demostrar que (Aut(G.}
es un grupo cuando G, o es; su elemento neutro es el isomorfismo identidad IG, que deja i
riantes todos los elementos de G, y si f € Aut(G,). f~! es también un elemento de AutiG
que es el inverso de [ en este grupo.

Lo que necesitamos es una aplicacion @: G, — Aut(G, ) que sea un homomorfismo entre
grupo G, y el grupo (Aut(G,), ). Es necesario aclararse con la notacién: para cada g, de €
¢(g,) es un automorfismo de G, y por tanto tiene sentido calcular ¢(g,) (g,) para todo g, £ &
Conviene recordar algunas consecuencias inmediatas del hecho de que ¢ y ¢@(g,) seun hos
morfismos, que se usardn en los resultados que se exponen mds adelante.

Demostracion. i) es debida a que e, es el neutro de G,, Ig es el neutro de (Aut(G). -} §
es un homomorfismo. La propiedad ii) dnicamente expresa que ¢ es un homomorfismo. ¥
demostrar iii) tomar X, =g, €Yy, =g, 'en ii) y aplicar las dos propiedades anteriores. m
mente iv) y v) son consecuencia de que ©(g,) es un automorfismo de G, paratodo g, € G

%% EEMPLO E. Sea G, abeliano y G, = <g> ciclico. Definimos @(g): G, — G, me
@(g)(x) =x"! para todo x € G; como G, es abeliano, @(g) es un homomorfismo de 2
pos y la biyectividad es ficil de probar. Como G, es ciclico podemos definir ¢: G
- Aut(Gl) de manera que sea un homomorfismo, es decir

ogdh=0(@F. -
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Asfpuessix e G,

@) () =g (%),
y por tanto ©(g¥) (x) = x si k es par o cero y @(g¥) (x) = x~! si k es impar.
%% EEMPLO FE. Dado un grupo G, definir ¢: G — Aut(G) mediante ¢(g) (x) = gxg~!, que
son los automorfismos internos de G que ya han aparecido en el ejemplo E de la seccién
4.4. En el problema 9 de aquella seccion se pidié demostrar que @(g) € Aut(G) para

todo g € G; si no se ha comprobado este resultado, ahora es una buena ocasién para
hacerlo, Vamos a demostrar que ¢ es un homomorfismo; si g, g, € Gyxe G

0(2,8,) (%) = 8;8x(2,8,)7" = 2,8,%8, 78, = 0(g,) (g%, ) = 9(g)) « 9(g,) (X) .

Este homomorfismo jugard un papel importante cuando queramos saber siun grupo
es isomorfo a un producto semidirecto de dos de sus subgrupos,

Estamos ya preparados para poder definir el producto semidirecto de dos grupos.

** EJEMPLOG. Si@:G, — Aut(G)) es tal que @(x) = 1, paratodo x € G,, la operacién
de la definicién 5.24 es la del producto directo.

** EJEMPLO H. Si@:G— Aut(G) estd definida mediante o(g) (x) = gxg~! (véase ejemplo
F) se tiene

(a, b) X (@, b) =(a @ (b) (a),bb) = (aba'b!, bb)),

y cuando G es abeliano esta operacion se reduce a la del producto directo en G x G.

Demostracion. La operacion es claramente cerrada en G, X G,. La propiedad asociativa
se demuestra cuidadosamente:

[(a, b) X, (¢, d)] %, (e, ) = (2 @ (b) (¢), bd)(e, D) Def. de x,,
4 = (_a ¢ (b) (c) @ (bd) (e), (bd)I) Def. de %,
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=(aQ (b) (c) @ (b) (@(d) (e)), b(df)) © automorfisme

= (a0 (b) (co (d) (e), b(dD) @(b) aut. en Gy
=(a,b) X (c @ (d) (e), df) Def. de Xo

=(a,bh) x [(c, d) Xo (e,H)] Def. de %o

Es claro que (e, e,) es el neutro de esta operacion ya que
(a, b) Xo (e, 8,)=(ap(b)(e), be,) = (a, b),
donde se ha hecho uso de la parte iv) del lema 5.2.3, y ademads
(eaes) X (a, b) =(e; © (e,) (a), e;b) = (a, b),
debido a la parte i) del mismo lema.

El inverso de (a, b) es (¢ (b™!) (™), b~!). Comprobaremos que es cierto solamente por
derecha dejando la comprobacion por la izquierda como ejercicio:

(a,b) X, (@ (07) (@), b) ‘(atp(b) (@ (b™) (@), bb™) =
—(a(P (bb™") (a™!), &) = (aa!, &) = (e, &),

en donde se ha hecho uso de algunos de los resultados contenidos en el lema 5.2.3.

Demostracién. Es claro que G, X, G, tiene los mismos elementos que G, X G,. Pars
demostrar 2) definimos f : G; — G, mediante f(a) = (a, e,), que es una biyeccion. Ademas 5
un homomorfismo ya que

flaa) = (aa, &) = (@ O (;) (2), &) = (&, &) X, (&', &)) = f(a) x,, f(a).

Eligiendo (a, b) € G, X G, y (g, ¢,) € Gy, el siguiente razonamiento muestra que G; &
normal en G, x G;:

(a, b) X, (8. &) X, (3, b)! ‘(atp(b) (8), D) X, (@ (b7) (@), b =
(d(P(b) @0 (b) (@™ @h).e)= (a(P(b) (galey)eG.

La parte 3) es similar a la anterior definiendo g(b) = (e}, b).

Y% EiempLO 1. Definir @: zz—>Aut(z3) mediante ¢([0]) =L, ©([1]) (k) =—k; compro&s=

que ©([1]) es un automorfismo de Z, y que ¢ es un homomorfismo. La proposicie
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5.2.6 nos permite afirmar que el grupo &, Xg Z, tiene 6 elementos y el subgrupo H =
Hnl. [0]):ne zg} es un subgrupo normal con 3 elementos. La tabla de este grupo y
el orden de cada uno de sus elementos se muestran a continuacién:

Z,x,Z, || (0L [0 [ (fOL D [ ((ILIOD [ (1001 | (21 [0D | (121 [1])
(101, [0D) || ([0], [OD) [ (O], [1D) | ([1}.[OD) | ([11,[1D) | (21 [0D | (121, [LD)
(101, (1D || (0L, [1D) | (f01, [OD) | (121, (1D | C(L2L[0D) | ([11.[1D) | (I11,[OT)
(11, 10D | (011, [0 | (111, [1D) | ([21, [0D | (121 (1) | ([0, [0]) | (O], [1])
(L11, 1D || (1, 11D | (L5 LoD | (101, [1D) | (101, [O0D) | (21, [1]) | (2], oD
([2), (0D || (121, [0D) | (121, [1D | ([0}, [OD) | (IOL [1D) | (11, [OD) | (111, [1T)
(21, 11D || (2L 01D | (2. 10D | (ML 01D | (1. [0 | ([0 [1D | (101 [0D)

Z,x,Z, | (0L [0D | (0], [1]) | ([11,[0D | (T11.011) | (r21,10D) | (121, [1D)
Orden l 2 3 2 3 2

Por tanto, este grupo tiene dos elementos de orden 3, tres elementos de orden 2 y
no es conmutativo. Si identificamos ([0], [1]) con B en el grupo diédrico D de las sime- -
trias de un tridngulo equildtero y ([1], [0]) con A en el mismo grupo, es técil probar que
z, X Z, es isomorfo a D,. Recordar que D es también isomorfo a S,, el grupo de las
permutaciones de tres elementos.

%% EIEMPLO J. El ejemplo anterior puede generalizarse para definir & X Z, usando el

mismo homomorfismo @ que en el ejgmplo L. La aplicacién F([k], [s]) = F(k([1], [0]) +
+s([0], [1])) = A*B® permite demostrar que &, Xy Z, es isomorfoa D,

%% EIEMPLO K. Los resultados de los dos ejemplos anteriores pueden generalizarse para

construir G X, &, donde G es un grupo abeliano, Para ello, definir ¢: Z, — Aut(G)
mediante

o([0]) =1
o([1) (x)=x".

@([11) es un automorfismo de G ya qué _G es abeliano:
o([1).(xy) = (xy) ' =y Ixt=xlyT=([1]) () @ ([11) () -

Cuando G = Z_ se obtiene el ejemplo J. Si G = Z el grupo Z X &, se simboliza
mediante D, y es un grupo que no es isomorfo a & ya que no es abeliano:

(6,411) %, (2, 10D = (6+ @ ([1]) (2), [1]) = (4, [1]
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(2. 101) %, (6, [1]) = (2 + @ (10D (6). [1]) = (8, [1]) .

*% EJEMPLO L. Considerar @: Z, — Aut(Z.) dado por ¢ ([0D) =1, @ ([1]) ([k]) =— Kk
@ (12D =1y ¢ ([3]) ([kK]) =—k. Observar que basta definir © ([17) y el resto queda def
nido usando que ¢ debe ser homomorfismo y que &, = <[1]>. El grupo Z, X, &, tie
12 elementos y no es abeliano ya que

([L1. 11D % (120, [OD = (111 = [2]), [1D = (121, [1D)

(121, [0D) %, (111, (1D = (121 + [11, [1]) = ([0]. [1]) .

Conocemos dos grupos de 12 elementos no abelianos; uno de ellos es el grupo diédrice
D, de las simetrias de un hexédgono regular y otro es el grupo T de simetrias de un
tetraedro regular descrito en el ejemplo A de la seccion 5.1. ;Serd alguno de éstos iso-
morfo a & x z 7 La respuesta a esta pregunta es negativa y la forma mds ficil de pro-
barlo es e‘;Ludlando las érdenes de los elementos de estos grupos.

Los grupos D, y T no tienen elementos de orden 4, mientras que ([0]. [1]) es d&
orden 4 en &, x, Z,, ya que

(01, [11) X, (101, [1T) = (101, [2])
y
(01, [11) %, ([01. [17) X,, ([0], [11) %, (0], [1]) = ([01, [2]) X, ([01. [2]) = ([0, [0]) .
Z, x, &, es, por tanto, un nuevo grupo de 12 elementos.

Finalizamos esta seccion estableciendo un resultado que permite reconocer en qué oca-
siones un grupo es producto semidirecto de dos de sus subgrupos; es un resultado andlogo ai
de la proposicion 4.7.3 (cuya generalizacién se ha dado en el teorema 5.2.2 de esta seccién
para el producto directo. Mds adelante este resultado se usard para caracterizar todos los gri-
pos de orden pequeifio (seccion 5.7).

Demostracion. Al igual que en la demostracién de la proposicion 4.7.3, todo elemento &
Gesdelaformag=mn, me M. ne N, de manera tinica, ya que M n N = {e}. La aplicaciGs

l':G—)qu)N

dada por f(g) = f(mn) = (m, n) estd bien definida y, al igual que en la proposicion 4.7.3. &
suprayectiva e inyectiva.

i
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Sélo falta demostrar que f es un homomorfismo de grupos. Sean g, =mn, y g, =myn,
dos elementos de G y su descomposicién en elementos de M y N respectivamente. Entonces

€8, = (m;n,)(m,n,) = myn;my(n;~'np)n, = m@(n,)(m,)n;n,

donde m; @(n,) (m,) es de M y n;n, es de N; ésta es, por lanto, la descomposicién de g 2,8, en
elementos de M y N. Asi pues,

f(g,8,) =(m; @(n;) (m,), nn,)
=(my, n;) X‘D (mgs n,) Def. de X
=1(g)) x, f(gy)

lo que muestra que f es un isomorfismo y por tanto G = M X, N. =i

** EIEMPLOM. EnS;={l,a=(123),0>=(132),B=(12).0B=(13),a2B=1(23)},
el subgrupo M = {1, @, o?} es de orden 3 y, por tanto, normal en S;. y el subgrupo N
generado por B es de orden 2. Claamente M "N = {1} y MN = S;. Porel teorema 5.2.7,
S, es isomorfo a M %o N. Como M = Z. y N=Z,, del ejercicio 15 del final de esta sec-
cion se deduce que S; es isomorfo a un producto semidirecto de &, y Z,:

Sy =&, %, Z,

EJERCICIOS 5.2

Demostrar que G, X G, X ... X G, es un grupo con la operacién dada en la definicién 5.2.1.

2. Demostrar que H,={(, .. gj, O g€ G} esun subgrupo normal de G, X G, X ...
XkaaIaTOdOJ—l 2.,k

3. Demostrar que las clases de restos médulo 16 cuyos representantes son primos con 16
es un grupo abeliano de 8 elementos con respecto a la multiplicacién. Escribir este
grupo como producto directo de algunos de sus subgrupos.

4. SeaGungrupoy H,, H,. ..., H, subgrupos normales de G tales que H; m [ 1_[ Hi) ={el.
Demostrar =]

) H, mH {e} paratodoi#].
ii) Slae H be H; i#j,ay b conmutan.
il Demostrar la 1gualdad (*) que se ha usado en la demostracién del teorema 5.2.2.
(Esto completard la demostracion de este teorema,)

Demostrar que (&, +) es isomorfo a &, ® Z, peronoesisomorfo a L, O L, @ L.

. Dar un ecjemplo de un grupo G y subgrupos normales H,, H,, ..., H, tal que G=HH, ...

H,y H;nH; = {e}sii#], pero G no sea isomorfo al producto directo de H, H,, ..., H,.
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7. Sea(g s+ 8)€ X G;; sicada g;es de orden r; en G demostrar que (81+ 8y ven &)

tiene orden [r, &, ..., r ] (es decir, el minimo comtin multiplo) en X G,
i=1

_m, S1 ¥ s6lo si los m; son primas

8. Demostrar que (—B z, .es ciclico e isomorfo a z
entre si. i=

9. Encontrar todos los subgrupos propios no triviales de Z, ® &, @ Z,.

10. Sea G un grupo abeliano de ordenn>1.Sik € Zy (n, k) = 1, demostrar que f,(x) = x*
es un automorfismo de G,

11. Sea G un grupo ciclico de orden n> 1 y para k € Z definir f, (x) = xX. Demostrar que f,
es un automorfismo de G si y s6lo siny k son primos entre si (usar que si x tiene orden
n, xK tiene orden n/(n, k)).

12. Demostrar que (Aut(G), o), con IGl = n y G ciclico, es un grupo isomorfo a (I(&* ), *).
(Véase la definicién de este grupo enel gjercicio 9 de la seccién 4.2.)

13. Demostrar que las siguientes condiciones son equivalentes cuando G, y G, son grupos
y © es un homomerfismo de G, en Aut(G,):

a) Laaplicacién identidad de G, X, G, en G, X G, es un homomorfismo de grupos;
b) @(z) es laidentidad en G, paratodo z € G,;
c) G,esnormal en G, X G,, donde G, = {(e|, g): g€ G,}.

14. Encontrar dos subgrupos M y N de D, tal que D, sea isomorfo al producto semidirecto
de My N.

15. Sean H, H, K, K' grupos tales que H es isomorfo a H' y K es isomorfo a K'; sea ¢ un
homomorfismo de K en Aut(H). Demostrar que existe un homomorfismo ) de K' en
Aut(H") tal que H %o K es isomorfo a H' Xy K.

5.3. ESTRUCTURA DE LOS GRUPOS ABELIANOS FINITOS

En esta seccion y en la siguiente estudiaremos la estructura de los grupos abelianos finitos
llegando a una descripcion satisfactoria de todos ellos en términos del producto directo de
grupos (&, +). ;

Sea A un grupo abeliano con un nimerofinito de elementos n. Si p es un factor primo de
n, definimos SP = {a € A: a tiene como orden una potencia de p}. Evidentemente, ¢ € S,-
ya que su orden es 1 = p%; ademds, si a, b € S, con orden(a) = p", orden(b) = p™ se tiene que

m I

(ab 1P T = ap" P (b P =

yaque A es abeliano; por tanto, ab-! € S,y S,esun subgrupo de A.
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El subgrupo S, recibe el nombre de p-subgrupo de Sylow asociado con el grupo abe-
liano A.

*% EJEMPLOA. SiA esun grupo abeliano tal que |Al = p” con p primo, se tiene que §,=A
ya que tode elemento es de orden p¥con 0 < s <n.

%% EJEMPLO B. Sea A un grupo abeliano generado por los elementos a y ¢ tales que
a® =e, ¢* = e. Sus elementos son

{e,a, a2 ¢, ¢2, ¢?, ac, a’c, ac?, a%c2, ac?, a2c3).

Se tiene que S, = {e, ¢, ¢, A3lyS 1= {e,a, a’}, como puede comprobarse facilmente.
Observar que G= S, @ S,.

Y& EJEMPLOC. En (zm, +) los elementos cuyo orden es una potencia de 2 son S, = {[0],
[5]} y los elementos cuyo orden es una potencia de 5 son S; = {[0], [2], [4]. [6]. [81}.
De nuevo observar que &y, = S, @ S..

El primer resultado importante de esta seccién es que todo grupo abeliano de orden finito
es isomorfo al producto directo de todos sus subgrupos de Sylow. Antes de dar la demostra-
cién de este resultado necesitamos demostrar dos lemas que son validos para cualquier grupo.

Demostracion. Puesto que 1 = (m, n), existen u, v € & tal que 1 = um + vn. Entonces,
X = XUMTVD = xRy tomando y = X", z = x, se tiene que y, z conmutan entre si y ambos
son "potencias” de x. :

Sea n' = orden(y), m' = orden(z); puesto que y” = x'™ = y z™ = X' = ¢, tenemos que
n'In, m'| m. Puesto que x = yz, y ambos conmutan entre si, se fiene que

xm' = (yz)n'm' - yn'-m'zn‘m' =6,

y por tanto mn | m'n'. Esto pruebaquen'=ny m'=m.
Para demostrar la unicidad, supongamos que podemos escribir x = y,z, = z,y,; entonces
¥, ¥ 2, conmutan con X, ya que

XYp=YZ)Yi =YX Y XZ=Z\Y 2 =Z)X.
W

Por tanto y, y z, conmutan con y y z puesto que estos elementos son "potencias” de x,



146 5. Grupos: resultados sobre su estructura y clasifie

Por otro lado, de yz = x = y,z, deducimos w = y,~ly = z,27!. Puesto que y e y, &
mentos que conmutan y de orden n, y z y z, son elementos que conmutan y de ords
tiene que

wh = (Y;_l)n}m —e. Wi = Z]m('l.]_l)m =,

Puesto que (n, m) = 1, deducimos que w =e y portantoy =y, z=17,.

Mediante sucesivas aplicaciones del lema 5.3.1 obtenemos

Ya estamos en condiciones de demostrar el resultado anteriormente anunciado g
permitird afirmar que todo grupo abeliano de orden finito es isomorfo al producto dires
todos sus p—subgrupos de Sylow. Es una consecuencia del lema 5.3.2,

liano con
Al =n=(p)% (p)% ... (P,

donde los p; son primos distintos. Cada S, es un subgrupo normal de A ya que A es @
Ademds, si

ae S, M [H ]Spi

]
su orden es (p;)™. con 0 < m; < n;; por otro lado a = [y y orden(a) = mes
: P
den(y)} = ]_[ orden(y) = [] (p,)™. Puesto que ((p)™s IT @)™ =1, se tiene gues
| P - ) |
Finalmente, del lema 5.3.2 deducimos que A = SP‘ Spj 'Sp; El teorema 5.22 @8
cidn 5.2 nos permite deducir el resultado deseado.

En el resto de este capitulo utilizaremos la notacién aditiva, ya que todos los &
que consideraremos serdn abelianos; en consecuencia el elemento neutro sera s
zado por (0. =
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Dado un grupo abeliano A diremos que a,. a,, ..., a_es un sistema de generadores de A si
todo elemento de A puede escribirse de la forma x = n,a, + nya, + ... +na conn;e &para todo
J=1,2, ...,r. Un sistema de generadores de A es una base de A si la expresion X =n;a, +n, a, +
+ ...+ 1 4, que expresa X como combinacidn de a,, &, ..., & es tnica; es decir, si escribidramos

g ey i r 4 o e b 4T - S
X=n,a,+n,a,+ ... +n a_se tendria necesariamente g =njaparatodoj=1,2, ...,r.

*% EJEMPLOD. En (&, ¢ ). [1] es una base ya que todo elemento [a] & zl s Puede escribirse
de la forma [a] = a[1], donde a € T es un representante de la clase [al, y si [a] =a'[1] ten-
driamos a [1] =a'[1]. y por tanto la representacion es tinica en el sentido anteriormente
descrito. Observar que de aqui no se puede deducir la igualdad de a y a'. En general, todo
grupo ciclico tiene a uno de sus generadores como base.

** EIEMPLOE. En(Z,@Z, @Z,, +), a=([1], [0], [0]), b=([0], [1]. [0]) ye=([0], [0], [1])
forman un sistema de generadores ya que si ([k], [n], [m]) es un elemento de 202,04,

(LKL, [n], [m]) = ka + nb + mc.
Es, ademds, una base de este grupo ya que si
(IKL [n], [m]) = Kk'a + n'b + m(c,
se tendrfa ([k], [n]. [m]) = (K'[1], n'[1], m'[1]) y por tanto [k] = K'[1], [n] = n1]y [m] =

= m'[1] de donde se deduce ka = (k[1], [0], [0]) = (K' 1], [0], [0]) =K'a y nb=n'b, mc=m'c
de manera similar.

Cuando se tiene una base en un grupo abeliano, éste es isomorfo a una suma directa de

los subgrupos generados por los elementos de la base. A demostrar esto nos dedicaremos en
los dos préximos lemas.

de generadores de

Demostracién. Comenzaremos demostrando que 1) implica 2). Supongamos, por tanto,
que {a;.a,, ...,a} es unabase de A y que nya; +nyd, + ... +0,a_= 0. Como podemos escribir

=i -
0a; + 08, +...+na =0a +0a,+..+0a,

de la unicidad de la descomposicién se deduce na; =0 paratedo j=1,2,....r

Para demostrar que 2) implica 1), supongamos que tenemos dos descomposiciones de x
de la forma

[ - — ' L] 2 T
03, +inydy +...+na =x=n"a +n5a, +...+n'a.
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Por tanto
(n,—n'pa, + (n,—n')a, + ... + (n,—n'Ja =0,
de la hipétesis deducimos (n; —n')a. = 0 para todo j =1, 2, ..., r, que es lo que querfamos
b p ;= Ny P que gq :
demostrar. | &

Demostracion. En esta demostracion usaremos el teorema 5.2.2. Cada <a > es normal s
A puesto que A es abeliano. Ademds, puesto que {a,, a,, ..., 4.} es un sistema de generadores
de A, A =<a;>+<a,>+ ... + <a>. Finalmente, si

 Kg <&j>ﬁ[l_[ <ai>J

2]

tenemos

X =na = Zniai :

iz]
portantox =0a; + ... + nja; + ... +0a =na; +...+0a+...+na,y puesto que la represen
taci6n de x es unica se tiene que x = na, = 0. El teorema 5.2.2 de la seccién 5.2 termina 1=
demostracion.

*% EJEMPLOF. SeaV = {e. a, b, ¢} el grupo abeliano caracterizado por las relaciones 2a =
=2b=eya+b=c. El subconjunto {a, b} es un sistema de generadores de V. Es, ads

mds, una base; por ejemplo, si ¢ = na + mb, tendriamos a + b = na + mb, de donde s&
deduce que n y m tienen que ser impares estudiando los cuatro casos posibles; coma
2a=2b=e,sinymsonimparesna=aymb=h.

El lema 5.3.5 nos permite deducir V = <a> @ <b>ycomo<a>= &,y <b>=~ & =

tiene V=&, ® &, es decir, V es isomorfo al grupo de Klein. 3

Estamos en condiciones de demostrar el resultado principal de esta seccion acerca de &=
estructura de los grupos abelianos finitos. - :

Demostracién. Por el teorema 5.3.3 y el lema 5.3.5, basta demostrar que cualquier p—
subgrupo de Sylow S, tiene una base, =
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Sea pues A =S un grupo abeliano con la propiedad de que todos sus elementos tienen un
orden que es una potencia de un nimero primo p,

Para tener una base de A comenzamos eligiendo un elemento a; de A de orden p™
méximo. Sea A =<a;>. SiA = A, {a,} es una base de A y hemos terminado la demostracion.

Supongamos, entonces, que A; CA y A, es distinto de A; procedamos por induccién para
-elegu el resto de los elementos. Aceptemos por tanto, que hemos encontrado k elementos a,
a,, ..., a de érdenes p™, p™, ..., p™ tales que

1) m, 2m, 2 ... 2m, y todo elemento de A que noestien A, = <a,>+<a,>+ ... +<a>
tiene orden p'con t <m,.
2) {aa,,...,a.} es una base de A

SiA, c AyA, esdistinto de A, tomemosbe A — A, algtin miiltiplo de b estd contenido
en Ay, ya que si p'es el orden de b, p'b = 0 € A,. Sea r el menor entero positivo tal que rb
€ A;. Demostraremos que r es una potencia de p. En efecto, dividiendo p* entre r se tiene
p'=cr+r'con0<r'<r. Portantorb=p'b—crbe A,.. Puesto que r es el menor entero positivo
tal que rb € A, hemos de tener r' = 0. Por tanto, r es un factor de p', digamos r = P™er Y puesto
quem, , Stsetienem;2m,>...2m.2m, .

Puesto que rb € A, tenemos que

k
th= ) na;.

i=1
Demostraremos a continuacién que cada n; es divisible entre r; multiplicando 1a igualdad
anterior por pY/r = pt~™, se tiene

k
p'b=0= ) n; (p/r)a;.
i=1
De esta igualdad y 2), deducimos (n,p/r)a, =0, y por tanto n,p'r es un miiltiplo de p™ hi=
=1,2, ...k esdecir

npYr=n'p™, n,e®, i=12, ..,k

Por tanto n, = r(n';p™ ~%) = r n}, en donde n{es un entero positivo ya que m, 2t
Definimos
k

3 "
1 =b= Z n &

i=1 P

k i
Tenemos quera, ,  =rb— ) mja,=rb— > nya, =0,y por tanto el orden de a, _ , divide
=1 y=ri

ar. Por otro lado cualquier ecuacién de la forma sa,_ ., =0implicasbh e Ak, y portantor <s;
asf pues-t = orden(a, , ) =p™-1.
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Finalmente hemos de probar que la igualdad
k41

0= ca

i=1

dehmt'n.on' de a, ,  se deduce que ¢y, be A _ ) 3
Dividiendo ¢, , | entrer, se tiene ¢, | =cr+ r",eon0<r" <r, yportantor" =0 ya
r'b=¢,, b—crbe A Asfpuesc,, , es un miltiplo de r = p™.:y podemos escribir

— i i
Sl TR kG -
k

Por tanto, ¢, , 2, =0y laigualdad (*) se transformaen 0= ¥’ c;a;; de 2) deduciss
guecay=01=12, .,k ; =1
Portanto, {a,, ..., 4, ,} esunabasede A, =<a>+ .. +<g>+<a  >=<a>%
+<a; >+ <b>. Puesto que S es un grupo finito, este procedimiento nos permite encontrar
base de S, después de un nimero finito de pasos. Esto completa la demostracion.

*% EIEMPLO G. Sea A un grupo abeliano generado por los elementos a, by ¢
a’=¢e, b* = ¢3 = e. El grupo A posee 18 clementos y puesto que 18 = 2 + 3% po
encontrar S, y S,. Facilmente se comprueba que

S,=<a>=1L,
S; = {e, b, b2 ¢, c? be, b, be?, be?} = <b> @ <c>=E; O L.

Si e]. p;—subgrupo de Sylow S cumple S, =<a; >+ <ap>+ ... +<a;>con los a;; de on
p™y, se tiene que

]Sp_| 50T L e s T
1
Si
Al = plm1p2m2 pkmL
es la descomposicién de A en [actores primos, se tiene que
m . my = = -
PPy e P = IAL=IS LIS L. IS 1=
= P]mll +mi2 T 1'I'ihs[)zl'l'!:|:l +m?2 P pns l'i"l.2.,i G pkml‘l +mgi+ ...+ mkx.

De la unicidad de la descomposicién de un nimero en factores primos se deduce .
m, =My + My + ..+ My,

con lo que se tiene el siguiente resultado:
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Puesto que todos los grupos ciclicos de un orden dado m son isomorfos a (&, +) del teo-
rema 5.3.6 se deduce que todo grupo abeliano finito es isomorfo a una suma directa de grupos

de la forma (&, +) donde m es una potencia de un niimero primo.

Esto ayudar4 al lector a demostrar los siguiente resultados (véase ejercicio 3). El primero
de ellos es el teorema de Cauchy para grupos abelianos finitos que ya fue demostrado en
5.1.1 y que ahora se puede demostrar mds fdcilmente. El segundo demuestra que el reciproco
del teorema de Lagrange es cierto para grupos abelianos finitos.

EJERCICIOS 5.3

1. Darun ejemplo de un grupo no abeliano en el que Sp__nu sea subgrupo.

2. En(Z,., +)yen (zu, +) encontrar todos sus p-subgrupos.

15°
3. Demostrar los corolarios 5.3.8 y 5.3.9 enunciados al final de esta secci6n.

4. Demostrar que el grupo A = Z, @ &, ® Z, posce siete subgrupos de orden 2.
5. Encontrar todos los automorfismos de ZQP con p primo impar.

6. SeaG=A @ B, donde A y B son ciclicos de orden 2. Encontrar C y D subgrupos de G
tales que G=C ® D, con C y D ciclicos de orden 2y C A, D#B.

7. Escribir los grupos abelianos dados por las relaciones siguientes como suma directa de
arupos ciclicos

i) 13A=0,5B=0
i) 15A=0,10B=0,4C=0
i) 8A= 0,10B=0,6C=0

(Los grupos anteriores han sido escritos con notacion aditiva.)

8. Encontrar todos los subgrupos de orden p? del grupo ZP @&, donde p ¢s un nimero
primo.
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5.4. INVARIANTES Y CLASIFICACION DE LOS GRUPOS ABELIANOS FINITOS

En esta seccién demostraremos que la descomposicion de todo grupo abeliano de ordes
finito en una suma directa de grupos ciclicos de 6rdenes potencias de un primo es tnica s Ive
isomorfismos. Esto nos permitird definir los invariantes de un grupo abeliano finito y podss
determinar la lista completa, salvo isomorfismos, de todos los grupos abelianos finitos &
cualquier orden. Puesto que los subgrupos de Sylow de un grupo abeliano quedan univocs
mente determinados por su definicién, basta demostrar la unicidad para grupos abelianos cos
las caracterfsticas de un subgrupo de Sylow. Puesto que los subgrupos de Sylow tienen o
p', con p primo (ver corolario 5.3.7 de la secci6n anterior), basta demostrar la unicidad p
grupos abelianos cuyo orden es una potencia de un niimero primo. Un grupo de orden p, @ 08
p primo, se denomina un p-grupo. '

Demostracion. Sea [Al = pt si t=1 el resultado es cierto puesto que A es ciclico. Parat> &
procedemos por induccién. Supongamos que el resultado es cierto para todo p-grupo de ordes
pfconk<t.

Sea pA = {py: y € A} que es un subgrupo de A. Si pA = {e}, todo elemento (salvo ) ¢ -
A es de orden p y por tanto A, = (zp, +),j=12,...,yB= (zp, +),i=1,2, ..., 5; en el
caso pt=|Al = p* = p*, de donde sc deduce el resultado.
Si pA # {e}, demostraremos que

pA = <pa;> & <pa,> @ ... ®<pa>
pA = <pb,>® <pb,>® ... ® <pb>
donde g es un generador del grupo ciclico A; y b, es un generador del grupo ciclico B;.
Si px € pA, x € A y por tanto x = Znal, entonces px = Zn (pa,); ademads,
i=1 ;s i=1
Er‘ n; (pa;) = 0, se tiene que n;pa; = 0 y por tanto {pa;} es una base de pA. El resultado s&
i=1

obtiene aplicando el lema 5.3.5 de la seccién anterior. Similarmente se demuestra el
segundo isomorfismo. "
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Por tanto
IpAl = pe, ~lp& =1 ... pe ! =pt-r
¥
IpAl = pfi ~1pf=1 .. pf,~1 = pt—s,
Puesto que r 2 1, por la hipétesis de inducciénr=s y e —l=fi-Lig,-1=f-1,..,
e, —1=f -1, de donde se deduce el resultado deseado. 5]

Los nimeros (p, p%. ..., p%) se denominan invariantes del p-grupo A. Del teorema anterior
se deduce que dos p-grupos con invariantes distintos no pueden ser isomorfos. Para un grupo abe-
liano finito A se denominan invariantes a los invariantes de cada uno de sus subgrupos de Sylow.
De nuevo dos grupos abelianos finitos con invariantes distintos no pueden ser isomorfos,

%% EJEMPLOA. Los posibles invariantes de un grupo abeliano con p*elementos y p primo son

®ppp),  @®Lp.ph  PAPD,  ©Ohp. (Y

y por tanto existen tinicamente, salvo isomorfismos, 5 grupos abelianos de p* elemen-
tos. Estos son isomorfos a uno y sélo uno de los siguientes grupos:

ZFQZPEBZP@ZP, zpzﬁazp@zp, zpz®zp3, zpf.@zp, zp4.

%% EJEMPLO B. Para averiguar cudntos grupos abelianos existen de 360 elementos, des-
componemos 360 en factores primos: 360 =23+ 32-5. Como IS,1 =23 sus posibles inva-
riantes son

(2,2,2), (2242, (2%

Y por tanto existen tres grupos abelianos distintos de 23 elementos.

Similarmente, puesto que IS,! = 32, tenemos dos grupos abelianos esencialmente
distintos de 32 elementos.

Finalmente, sélo existe un grupo abeliano de orden 5 salvo isomorfismos.

Combinando todos los posibles grupos anteriores, deducimos que, salvo isomorfis-
mos, solamente existen3-2+1=6 grupos abelianos de 360 elementos.

La lista completa, salvo isomorfismos, es

2,02,02,02,02,0Z, ZOLOLOLOL
2,02,02.02,07,, Z,0L0ZoL,
202,02, 0%, Z0LoZ,

*% EIEMPLOC. ;Estdel grupo &, incluido en la lista dada en el ejemplo B? Se tiene que
Z,,~ 7 ®L,® L ya que se recordard que &, es isomorfo a Z ®Z siysolosi
(m, n) = 1. (Véase-el ejercicio 9 del final de la seccién 4.7.)
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El grupo Z, ® &, de 360 elementos, estd incluido también en la lista del ejemplo
B, yaque

2,92, -2,02.02. 00,02 ~-2,0L0LoLAL.

*% EjEMPLO D. El grupo abeliano (Z*m *) tiene 12 elementos y por tanto es isomorfo a
Z,®2Z, 0L @ Z, ® L, Para averiguar a cudl de ellos es isomorfo, estudiamos el
orden de sus elementos. &, @ &, posce un elemento de orden 4, mientras que 2,0L,
® Z, no posee ningin elemento de orden 4.

Puesto que en (&* 5, *), [S]* = [5]2 - [5]2 = ([-11) ([-11) = [1], este grupo no puede
ser isomorfo a &, ® &, @ Z,. Por tanto

(&)~ B, L=~ 1L,

Ahora podemos hacer una tabla de todos los grupos abelianos que existen, salvo isomor-
fismos. En la tabla siguiente se indican todos los grupos abelianos finitos de orden menor o
igual que 16.

n Grupos abelianos finitos de orden n
2 _ z,

3 2

4 Z, Z,<Z,

5 Z,

6 Z-Z <Z,

7 z,

8 z, Z, <1, Z, <L <L,
9 Z, Z,xZ,

10 Z,~7,xZ,

L : Z,

12 Z,-Z,<xZ, ZxZXZ,
13 Z,

14 Z,-Z xZ

15 Z,~7ZxZ,

16 Z, Z.xZ, Z,xL, Z,xZ,xZ, L xLxLxL
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EJERCICIOS 5.4

1. Encontrar los invariantes del grupo abeliano generado por los elementos a, b y ¢ tal que
6a=0.4b=0, 12¢=0.

2. ;Cudntos grupos abelianos existen de 10 elementos?

3. Dar unalista completa, salvo isomorfismos, de todos los grupos abelianos de los siguien-
tes 6rdenes: i) 48, ii) 108, iii) 3528, iv) 625.

4. Demostrar que si el orden de un grupo abeliano no es divisible por un cuadrado, el grupo
tiene que ser ciclico.

5. SeaI(Z*) el conjunto de todos los [a] € & * tales que [a] posee inverso en (Z_*,+). En
el problema 9 de la secci6n 4.2 se pidié demostrar que (I(Z,*), *) es un grupo. Es clara-
menle abeliano.

i) Encontrar los invariantes de 1(&*) y de I(Z,,*)
ii) Probar que los invariantes de I(Z,,*) son (2, 2, 2)

5.5. TEOREMAS DE SYLOW

Los grupos abelianos finitos han sido caracterizados de manera precisa en las secciones
5.3 y 5.4 en donde se establecio que todos ellos son producto directo de grupos ciclicos. Se
conoce, por tanto, su estructura y cudntos hay no isomorfos de un orden determinado. Este
problema es mds complicado cuando el grupo no es abeliano. Los teoremas de Sylow son
algunos de los resultados sobre este problema. Comenzaremos con un resultado que se llama
la "ecuacién de las clases conjugadas” y que jugard un papel esencial en la demostracion
de los teoremas de Sylow.

Dado un elemento x de G deseamos contar cudntos elementos de G son conjugados con
X; este nimero estd relacionado con el eentraluador de x que fue expuesto en el ejercicio 10
de la sécci6n 4.3 y cuya definicién repetimos a continuacién.

En el ejercicio que mencionamos antes de dar esta definicién se pidié demostrar que
C¢(x) es un subgrupo de G, cualquiera que sea x. Si no se hizo antes, es el momento de
ponerse a trabajar para demostrarlo. ({No es dificil!)
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EiEMPLO A. Si G es un grupo abeliano y x € G, el dnico elemento conjugado con x
es &l mismo, ya que para todo g € G, gxg! = xgg~! = x. Como todo elemento conmuta
conx, Cy(x) =G paratodo x € G.

EJEMPLOB. Sea G un grupoy x € Z(G), el centro de G. Entonces x conmuta con todos
los elementos de G y por tanto C5(x) = G; ademds x es el tnico elemento conjugado
con €l mismo.

EEMPLOC. Sea S;={L, o, 02, B, 0f, 0B} el grupo de las permutaciones de 3 elementos,
que se definié en la seccién 3.4 del capitulo 3. Calcularemos los conjugados de cada uno
de sus elementos, su centralizador y el indice del centralizador en el grupo, entendiendo
éste como el nimero de clases de equivalencia por la izquierda que hay en G/C(x).

i Conjugados Cs, (x) [S;: Cs, (x)]
I I S, I
o o, o <o>=(1, o ,0) 2
o? o, o <> = {I, o, 62} 2
B B, af, o’f <p>={1 B} 3
opf B, af, o <of> = {1, of] 3
2B B, of, 0B <02B> = (I, 2B} 3

El lector debe comprobar con cuidado esta tabla. Obsérvese que el mimero de con- ‘
Jjugados de x coincide con el indice del centralizador de x en S;.

EjempLO D. Ya conocemos varios grupos de 8 clementos. Zo, Z, @ Z, yZ, @ L, ©
Z, son, salvo isomorfismos, los tinicos grupos abelianos que existen de 8 elementos;
ademds, el grupo de las simetrias de un cuadrado, Dy, tiene también 8 elementos y no es
abeliano. He aqui otro grupo de 8 elementos. Se llama el grupo de los cuaterniones y se
simboliza por Q. Estd formado por los elementos '

Qy={1,~1,4, -4, J. k—k},
sometidos a las relaciones
rar=koal di=k  jk=1 KkK=j, j==k, Kk==1, ik==].
Adems, 1 es el elemento neutro y la operacion que se considera en Qg es la multiplicacion.
No es dificil, aunque pueda resultar tedioso, comprobar la asociatividad de esta

operacion. El resto de los axiomas de grupo son féciles de comprobar: 1 es el neutro, el
inverso de —1 es —1, i y —i son inversos entre si, y lo mismo sucede con j, - y k, k.



5.5. Teoremas de Sylow 157

El lector puede hacer la tabla de este grupo (ejercicio 2 al final de esta seccion). Se
comprueba fécilmente que este grupo no es abeliano (ij # ji) y que tiene un elemento
de orden 2, (1), y 6 elementos de orden 4: i, —i, 3, i, k, =k,

El reticulo de sus subgrupos s el que se mues-

tra en la ilustracion de la derecha, donde Qg
< dsefl, 21 %fy
<i>=<-is= (1,1, -1, -} i <j> <k>
<j> = <> = {1.j, -1, -}
<k>=<k>={1,k -1,-k}. XZ*/
<«~Is ~
Mirando los reticulos se observa que Qg no
puede ser isomorfo a Dy y por tanto es un nuevo ele- *’2
mento para nuestra coleccién de grupos. {1}
Se puede hacer con este grupo un cuadro simi- Tustkeacion 3
lar al del ejemplo C: - Reticulo de Q,
X Conjugados - Cq, (x) [Qg: Cq, (X1
1 1 Qq 1
-1 -1 Qq 1
i i, —i <i> 2
—i i,— <i> 2
J J= <> 2
& Jo <> 2
k k,—k <k> 2
o k, —k, <k 2

En los dos tltimos ejemplos que hemos realizado el nimero de conjugados de x coincide
con el indice del centralizador de x en el grupo. Este es el resultado que se demuestra a con-
tinuacion.

~ Proposicién5.5.3, n
 con el indice del centralizador dex enG.

Demostracién. Sea {(x) el conjunto de los conjugados de x, es decir. E(x) = {gxg L
g € G}. El indice del centralizador de x en G, [G: Cs(x)], es el nimero de clases de equiva-
lencia por la izquierda de Cg(x) en G, es decir iG/CG(x)I. Basta, por tanto, establecer una apli-
cacion biyectiva entre {(x) y G/Cy(x).
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Definir f: {(x) — G/C(x) mediante
flgxg™) = gCq(x).

Esta aplicacion esui bicn definida: si gxg~! = g,xg,”! hemos de mostrar la igualdad de
los conjuntos gCy(x) = g,C(x). De gxg™! = g xg,~' deducimos (g le)x = x(g,'g) y por
tanto g,~'g € C(x), lo que 1mp11ca la igualdad gCp(x) = g,C(x)-

La aplicacién es suprayectiva ya que dada la clase gCq(x) basta tomar gxg~' € {(x) y
observar que f(gxg™") = gCy(x). Para probar que es inyectiva supongamos que flgxg™) =
= f(g,xg, "), es decir, gCy(x) = g,Cy(x); por tanto g,~'g € C(x), de donde se deduce (g g =
= x(g,'g); esta igualdad es equivalente a gxg~' = g;xg,~'. Esto termina la demostracién de la
proposicién 5.5.3. |

Si {(x) es el conjunto de los elementos conjugados de x, en los ejemplos Cy D se observa
que, dados dos elementos x e y de G, o bien {(x) = {(y) 0 §(x) N {(y) = @. Cada uno de estos
conjuntos {(x) se dice que es una clase conjugada y demostraremos en el siguiente resultado
que las clases conjugadas establecen una particién de G.

Proposicién 5.5.4. Dado un grupo G, las clases conjugadas de dos elementos cua-
lesquiera de G o bien son iguales o bien no lienen elementos en comin. Ademds, G es
la unién de todas sus clases conjugadas.

Demostracion. Sean x e y elementos de G y supongamos que {(x) N {(y) # @; tomar z €
C(x) N L(y), de manera que podamos encontrar g, g, € G lales que z = gxg lyz=gyg,7
Por tanto (g,”'g,)x = y(g, 'g,). Queremos demostrar la igualdad {(x) = {(y). Sea t € {(x), de
manera que existe g € G tal que L= gxg™': por tanto

t=gxg ' =g(g, gy (g g g = (gg, 'ey)y(ge, 'g) ™

Esto muestra que t € {(y) y por tanto se tiene la inclusién {(x) < {(y). Intercambiando los
papeles de x y de y en la demostracion anterior se deduce la igualdad de las clases conjugadas.

Finalmente, si X € G, x € {(x) ya que x = exe™!, donde e es el neutro de G, y en conse-
cuencia la unién de todas las clases conjugadas debe ser G. |

Tenemos ya suficientes herramientas para poder demostrar la ecuacion de las clases con-
jugadas, que serd fundamental en la demostracién de los teoremas de Sylow.

w . Te z:ema 5.5.5. (Ecuaciﬁn de las clases conjugacbas) Sea G Lm-grupo hn1t0y seanii
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Demostracion. En el ejemplo B se ha observado que si x € Z(G), {(x) = {x}; sea Z(G) =
={e. 2. ...z} ysean {, C,. .... {, las clases conjugadas de G no contenidas en el centro de
G; elegirx; € {;,i=1,2, .... r. Todas las clases conjugadas de G son

{ } {7 Zm} Z;I CZ"":‘C

Puesto que estas clases forman una particion de G, de acuerdo con la proposicion 5.5.4,

G| = Zl +ZIC| = 4z(c)|+2 G: Cy(x))]

i=1 i=1

ya que |l = [G: Cy(x,)] segiin ia proposicion 5.5.3, |

*% EJEMPLO E. En el grupo S, (véase ejemplo C de esta misma secci6n) el centro tiene
un s6lo elemento, la identidad. y si tomamos o y B como representantes de las dos cla-
ses conjugadas que existen, la ecuacion de clases se cumple ya que IZ(S,)l + [Sy: <o>] +
+[Sy:<B>]=1+2+3=6=IS,l.

** EEMPLOE Enel grupo Qg del ejemplo D de esta misma seccién se tiene Z(G) = {1, -1}
y hay tres clases de equivalencia diferentes <i>, <j> v <k>. Entonces

ZG)+1G: <i>] +[G: <j>] + [G:<k>] =2+ 2+ 2+ 2=8= Q.

Antes de adentrarnos en la exposicién de los teoremas de Sylow mostraremos la potencia
del teorema que acabamos de probar deduciendo resultados acerca de la estructura de algunos
grupos.

e Comlarm 5.5 6 Sx- p:e:s prlrm y Pes un gr’upc con p eiememos n = 1 P hcmz un
-J=ccntre ﬂo:trzml es dec;rZ_ Y] e} s A

Demostracion, La ecuacion de las clases conjugadas (teorema 5.5.5) es
[Pl =1Z(P)l + Y [P: Cpl(x)]
i=1
donde los x; son representantes de distintas clases conjugadas no contenidas en el centro de
P. Como P tiene p" elementos y Cp(x;) es distinto de P, ya que x; no estd en el centro de P, cada
[P : Cp(x;)] es un miltiplo de p. Por tanto. IZ(P)l tiene que ser también un multiplo de p, lo
que muestra que Z(P) # {¢}. |

' rimo, es abeliano. En particular
Pesisamorﬁmzpzoaz 1] e ' S

Demostracién. Por el corolario 5.5.6, Z(P) # {e}; por tanto Z(P) = P o Z(P) tiene p ele-
mentos. Si Z(P) tuviera p elementos, P no seria abeliano, pero P/Z(P) seria ciclico, ya que tiene
p elementos y p es primo; esto contradice el ejercicio 7 de la seccidn 4.6, Por tanto, Z(P) =
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y P tiene que ser abeliano. La tltima parte del corolario se deduce de los resultados de la sec-
cién 5.4 sobre la estructura de los grupos abelianos finitos. =

%% EIEMPLO G. Para grupos de orden 4 = 2 el corolario anterior asegura que todos ellos
deben ser abelianos y que, salvo isomorfismos, éstos son Z, y &, @ Z,. Este es un
resultado ya conocido.

Es menos conocido cuando se aplica a grupos de 9 = 3? elementos. En este caso
podemos asegurar que solamente hay dos grupos de 9 elementos y ambos son abelia-
nos; sus modelos son Zy y Z, ® L.

Obsérvese que el corolario anterior caracteriza todos los grupos de orden p?, cuando
p es primo.

En los corolarios anteriores, la ecuacion de clases se usd para decidir resultados acerca de
la estructura de grupos de orden p? y p™. En lo que sigue la usaremos para deducir resultados
para grupos finitos de cualquier orden. Estos resultados se conocen con el nombre de Teore-
mas de Sylow.

- Deﬁ cion S 5:8 Sea{} un grupo de‘ grden:p“m c{m p prlm queno dmde am; todo
subgmpﬂ’deﬁ de axﬂen p" se dice que es un;p-subgrupo de Sy!nw deG. =

%% EBEiEmMPLOH. Como 12=22+3,en &, el subgrupo H generado por [3] es un 2-subgrupo
de Sylow de Z,, y el subgrupo K generado por [4] es un 3-subgrupo de Sylow de Z,.

%% EEMPLOL EnD,(10=5X%2),el grupo de las simetrias de un pentdgono, el subgrupo
H = <A> es un 5-subgrupo de Sylow y K = <B> es un 2-subgrupo de Sylow. El reticulo
de los subgrupos de D, es

<A3B> <AB> <B> <AZB> <A*B>

Tlustracién 4. Reticulo de D,
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Por tanto <B>, <AB>, <A’B>, <A’B> y <A*B> son todos los 2-subgrupos de
Sylow de D,

El primer teorema de Sylow, que expondremos a continuacién, afirma, precisamente, que
en todo grupo hay subgrupos de Sylow.

Teorema 5.5.9. (Prlmer tearema de Sylow) Seq G un gn]po dc ernieu p" m con. p
pnmo que no dmde am;en G existe al menos un pasuhgrupo de Sonw oo -

Demostracién. Realizamos la demostracién por induccién en el orden de G. SilGl =1 el
resultado es trivial. Supongamos que |Gl > 1 y separemos los casos en que p divida o no al
orden del centro de G, |Z(G)l.

Si p divide a IZ(G)], por el teorema de Cauchy para grupos abelianos finitos (teorema
5.1.1), Z(G) tiene un subgrupo N de orden p. Sea G' = G/N, cuyo orden es p" - 'm; por la hipé-
tesis de induccién G' tiene un subgrupo P' de orden p"~!. Seam: G — G'= G/N el homomor-
fismo candnico que transforma cada elemento en su clase de equivalencia, definido en la sec-
ci6n 4.3; sea P = 1!(P"), que es un subgrupo de G por la proposicién 4.4.4(b) y observar que
P/N =P'. Por tanto, P = NI IP'| = p"~! = p% o que prueba que P es un p-subgrupo de Sylow.

Supongamos ahora que p no divide alZ(G)l. La ecuacién de las clases conjugadas para G es

IGl = 1Z(G)| + Z [G: Cy(x)]
i=1
donde los x; son representantes de distintas clases conjugadas de G y no estdn en el centro de
G.Sip dn»ldlera atodos los [G: Cy(x))],i=1,2, ..., 1. p seria también un divisor de [Z(G)| ya
que p divide a IGl. Podemos, por tanto, asegurar que existe i tal que p no divide a [G: Culx)]
Sea H = Cy(x;) para este i; como p no divide a [G:H] = p"m/[HI, hemos de tener IHI = p°k con
p y k primos entre si; como x; € Z(G), H es un subgrupo propio de G y por tanto [HI < IGI.
Podemos aplicar la hipdtesis de induccion a H y obtener un p-subgrupo de Sylow de H que
tendrd orden p"; éste es, también, un p-subgrupo de Sylow de G. |

En la seceion 5.1 demostramos que todo grupo abeliano finito cuyo orden es un miltiplo
de un primo p tiene un elemento de orden p. El resultado, como ya anunciamos anteriormente,
es cierto para cualguier grupo finito.

_ Tenrema 5. 5.10 (I’mrema dg Cauchy) Sea ¢ un "'rup@ ﬁmr.o yp un prkme que
dmde alGl. Entomes G nef}e al gﬁn elemento d __\erden p v, portamo un s‘ubgmpo de
ordenp. e . -

Demostracion. Sea P un p-subgrupo de Sylow de G con IPl = p", Tomandoh e P, h#e,
el orden de hes p% 1 <ot <n. Si @'=1, hes de orden p. y hemos encontrado el elemento
descado. Si o> 1. sea x = h? ', entonces x £ ¢ y

xP=(hP" P =hr=g,

Por tanto, x es de orden p, ya que p es primo. L



162 5. Grupos: resultados sobre su estructura y clasificacion

Para demostrar el resto de los resultados de Sylow necesitamos usar el concepto de
subgrupos conjugados y de normalizador de un subgrupo.

El normalizador de un subgrupo H en G se defini6 con anterioridad en el gjercicio 12 de
la seccién 4.3; en ese ejercicio se pidié demostrar que N(H) es un subgrupo de G y que Hees
un subgrupo normal de N(H); ademés, H es normal en G si y s6lo si N(H)=G. Si no se han
demostrado estos resultados anteriormente, es el momento de hacerlo. (jNo son dificiles!)
También puede demostrarse que Ny(H) es un subgrupo de G.

*% EEMPLOJ. SeaS,={l, o o2, B. of. o B} el grupo de las permutaciones de 3 elemen-
tos, que se definio en la seccion 3.4 del capitulo 3 (véase, ademds, el ejemplo C de esta
seccién). Calcularemos los subgrupos conjugados de cada uno de sus subgrupos, sus
normalizadores y ¢l indice del normalizador en el grupo, para ilustrar el resultado que
enunciaremos después.

Subgrupos H Subgrupos conjugados Normalizadores N(H) [S5 : N(H)]
{r) {1} Sy 1
<0> <ol> K S, 1
<B> <B>, <ap>, <a?P> <p> 3
<of> <B>, <of>, <o?P> <of> 3
<02B> <B>, <of>, <0’B> <o2B>- 3

En el ejemplo anterior se observa que el ntimero de subgrupos conjugados de un subgrupo
H de un grupo G coincide con el indice del normalizador de H en G. La siguiente proposicion
es una generalizacion de este hecho.

Demostracién. Sea {(H) el conjunto de los subgrupos conjugados de H mediante ele-
mentos de Q: la proposicién quedard demostrada si establecemos una aplicacion biyectiva
enire {(H) y QINQ(’H). Para ello, definir f: {(H) — Q!NQ(H} mediante

flgHg™) = gNg(H).

La comprobacién de que f estd bien definida y es biyectiva se deja como ejercicio. 15
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El siguiente resultado cuenta los elementos de HK, para dos subgrupos cualesquiera de
un grupo en funcién de los elementos de H, de K y de H n K. Cuando H n K = {¢} este resul-
tado se pidié demostrar en el ejercicio 15 de la seccidn 4.2.

31:subgwp05 nmtm de Im grupo".' e —

I;emaSSH_*SrH y K s

iHK[ IHI IK! / ‘iH ﬂ Kl

Demostracién. Como K es un subgrupo de G, en HK puede definirse la relacién de equi-

valencia que produce clases de equivalencia médulo K; tenemos entonces HK = \J hK. Pero
e H

las clases de equivalencia hK no son todas disjuntas; de hecho, si h K=h.Ksetiene h,”'h, € K,
y como h,~'h, € H se deduce h,~'h, € H m K. Por tanto, h (HA K) = h,l(H ~ K) y. en conse-
cuencia, las clascq de equlvak,nua h,K y h,K coinciden si y sélo si coinciden h (HNK)y

h,(H m K). Asi pues, hay [H| / IH ~ KI dases de equivalencia disjuntas en HK modulo K,y
por tanto [HKI = (IH| / IH n KI) IKI. |

En el siguiente resultado usaremos ¢l concepto de p-subgrupo. Un p-subgrupo de G es
cualquier subgrupo de G cuyo orden sea una potencia de p.

Lema 5.5.14. Sea G un gr
un p wbgmpe de Sy’lOW de

QnNG(P) Qf‘-f’

Demostracién. Ya sabemos que P es un subgrupo de N o(P) (véase ejercicio 12 de la sec-
cién 4.3) y portanto Q " Pc Q Ng(P). Basta probar Ia inclusion Q m N (P) € P. Como
Q N Ng(P) es un subgrupo de N(P), Ll ejercicio 13 de la seccién 4.3 nos permite afirmar que
P(Q m N (P)) es un subgrupo de G. Usamos ahora el lema 5.5.13 para escribir

P(Q N N(P)I = IPI1Q N Ng(P)I/IP A Q A N(P)l = [P IQ A N4(P)I/IP ~ QI

Como Q es un p-subgrupo, 1@ N N,(P)ly IP m QI son de la forma p%, 0 < o < n; como
IPl = p" se tiene que P(Q M N(P)) tiene ps elementos; como P(Q N N,(P)) contiene a P y
p no divide a m, IP(Q m N (PNl = p". Esto prueba que P(Q N Ng(P)) = P, y por tanto
Q N Ng(P)  P. que era lo que querfamos demostrar. |
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Demostracién. Sea P un p-subgrupo de Sylow de G:sea L ={P. Py, ..., P_} el conjunto de
todos los conjugados de P, es decir, L.= {gPg': g € G} donde hemos tomado P, =P. Sea Q un
p-subgrupo de G y definiren L la siguiente relacién: P, ~ P, siy solo si existe g € Q tal que
qPq™' = P;. Es ficil comprobar que ~ es una relacioén de equivalencia en L; sean G, Gy, ...y G
sus clases de equivalencia, de manera que

WE=L y G§n§=0siiz]
=l
Por tanto r = ILI = [§,| + | + ... + I . Sea P;; un representante de {; y tomar {; la clase
de P =P; por la proposicion 5.5.12, 1§l =[Q: NQ(PEJ.)]. Puesto que N(P;) = NP Q, del
lema 5.5.14 se deduce

1G] = [Q: Ng(P1=1Q: Ng(P) n Q1 =[Q: QN P;l.

Queremos demostrar que r = |(p). Tomando Q = Pseobtiene || =[P: PN P I=1; ade-
mds, sii# 1, Py# Py por tanto P m P, es un subgrupo de P distinto de éste, por lo que [§l =
= [P: P NP1 > 1; como [Pl =p", |C;| debe ser un muiltiplode psii=2,3, ..., s. Por tantor =
=101+ 15,1+ ... +[C]=1+mp.conme N, lo que prueba r= 1(p).

Ya podemos demostrar el segundo teorema de Sylow. Sea Q un p-subgrupo de G y supon-
gamos, para argumentar por contradiccion, que Q no es un subgrupo de gPg~! para cualquier
g € G. En particular, Q no es un subgrupo de P nide P, paratodoi=2,...,syaque &stos son
todos los subgrupos conjugados de P; por tanto |§;| =[Q: QP> 1y Gl=1Q:QnPl>1,
i=2,...,s, de donde se deduce que p divide a IGLi=1,2,....,s.Comor= (SR AR (]
deducimos que p divide ar, lo cual es imposible ya que "= 1(p).

Esto muestra que existe g tal que Q es un subgrupo de gPg~!. Como todos los p-subgrupos
de Sylow tienen el mismo niimero de elementos, se deduce inmediatamente que dados P, y
P,, p-subgrupos de Sylow de G, existe g € G tal que 2P\ g1 =P,

Ahora es facil probar el tercer teorema de Sylow. Todo p-subgrupo de Sylow de G cs con-
jugado con P y por tanto L contiene todos los p-subgrupos de Sylow de P; asi puesr=n, y
como 1 = I(p) se deduce que n, cs congruente con 1 mddulo p.

Aplicamos ahora la proposicién 5.5.12con H=Py Q= G de manera que n, = [G: Ng(P)]:
por tanlo

n, = IGI/INg(P)| = p'm /ING(P)L

Pero P es un subgrupo de N (P) y [Pl = p?; por lo tanto INg(P)l = p"k, para algin nimero
entero positivo k, de donde se deduce que n, divide a m. ||

A continuacién mostraremos, en algunos ejemplos, resultados sobre la estructura de los
grupos finitos, que se deducirdn de los teoremas de Sylow. Varias consecuencias mas apare-
cerdn en las dos secciones siguientes.

%% EfEMPLO K. Enun grupo G de 10 =5 X 2 elementos el nimero ng de 5-subgrupos de
Sylow satisface ng = 1(5) y n5 divide a 2; por tanto ns = 1 y s6lo hay un 5-subgrupo de
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Fk

* %k

* ok

Sylow de este grupo. Si [lamamos P a este subgrupo, gPg! es otro 5-subgrupo de Sylow
de P para todo g € G y por tanto gPg! = P para todo g € G; esto muestra que P es un
subgrupo normal de G.

El nimero n, de 2-subgrupos de Sylow satisface n, = 1(2) y n, divide a 5; por tanto
n,=10mn,=>5. Parael caso n, = 5 tenemos un modelo en el ejemplo I, a saber D ; en
la seccién 5.7 mostraremos que este es el dnico grupo de 10 elementos con estas carac-
teristicas, salvo isomorfismos.

Sin, = 1, G s6lo tiene un 2-subgrupo de Sylow que tendrd que ser normal debido a
la proposicion 4.3.7 o al segundo teorema de Sylow. Si P es el 5-subgrupo de Sylow y Q
es el 2-subgrupo de Sylow y llamamos X e y a sus generadores, tenemos P N Q = {e} por
el teorema de Lagrange. Como P y Q son normales, X e y conmutan y por tanto xy tiene
orden 10 (véase ejercicio 8 de la seccién 4.3). Eneste caso G=PxQ=Z, @ L, ~ &,

EiemPLO L. En todo grupo G de orden 20 hay un subgrupo normal de orden 5; en
efecto 20 = 5 x 2% y por tanto ns = 1(5) y n; divide a 4. La tinica posibilidad es ng=1.
Asi pues, solamente existe un 5-subgrupo de Sylow, que, por ¢l segundo teorema de
Sylow, serd normal en G. '

EjempPLO M. Mostraremos que todo grupo G de orden 30 tiene un subgrupo normal.
Como 30=2x3x 35, ns=1(5) y ns divide a 6, por lo que ng es 1 6 6; adems, ny = 1(3)
y nydivide a 10, y por tanto ny es 1 6 10. Si ng fuera 6 a la vez que n, fuera 10, tendria-
mos 24 elementos de orden 5 y 20 elementos de orden 2, todos distintos, con lo que
tendriamos mds de 44 elementos en G. Esto muestra que G tiene un subgrupo normal
de orden 5 o de orden 3.

EsEmMPLO N. En un grupo G de 48 elementos hay un subgrupo normal de orden 16 o
de orden 8. Como 48 =3 x 2¢ .1, = 1(2) y n, divide a 3; por tanto n,=106 3. 8i n, =1
hay un subgrupo normal de orden 16. Si n, = 3, sean Hy K dos 2-subgrupos de Sylow
de G. Entonces H m K debe tener 8 elementos, pues si [H m Kl < 4, de la proposicién
5.5.13 deducimos [HKI > 16 x 16/4 = 64, 1o que es imposible. Por tanto, H m K es nor-
mal en H y en K, por lo que el normalizador de H m K contiene a H U K y debe tener
un orden que sea miiltiplo de 16 y divisor de 48, es decir, 48; en este caso H m K es
normal en G (ya que N(H nK) = G).

 tiene 'uh s6lo s‘u“'

- modulop, Ges B

Demostracién. Por el tercer teorema de Sylow, n, = 1(q) y n, divide a p; como p < q,
deducimos =T ¥ la primera parte del resultado se sigue del segundo teorema de S ylo\:;v. Si
q no-es congruente con 1 modulo p, del tercer teorema de Sylow se deduce n =1y por tanto
sdlo hay un p-subgrupo de Sylow, que serd normal.

En este caso, sean Q y P los subgrupos de Sylow de G de érdenes q y p respectivamente.
Como (p,q) =1, PN Q= {e}, y como son normales en G los elementos de Q conmutan con
losdeP.PortantoGzQxP:quzpzzpq‘ |
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EJERCICIOS 5.5,

1. Hallar las clases conjugadas de todos los elementos de Dy, el grupo de las simetrias de

un cuadrado, y sus centralizadores. Establecer un cuadro como el del ejemplo Cy com-
probar que se cumple la ecuacion de las clases conjugadas.

2. Escribir la tabla del grupo Qg descrito en el ejemplo D.

3. SeaPun grupo abeliano de orden p2 con p primo, en ¢l que todos sus elementos distintos
de la identidad tienen orden p. Demostrar que P es isomorfo a &, ® ZP.

4. Sea Gun grupo de orden p". donde p es primo, tal que [Z(G)l = p"~ !, Demostrar que G
es abeliano (usar el gjercicio 7 de la seccion 4.6.)

5. Encontrar todos los p-subgrupos de Sylow de D, (serfa conveniente dibujar el reticulo
de sus subgrupos).

6. Encontrar todos los p—subgrupos de Sylow del grupo T de simetrias del tetraedro regular
del ejemplo A de la seccién 5.1 (véase también el ejercicio 1 de la misma seccion). Serfa
conveniente dibujar el reticulo de sus subgrupos.

7. Encontrar los conjugados y los normalizadores de todos los subgrupos de orden 4 deD,,

y de todos los subgrupos de orden 3 de T (véanse problemas 5 y 6). En cada caso veri-
ficar que se cumple la prggosicié’n 5.5.12 para Q = D, y Q = T respectivamente.

8. Demostrar que la aplicacion [ definida en la demostracion de la proposicion 5.5.12 estd
bien definida y es biyectiva.

9. BEncontrar todos los subgrupos de Sylow de T, grupo de simetrias del tetraedro del ejem-
plo A de la seccién 5,1 y mostrar que son conjugados entre sf si tienen el mismo orden.
Comprobar que T = Ali(4).

10. Demostrar que todo grupo de orden 5 X 73 tiene un subgrupo normal de orden 125.

11. Demostrar que todo grupo de orden 312 tiene un p-subgrupo de Sylow normal para
algin primo p que divide al orden.

12. Probar que en todo grupo de orden 36 hay un subgrupo normal de orden 9, 0 de orden
18 o de orden 3.

En el texto se ha presentado una demostracién de los teoremas de Sylow sin recurrir al
concepto de accién de un grupo sobre un conjunto. Varios libros de texto utilizan este con-
cepto para explicar los mencionados teoremas. En los siguientes ejercicios daremos una idea
de esta téenica y pediremos al lector que la use para probar varios resultados, algunos de los
cuales ya han sido probados en el texto.

Sea X un conjunto y G un grupo. Diremos que G actia en X mediante la aplicacién
9 : G x X — X si @ satisface:

1) ofe,x)=xparatodox e X
2) o(ab, x) = @(a, @(b, x)) paratodo a,be G, x e X.
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13. Sea G, = {ae G: ¢(a, x) = x} el subgrupo de isotropia de x € X. Demostrar que G, es
un subgrupo de G para cada x € X.

14. En el conjunto X definimos la relacién x ~ y si y sélo si existe a € G tal que @(a, X) =y.
Demostrar que ~ es una relacion de equivalencia en X.

En el conjunto cociente X/ ~ la clase de equivalencia de X se llama érbita de x y la sim-
bolizaremos mediante O[x]; es decir O[x] = {x, € Xtexisteae Gy o(a, x) = X}

15. Demostrar laigualdad 10[x]| = IG/G, | (Sugerencia: definir una aplicacién biyectiva entre
O[x] y G/G)).

16. Sea G un grupoy ¢: G X G — G una aplicacién dada por ©(a, g) = gag=!.

i) Demostrar que G actua sobre sf mismo mediante la aplicacion 0.
i) Demostrar que G, es el centralizador de a en G,
i) Deducir la proposicién 5.5.3 usando este resultado y el gjercicio 15.

Sean x|, X, ..., X, representantes distintos de cada una de las érbitas de X, Porel problema 14

X = Z[OIX:'H'

Sea Xy ={x € X: @(g, x) =x para todo g € G}, es decir el conjunto de los elementos de
X cuya 6rbita solamente tiene un elemento. Si hay s de €stos,

r

IX| = [Xel + X |OIx]] -

t=8+1

17. Si G es un grupo de orden p" demostrar que |X| = [Xg| (p).

18. Sean Py Q dos subgrupos de un grupo G de orden finito. Sea P = G/P el conjunto de las
clases de equivalencia por la izquierda de P en G. Demostrar que Q actua en P mediante
la aplicacion & : Q x P — P dada por 8(y. xP) = (yx)P.

19. SiPy Q son dos p-subgrupos de Sylow de un grupo G de orden finito, demostrar que P
y Q son conjugados (usar los ejercicios 17 y 18). Este resultado es una parte del segundo
teorema de Sylow enunciado en el teorema 5.5.15.

20. Sea H un p-subgrupo de un grupo finito G.

1) Demostrar que [N(H):H] = [G:H] (p) (usar los ejercicios 17 y 18, este dltimo con
P=Q=H) '

i1) Deducir de i) que si p divide a [G:H] se tiene que p divide a [N(H):H] y en conse-
cuencia H = N(H).
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21. Demostrar que todo grupo finito G de orden p™m, con p primo que no divide a m, tiene
un subgrupo de orden p' paracadai= 1,2, ...,n (parai= I es el teorema de Cauchy;
proceder por induccidn en i).

5.6. GRUPOS SIMPLES Y GRUPOS SOLUBLES

Si un grupo G tiene un subgrupo propio normal N distinto de {e}, algunas de las propie-
dades del grupo G pueden deducirse a partir de las propiedades de N y del grupo cociente
G/N. Un resultado de estas caracleristicas estd contenido en el primer teorema de isomorfia:
el reticulo de los subgrupos de G que contienen a N es "isomorfo" al reticulo de los subgru-
pos de G/N, de manera que conociendo la estructura de G/N se conoce la estructura de los
subgrupos de G que contienen a N,

En este capitulo hemos tenido ocasién de presenciar como se utiliza este argumento en
dos demostraciones por induccién. En la seccién 5.1 la demostracién del teorema de Cau-
chy para grupos abelianos finitos tiene como razonamiento principal el encontrar un
subgrupo propio normal N y aplicar la hipétesis de induccién a G/N. El mismo argumento
usamos en la demostracién de uno de los casos del primer teorema de Sylow desarrollado
en. la seccién 5.5,

Se presenta una dificultad insalvable para hacer este tipo de razonamientos cuando el
grupo G no tiene subgrupos normales propios. En este caso, podemos decir que el grupo es
"sencillo" o, como se dice en matemdticas, simple.

Dﬁﬁmci@n 5 6 1.Un grupo. Ges »mmple si no tiene. subgrupofs normales propios dis-
tm(os de {e} :

Todo grupo de orden p, con p primo, es simple. No s6lo no tiene subgrupos normales pro-
pios no triviales, sino que ni siquiera tiene subgrupos propios no triviales como consecuencia
del teorema de Lagrange.

Por otro lado, si G es un grupo abeliano cuyo orden no es un primo, G tiene subgrupos de
orden cada uno de los primos que aparecen en la descomposicion de IGl (véase teorema 5.3.9).
Como G es abeliano todos estos subgrupos son normales y, por tanto, todo grupo abeliano
cuyo orden no es primo no es un grupo simple.

Entre los grupos no abelianos esta cuestion es sencilla si sus 6rdenes son muy pequefios.
En S, = {L, &, ¢ P, o, 02B} el subgrupo generado por of es normal y por tanto S; No s
simple. Como S, es isomorfo a Dy, éste tampoco es simple. En general, ningiin D, , el grupo
de las simetrias de un poligono regular de n lados (véase la seccidn 3.6) es simple, ya que el
subgrupo generado por A, giro de 2m/n radianes alrededor del origen, es un subgrupo normal
propio de D, . El grupo Q, del ejemplo D de la seccién 5.5 tampoco es simple ya que tiene
tres subgrupos de orden 4 que son normales en Q.
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Los teoremas de Sylow junto con el lema 5.5, 13 se utilizan para demostrar que los grupos
de ciertos érdenes no pueden ser simples. Si se repasan los ejemplos K, L, M y N de la seccién
5.5, se concluird que ninguno de los grupos de érdenes 10, 20, 30 & 48 pueden ser simples. El
corolario 5.5.16 es también un resultado acerca de la no simplicidad de grupos cuyo orden es
Pqcon py q primos distintos y p < q. Los razonamientos realizados en los ejemplos que aca-
bamos de mencionar son los que se pueden usar para realizar los tres primeros ejercicios del
final de esta seccion en los que se pide demostrar la no simplicidad de todos los grupos de un
cierto orden.

En 1963 los matemiticos W, Feit y J. W. Thompson lograron probar un resultado, conje-
turado por Burnside, acerca de los grupos finitos simples no abelianos.

__' .Téo_x‘em'aﬁ.ﬁ.'z; (Fe;t—',l‘hompson} ngﬁ_;gmpo finito. sifnple_im- abeliano es de

Los autores publicaron este resultado en un articulo titulado "On the solvability of groups
of odd order”, que ocup las 255 paginas del nimero 13 de la revista "Pacific Journal of

Mathematics" publicada en 1963.

Hemos encontrado una familia infinita de grupos simples, la de los grupos (abelianos) de
orden primo. Los otros cjemplos que hemos puesto son todos de grupos no simples. Para
encontrar otra familia de grupos simples es necesario estudiar algunos subgrupos de los gru-
pos de permutaciones de n elementos, S,- Convendria repasar, antes de continuar, la seccidn
4.8 dedicada a los grupos de permutaciones. Toda permutacién es par o impar; el conjunto de
las permutaciones pares forma un subgrupo de S, que se llama el grupo alternado de n ele-
mentos y que hemos simbolizado mediante Alt(n). Como IAlt(n)l = n!/2 YIS, =n!, Alt(n) es
un subgrupo normal de S, ¥, en consecuencia, ninguno de los grupos de permutaciones S_ es
simple,

La historia es diferente con los grupos Alt(n). Al(3) tiene 3 elementos ¥, por tanto, es sim-
ple. Alt(4) estd formado por todas las permutaciones pares de 4 elementos: es un £rupo iso-
morfo al grupo T de simetrias del tetraedro regular descrito en el ejemplo A de la seccién 5.1,
Estd formado por 8 elementos de orden 3 que son los giros alrededor de rectas que pasan por
cada uno de sus vértices y el centro del tridngulo equilétero Opuesto y que como permutacio-
fnes son

a=(123), o?=(132), PB=(124), Br=(142),
T=(134), P=(143), §=(234), & =(243).

Ademds tiene cuatro elementos de orden 2 que son simetrias con respecto a cjes que pasan
por los puntos medios de dos lados opuestos:

0,=(12)B4). 0,=(13)@24), o,=(14)23).

Alt(4) tiene un subgrupo de orden 4 que es normal (véase el ejercicio 4 al final de esta sec-
~ €i6n); por tanto Alt(4) no es simple.
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La situacién es diferente para Alt(n) si n> 5: todos ellos son simples. Esta serd nuestra
segunda familia infinita de grupos simples, lo que demostraremos en los resultados que siguen.

T Loma 563 Los ciclos de longind 3 generan Alim) sin23.

Demostracion. Todas las permutaciones de Alt(n) pueden escribirse como un producto
de un nimero par de transposiciones (véase corolario 4.8.7 y téngase en cuenta la definicién
de Alt(n)). Agrupamos las transposiciones de dos en dos. Los casos que pueden darse son (i j)
(k1) o (i) (il). En el primer caso

(pkh=G0kpak,
y en el segundo

G En==a1j.

Por tanto, todo elemento de Alt(n) puede escribirse como un producto de ciclos de lon-
gitud 3. JE

T Loma 5,64 Seant 55€ 11,2, . m), 1, % S Los 3-ciclos especiales de la forma
(g sei=h2, 0 iF L T # S, generan Ali(n) sin>3. S

Demostracién. Si (ij k) es un 3-ciclo podemos. escribir
(ijk) =(rgi]) (5] k)
Ahora
(1g 1) = (5 8¢3) (1 8o 1) (ry S5 s

lo que prueba el resultado deseado. =

~ Proposiciénss.

6.5. i N es un subgrupo normal de Ali(n), 1 > 3, que contiene un 3-

Demostracién. Sea r = (r;, s, 1) un 3_ciclo de N. Basta demostrar que los 3-ciclos (1 8 i)
son elementos de N para todo j distinto de 1y y 8y ¥ aplicar el lema 5.6.4. Es suficiente con
hacer el siguiente cdlculo sii# j: :

(1) 5" (g 86 D (L §) (x5 89)) = (7 S ))s

y observar que la parte izquierda es un elemento de N por ser N normal en Ali(n). &
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~ Proposicion 5.6.6. Ali(3) e

Demostracién. Sea N un subgrupo normal de Alt(5) distinto de {1}; la estrategia es
demostrar que N ha de contener un 3-ciclo y aplicar la proposicién 5.6.5. Seac e N, ¢ #1I:
G es una composicion de ciclos disjuntos y con signatura par, Los casos que pueden presen-
tarse, esencialmente diferentes, son:

ij)o=(ab)(cd) ii)a=(abc) i)o=(abecde)
Observar que 6 no puede ser de la forma (a b ¢) (d e) ya que ésta es una permutacién impar

y por la misma razén no puede ser de la forma (a b ¢ d).
Enel caso i) tomar e # 4, b, ¢, d (aqui usamos n =5 y observar que si p=(abe)

offo'l=(ab)(cd)(abe)(ab)(cd) (eba)=(abe) e N,

ya que N es normal. En este caso N contiene un 3-ciclo. No hay nada que mostrar en ¢l caso
i), ya que o es un 3 ciclo. Para el caso iii) observamos que

c'llabe)o(abey!l=(edeba)(abe)(abede)(ach)=(ace)e N,

va que N es normal. También en este caso N contiene un 3-ciclo. m

Teorema 5.6.7 Alt(n) es S(lm?}éés'i:n:.z% e i

Demostracién. Habiendo mostrado ya que Alt(5) es simple, procedemos por induccién en
n. Sean 26y N un subgrupo normal de Alt(n) distinto de {I}. Supongamos queexistec € N
talque o =1y o(i)=iparaalgiinie {1,2,....n}. Sea G, = {ooe Alt(n): aui) =i}, que es un
subgrupo de Alt(n) isomorfo a Alt(n— 1) ya que todos sus elementos dejan i fijo. Por la hipétesis
de induccion, G; es simple. Si definimos N'=Nn G, N'es un Qubgmpc normal de G, no trivial
yaquege N\ Fmonces N' = G, por la hipdtesis de induccién y por tanto G, esun subgrupo de
N. Por otro lado, si j # 1, G, = (I_]) Gij)yaquesiae G, B=Gj) t)t(|_|)—1 =@{j o]
satisface B(j) = j. Como (i _]) G (1})‘I <N, ya que G, es subgrupo de N y N es normal, tenemos
que G, <N para todoj=1,2, 5

Seate Alt(n) y escnbamos Tl= (_01 20,) (032 0y)=... o (05, o G,,) COMO una composicion
de un nimero par de transposiciones. Como n > 4, cada par de transposiciones deja al menos un
elemento fijo (el que no estd en ninguna de ellas), de donde se deduce que cada par es un clemento

de algin G, j = 1,2, ..., n. Como Alt(n) coincide con el subgrupo generado por U G;ycada G,
i =1
es un subgrupo de N, se tiene que Alt(n) = N. lo que prueba, en este caso, que Alt(n) es simple.
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La demostracion se terminard si logramos probar que paran = 6 existe |l € N que deja fijo
al menos un clemento i entre 1 y n. Si ¢ € N, escribimos ¢ como una composicién de ciclos
disjuntos; puede suceder que G contenga un ciclo de longitud superior a 2 0 que todos sus
ciclos sean transposiciones. .

Supongamos en primer lugar que 6 = (4, &, ...)0' tiene un ciclo (a, a, a ...) de longitud
3 o superior. Sea T € G tal que T(a,) = a;, T(a,) = 8, y Uay) # 25, lo que es posible ya que n
>4, Entonces 17! € Ny

167! = 7(a, a, a, o T = (8 8, Tay), ---)-

Al calcular p = o-'[to7T!], que es un elemento de N, se obtiene p(a;) =a,, y hemos con-
seguido el objetivo de que N tenga una permutacién que deja fijo un ientre 1 y n.

Supongamos, para finalizar, que 6 € N, 6 #1, es un producto de transposiciones disjuntas;
si 6 = (2, ,) (a; a,), © deja fijo ay y el resultado estd probado. Si

o =(a, a,) (aya,) (a5, ...
(aqui sc necesitan = 6) sea T=(a; a,) (a; as) € Alt(n); como tot ' e Ny
0T = (2, a,) (a5 8¢) (84 85) ..

se tiene que P =o"'[toT!] e Ny W(a,) =a,, con lo que también en este caso hay una per-
mutacién de N que deja fijo un elemento. Esto termina la demostracién de que Alt(n) es sim-
ple sin>35. El

En cierto sentido los grupos simples son los "dtomos" a partir de los cuales se pueden
"construir" el resto de los grupos finitos; juegan un papel andlogo en la descomposicién de un
grupo al que tienen los primos en el teorema fundamental de la aritmética.

= Deﬁnic:én 5. 6.8 Enun grupo G una cadcna de subgmpos =

pQ"Si pla [}dm todo =0 I : 2 o k I En una serze, cie cornposzuén ios grupoq

cocianée Hi, /H, se dt:nomman faetores de eamposmt)n

*% EIEMPLOA. En Z, las siguientes cadenas
([01} < <l4]> <<2]> <&,
([01) <<[10]><<[5]> < &y,

son series de composicién ya que todos los subgrupos son normales en Z,, (este grupo
es abeliano) y los factores de compdsicion son grupos ciclicos de orden primo, y por

B,

tanto simples. Observar que los factores de composicion de la primera cadena son

2, /<21>=0, <2B/<[4]>~ Z, <[41/10]}=
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y que los correspondientes de la segunda cadena son
Z,/<51>=Z;, <[5P>/<[10]>=%&, <[10]>/{[0]}=Z,.
En ambos casos los factores de composicién son los mismos salvo isomorfismos.
%% BIEMPLOB. Enel grupo Dy de las simetrias de un cuadrado, Dg = {1, A, A%, A3, B,AB,

A’B,AB} conA*=],B’= [ y BA = A3B (véase la seccion 3.6 para recordar la defini-
cion, y el ejemplo D de la seccion 4.5 para encontrar su reticulo), las cadenas

(I} € <AB>< <AB.A*> < Dy
{I} 9 <A%< <A>< Dy
son dos series de composicién cuyos factores de composicion son

Dy/<AB,A> =1, <AB,A%/<AB>=1%, <AB>/{l}=Z,

Dy/<A>=&, <A><A>=E, <AB/{I}=L,.

De nuevo los factores de composicién son los mismos salvo isomorfismos.

Observar que no es necesario que, en una serie de composicién, H, sea un subgrupo nor-
mal de G, sino selamente de H, , ,. En los dos ejemplos anteriores puede observarse que se
cumple el resultado que enunciamos a continuacion en el que se establece que todo grupo
finito tiene una serie de composicion "esencialmente tinica" en el sentido de que dos series de
composicion de G tienen factores de composicidn isomorfos.

.'."-I&_(;-} ~F

=0

La primera parte de este teorema es ficil demostrar y se propone comeo ejercicio al final
de esta seccidn. La segunda parte requiere comprobar un resultado téenico que recibe el nom-
bre de lema de Zassenhaus o "de la mariposa” debido a que la figura que suele trazarse durante
su demostracién semeja a uno de estos insectos. Mo demostraremos estos resultados. que no
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son mds que una aplicacién larga, pero sencilla, de los teoremas de isomorfia descritos y
demostrados en la seccién 4.5. El lector interesado puede consultar la bibliografia al final de
este libro.

Una vez conocido el teorema de Jordan-Holder, la clasificacién de todos los grupos finitos
requiere tener una lista completa de todos los grupos simples finitos posibles. Numerosos
matemdticos de todo el mundo han dedicado su esfuerzo a descubrir grupos simples. Nosotros
ya hemos encontrado dos familias infinitas de grupos simples: los grupos ciclicos de orden
primo y los grupos Alt(n) si n> 5. Hay 16 familias infinitas mds de grupos simples finitos, Io
que con las dos anteriores constituyen la lista completa de las 18 familias infinitas de grupos
simples finitos.

Pero también hay otros grupos finitos simples que no perlenecen a ninguna de estas fami-
lias. El primero de ellos fue descubierto por Emile Mathieu en el decenio de 1860, y tenia
7.920 =8 x9x 10 % 11 elementos. El sexto de estos grupos, que comenzaron a llamarse espo-
radicos, fue encontrado por Zvonimir Janko, que trabajaba en la Monash University (Austra-
lia), un siglo después que el anterior y tenfa 175.560 elementos. A partir de aqui se comenza-
ron a descubrir vertiginosamente varios grupos esporadicos simples nuevos, que culminaron
cuando en 1982 Robert Griess Jr., que trabajaba en el Institute for Advanced Study de Prin-
ceton, encontré un grupo simple de :

808.017.424.794.512.875.886.459.904.961.710.757.005.754.368.000.000.000

(= 8,08 x 10%3) elementos, al que se le conoce con el nombre de "el monstruo'. El "mons-
truo” hace el nimero 26 de los grupos esporddicos simples, algunos de los cuales [ueron des-
cubiertos después que éste.

Encontrar grupos simples esporddicos puede ser tarea tediosa. Pero disefiar un método
que permita encontrar todos ellos y llevarlo a buen puerto es una tarea mucho mas compli-
cada. En 1972, Daniel Gorenstein proponia, en unas conferencias impartidas en la Universi-
dad de Chicago, un programa para determinar todos los grupos finitos simples. Pensaba esle
matemético que su programa no estaria terminado hasta finales del siglo XX. Nadie contaba
entonces con M, Aschbacher, quien, recién terminada su carrera universitaria, dedicaria un
gran esfuerzo a trabajar en el programa de Gorenstein; logré demostrar varios teoremas sor-
prendentes en poco tiempo y, aunque en el resultado final también trabajaron olras personas,
Aschbacher fue el principal responsable de que el programa propuesto en la Universidad de
Chicago tardase solamente diez afios en completarse.

El resultado final es que sélo existen 18 familias infinitas de grupos simples finitos ¥
26 grupos simples esporadicos, Lodos ellos completamente descritos en la actualidad. Con-
seguir esto requirié més de 500 artfculos de investigacién publicados en aproximadamente
15.000 pdginas. Cuando Daniel Gorenstein escribié un articulo de divulgacion sobre esta
saga, que se publicd en Scientific American (edicién espafiola, Febrero 1982), lo titulo, y con
razén, "El teorema enorme”. El lector interesado puede consultar este articulo, y si desea
adentrarse en este fascinante problema puede leer el libro de M. Aschbacher resenado en la
bibliografia. '
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Otra clase de grupos que estudiaremos, debido a la importancia que tienen en la resolu-
cién de ecuaciones algebraicas mediante radicales, es la de los grupos solubles.

Definicion 5. 5.10. Un grupo G es soluble si existe una cadena de subgrupos de G
QUesamfm.cn <ol ST m LR e T

~ yen lague todos sus factores H, , / Hy, r_O 1 250

1+.1 -

% EJEMPLO C. EI grupo Dy es soluble ya que en el ejemplo B se encontré una serie con
factores isomorfos a (&,, +), que es abeliano.

*% EmEMPLOD. Todo grupo abeliano G es soluble yaque {e} <0 G es una serie con factor
abeliano.

** EmEMPLOE. Elgrupo S, de las permutaciones de 3 elementos, es soluble ya que
{I} 8 Alt(3) 9 S,
es una serie con factores S;/All(3) =&, y Alt(3)/{1} = &, (Recuérdese que 8, es iso-

morfo a D).
El grupo S, de las permutaciones de 4 elementos, también es soluble ya que

{1} <9 <(12)(34).(13)(24)>< Ali(4) < S,
€s una serie con factores

Sy /Al =T, Alt(4)/<(12) (34), (13) 24)>=

<(12)(34),(13)24)>/{1} =&, <L,

que son abelianos (consiltese el reticulo de los subgrupos de Alt(4) en el problema 4 al
final de esta seccién). Claramente, Alt(4) es también un grupo soluble.

En el ejemplo anterior se muestra que S y S, son grupos solubles. No sucede asi para S
sin =3, lo que es una consecuencia del teorema 5.6.7, en el que se muestra que Alt(n) es sim-
plesinzs,

'lberema 6.

. S, ¥ Alt(n) no son solubles.
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Demostracion. La tinica serie que podria tener S . sin>5, es {I} <0 Alt(n) <1 S debido
a que Alt(n) es simple (teorema 5.6.7): pero esta serie no tiene factores abelianos ya que Alt(n)
es un grupo no abeliano si n > 3. Un razonamiento similar sirve para Alt(n). |

El ¢jemplo E y el teorema 5.6.11 son la clave que permite probar que las ecuaciones alge-
braicas de grado inferior a 5 pueden resolverse mediante radicales, pero no asi las de grado
superior o igual a 5. El resultado fundamental, que se enmarca dentro de la teoria de Galois,
establece que una ecuacién algebraica es soluble mediante radicales sélo cuando un cierto
grupo asociado con la ecuacion es soluble.

En los ejercicios al final de esta seccién se pide demostrar algunas propiedades de los gru-
pos solubles. Terminaremos esta seccién dando una caracterizacion de los grupos solubles en
términos del subgrupo conmutador de un grupo.

Deﬁmcmn 5 6.12 S ""G islll gmpé}' Xy € G" el cﬁnmutador dexey se. deﬁne
methante xyl= x—iy— uenerade por todos los conmutadores de eLe— e
mﬂHIE)b de G, es decirG'= {[x, y] X ye G}> se ilamg el Subgrupo eenmutaﬂor de G

*% EieMpLO F. Si G es un grupo abeliano, [x, y] = ¢ para todo par x, y de elementos de
G: por tanto G' = {e}. El subgrupo conmutador de S, (S;)' es Alt(3). lo que en este
momento puede hacerse calculando todos los conmutadores de elementos de S, (alguno
puede obviarse ya que si dos elementos conmutan, su conmutador es la identidad).

po "E%.ibﬂ 5 :6:13 Sea Gun, gru;m,«fsl sttbgrupe conmutadm G‘ de G»és normd] en
- abeli lemds, si N esun @nbgrupo normal de G/N es abehau{) i y
"::“a\oio.w(}‘esunsubg\__pedel\! : o

Demostracién. Comenzaremos demostrando que G'es normalen G, Seage Gyx e G,
tenemos que probar que gxg! € G'. El elemento x es un producto de conmutadores; inser-
tando entre cada uno de los conmutadores que forman este producto el clemento e = g7'g,
basta probar que gla, blg' € G' para cada par a, b € G. Esto resulta sencillo:

[gag!, gbg 1= (ga'g") (gb~'g™) (gag™) (gbg ') = ga~'b'abg™' = gla, blg™".

Para mostrar que G/G' es abeliano sean xG' e yG' dos clases de equivalencia de G/G'. El
cilculo

(xG) (yG) = (xy) G' = (xy) ly, x]G' = (yx) G' = (yG) (xG)

muestra el resultado deseado.

Supongamos ahora que N es un subgrupo normal de G y que G/N es abeliano; entonces,
six.y € G, (xy)N = (xN) (yN) = (yN) (xN) = (yx)N y, por tanto, x"'y~IxyN = N, de donde se
deduce [x, y] € N; como G' es el mds pequefio de los subgrupos de G que contienen a todos
los conmutadores, G' es un subgrupo de N.
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Reciprocamente, supongamos que G' es un subgrupo de N; entonces.
(xN) (yN) = (xy) N = xy[y, x]N = (yx) N = (yN) (xN)
y por tanto G/N es abeliano. B

*% EJEMPLO G. En ocasiones es posible encontrar el subgrupo conmutador de un grupo
sin necesidad de calcular los conmutadores, Para el grupo Dy de las simetrias de un cua-
drado sabemos que Z(Dy) = <A%> es un subgrupo normal de Dy: como Dg / Z(Dy) es
abeliano, ya que tiene orden 4, de la proposicién 5.6.13 se deduce que (Dg)' es un
subgrupo de Z(Dy). Por otro lado, (D,)' no es {1} ya que D, no es abeliano y por tanto
(Dy)' = Z(Dg) = {I, A%},

Usando el concepto de subgrupo conmutador se puede construir una serie de subgrupos de un
grupo G. Sea G = G, GV =G, G? = (G"), y en general G+ = (GY)' es el subgrupo conmu-
tador de GV, Por la proposicion 5.6.13, GU* D es un subgrupo normal de G, =0, 1,2, ... La serie

G=6060, .., 6W, ..

se llama serie de conmutadores o serie derivada de G. Si existe un k € tal que G = (e}
la cadena finita

fe}=G0 < G&-Va < Vg GO=G

tiene factores, GW/GU * 1), abelianos segin la proposicién 5.6.13, y por tanto el grupo G es
soluble. Esta condici6n es una caracterizacion para los grupos solubles.

0= fe) puaalgin k20,

_ Teorema 5.6.14. Un grupo G es soluble siy sdlo s

Demostracin. Ya hemos comentado antes de enunciar el teorema la razén por la que un
grupo G es soluble si G® = {e} para algiin k = 0; es una consecuencia de Ia proposicién 5.6.13.
Supongamos ahora que G es soluble, de manera que existe una cadena de subgrupos

{e}=H, < H, ,< ..< H < H,=G

en donde cada factor H; ,/ H, es abeliano, i = 1, 2, ..., n. Demostraremos por induccién que
G es un subgrupo de H.. Esto es cierto parai =0y para i = 1 por la segunda parte de la pro-
posicion 5.6.13. En general, si suponemos que G~ " es un subgrupo de H, |, G' es un
subgrupo de (H;_)": como H, _,/ H, es abeliano, la segunda parte de la proposicién 5.6,13 nos
permite deducir que (H, )" es un subgrupo de H-[ y por tanto G < (H;_,) <H, que eralo que
querfamos demostrar. Como H_ = {e} tenemos G® = {e} y el teorema queda probado. B

*% EiEMPLO H. €omo Alt(n) es simple si n 2 5. (Alt(n))' es un subgrupo normal de
Alt(n) que no es {1} ya que Alt(n) no es abeliano y por tanto (Alt(n))' = Alt(n). En
general (Alt(n))® = Ali(n) para todo k=1, 2, ..., sin 2 5. Por el teorema 5.6.14,
Alt(n) no puede ser soluble sin = 5.
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Este resultado puede deducirse sin recurrir al teorema en el que se demuestra la
simplicidad de Alt(n) si n =5 (teorema 5.6.7); se indica como puede hacerse esto en
algunos ejercicios al final de esta secciodn.

EJERCICIOS 5.6

6.

10.

12.

14.

Demostrar que no hay grupos simples de orden 255=3 -5+ 17
Demostrar que no hay grupos simples de orden p'm con p primo y m < p.
Demostrar que si |Gl = 365, G no es simple.

Dibujar el reticulo de los subgrupos de Alt(4). (Véase ejercicio 5.5.6. Para demostrar que
solamente hay un subgrupo de orden 4, que por el segundo teorema de Sylow serd nor-
mal, usar un argumento para contar los elementos de Alt(4) si hubiera mds de un
subgrupo de orden 4.)

Demostrar que (&, +) no puede tener una serie de composicion.

Encontrar una seric de composicién en S, el grupo de las permutaciones de n elementos,
paracadan = 3.

. Encontrar un serie de composicién en &, x &, x Zs.

Un subgrupo normal maximal de un grupo G es un subgrupo normal M de G que no
coincide con G y tal que ningtin subgrupo normal propio de G contiene propiamente a
M. Demostrar que M es un subgrupo normal maximal de G siy sélo si G/M es simple.
(Sugerencia: usar el homomorfismo canénico ©t: G — G/M y el teorema de correspon-
dencia entre homomorfismos y subgrupos de la seccién 4.4)

Usar el ejercicio 8 para demostrar la parte i) del teorema de Jordan-Holder (teorema
5.6.9).

Demostrar que ¢l grupo D, de las simetrias de un poligono regular de n lados es soluble
para todo n = 3.

i) Sea G un grupo soluble y ¢: G — G' un homomorfismo de grupos que sea suprayec-
_ tivo; demostrar que G' es soluble.
i) Si N es un subgrupo normal de G y G es soluble, demostrar que G/N es soluble.

Sea G un grupo y N un subgrupo normal de G; demostrar que si N y G/N son solubles,
G es soluble (este resultado puede probarse manejando cuidadosamente el segundo teo-
rema de 1somorfia expuesto en la seccién 4.5).

Encontrar una serie de composicion de S, x S;. ;Es este grupo soluble?

Si Gy H son dos grupos solubles, demostrar que el grupo producto directo G x H es tam-

bién soluble.
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[5. Sean Ay B dos subconjuntos no vacios de G; definir [A, B] como el subgrupo generado
por los conmutadores de la forma [a, bl conae Ay be B. Sea H un subgrupo de G;
demostrar que H es normal en G si y sélo si [H, G] es un subgrupo de H.

16. Encontrar el subgrupo conmutador del grupo de los cuaterniones Qq. deserito en el ejem-
plo D de la seccién 5.5.

17. Demostrar que si G es un grupo no abeliano de orden p’, con p primo, G' =Z(G) (Usar
el ejercicio 7 de la seccidn 4.6, el corolario 5.5.6 y un argumento similar al del ejemplo
G de esta seccidn).

18. SeaD, =<{A.B:A"=],B2=[,AB=BA"-!}> ¢l grupo de las simetrias de un poligono
regular de n lados. Demostrar que (D,,)" es de indice 4 6 2 en D, segiin que n sea par o
impar,

19. Six, y.ze G demostrar que [x,yzl =[x, 2)(z '[x,¥]z), ¥ [xy. z] = (y7![x, zly)ly, z].

20. Encontrar los subgrupos conmutadores de S 4 Y Alt(4). Encontrar la serie de los conmu-
tadores de Alt(4).

21. Paracada par de elementos x, y € G demostrar que [x, y] =y, x]"! y deducir de aqui que
[A, B] =[B. A] para cada par de subconjuntos A ¥ B no vacios de G (véase la definicién
de [A, B] en el ejercicio 15 de esta seccién).

Los siguientes ejercicios han sido disefiados para poder demostrar que Alt(n) y 3, no son
solubles si n > 5 sin necesidad de conocer que All(n) es simple en estos casos.

22. Sean 25y N un subgrupo de S, que contiene a los 3-ciclos = (12 3)y B=(1 4 5).
Demostrar que (1 3 5) pertenece al subgrupo conmutador N' de N (Sugerencia: calcular

Les, BD.
Sean25yde S talqued(1)=a,8(3)=by 8(5) = c. Demostrar que 5(1 3 5)8 ' = (ab ).

- Sea G un grupo y N un subgrupo normal de G; demostrar que N', el subgrupo conmuta-
dor de N, es normal en G.

Sea N un subgrupo normal de S_, n = 5, que contiene a todo 3-ciclo de S, Usar los tres
problemas anteriores para deducir que el subgrupo conmutador N' de N contiene a todo
3-ciclo(abe)deS,.

1) Deducir del ejercicio 25 que si n = 5, los subgrupos conmutadores (S8, k21,de
S, contienen a todo 3-ciclo de S .
i) Deducir del resultado anterior que S, ¥ Alt(n) no son solubles sin = 5,
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5.7. GRUPOS DE ORDEN PEQUENO

En las secciones anteriores hemos probado varios resultados acerca de la estructura de los
grupos finitos. En el caso de los grupos abelianos conseguimos una clasificacion completaen las
secciones 5.3 y 5.4. En esta seccion nos ayudaremos de los resultados que hemos obtenido ante-
riormente para describir, en algunos casos, todos los grupos de un cierto orden y, en otros, para
descifrar el reticulo de sus subgrupos. En todos los casos el orden del grupo no superard a 15,
dejando para los ejercicios resultados acerca de algunos grupos de orden superior a este nimero.

Ya sabemos que todo grupo G de orden primo p es
ciclico y por tanto abeliano. En este caso G es iso-
morfo a (&, +) y el reticulo de sus subgrupos se des- Z
eribe en la ilustracion 3.

=

Sielordende Gespg.conpyqprimos,p<qyq
no es congruente con 1 mddulo p, G es ciclico y por p
tanto abeliano; esto se deduce de los teoremas de
Sylow y esta contenido en el corolario 5.5.16. Para
los grupos de orden menor o igual que 15 esto solo {01}
sucede si IGl =3 + 5 = 15 y por ¢l teorema de clasifi-
cacién de los grupos abelianos finitos G es isomorfo
a (&5, +); el reticulo de sus subgrupos se describe en
la ilustracion 6.

Tlustracién 5. Reticulo
de (zp, +), p primo

Si ¢l orden de G es p?, con p primo, €l corolario
5.5.7 muestra que G debe ser abeliano. Por tanto G es
‘\3 isomorfo a zp oa zp X zp. Si el orden de G es menor

<|3]> o igual que 135 este resultado se aplica a |Gl =4 =27y
|Gl =9 = 32, Los reticulos de los subgrupos de Z, y de
<{5J> Z, x &, son conocidos. Los de &y y &, x &, se descri-
ben en la ilustracién 7. Obsérvese que todo elemento
“0“ de Z, x &, distinto del neutro ha de ser de orden 3.

Tlustracién 6. Reticulo
de (&ys. +) .

Grupos de orden 6.

Conocemos dos grupos de orden 6: el grupo abeliano Z, = Z, x Z, y ¢l grupo S; =D
Los reticulos de sus subgrupos se indican en la ilustracién 8.

Demostraremos a continuacién que no hay, salvo isomorfismos, més subgrupos de
orden 6. Sea G un grupo de orden 6 =2 - 3, Por el tercer teorema de Sylow (véase el teorema
5.5.15)n;=1yn,=163.Sin,=1, G tiene un subgrupo normal Q de orden 3 y otro subgrupo
normal P de orden 2; por el teorema de Lagrange Q M P = {¢} y porel lema 5.5.13 QP =G;
de 1a proposicién 4.7.3, deducimos G=QxP=Z, x &, ~ &
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<[3]> ([0, [1D)> <([1], [0])> <(L1], [1D)> <([11. [2])>
3 3 \ /
{101} {([0, [OD}

Ilustracién 7, Reticulos de Zyy de Z, x 2,

\ms
N

<[2]>

<[3}>

[0]

Tlustracién 8. Reticulos de &, ~Z, x &,y de S; =D

Supongamos que n, = 3; sea Q un subgrupo normal de orden 3 de G (n; = 1) y P un
subgrupo de orden 2, que no serd normal en G. Por el teorema de Lagrange Q nP = {e} y por
ellema 5.5.13, QP = G. Por el teorema 5.2.7, G es isomorfo a Q X, P para algiin homomor-
fismo @: P — Aut(Q). Como Q = Zy, Aut(Q) = I(&,*) =~ (&.*,-) = ‘i, +), de acuerdo con el
ejercicio 12 de l4 seccidn 5.2 y el 9 de la seceidn 4.2; por tanto Aut(Q) tiene un generador a
de orden 2. Como P es de orden 2, P = <y> donde y es un elemento de orden 2. Como P sola-
mente tiene dos subgrupos, {e} y P = <y>, solamente puede haber dos homomorfismos cuyos
micleos sean estos subgrupos. Uno es el homomorfismo @, cuyo nicleo es P; por tanto. @,
es el trivial @,(e) = @,(y) = I; en este caso G =~ Q x P (véase el ejemplo G de la seccidn 5.2).
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Sea @ el homomorfismo cuyo miicleo es {e}; en este caso G = Q X, P =2y X, Z,, que hasido
descrito en el ejemplo I de la seccion 5.2, y es, salvo isomorfismo, el tinico grupo no abeliano
que puede existir. Hemos demostrado el resultado deseado.

Grupos de orden 10

Solamente hay dos grupos de orden 10, salvo isomorfismos, el grupo abeliano
Z,,~Z, x L.y el grupo D, de las simetrias de un pentdgono regular. El reticulo de los
subgrupos de D, se describid en el ejemplo I de la seccién 5.5. Un razonamiento andlogo al
que realizamos para grupos de orden 6 permite deducir el resultado que hemos enunciado al
comienzo de este parrafo. La tnica diferencia estriba en que el subgrupo normal Q serd de
orden 5 y por tanto Aut(Q) = I(Z;*) = (Z*. ) y es necesario probar que este grupo es ciclico.
Para ello basta observar que 2 ¢s un clemento de orden 4 en (Z.*, -). En este caso el grupo de
10 elementos es isomorfo a & x,, &,.

Grupos de orden 14

Si G es un grupo de orden 14, G esisomorfo a Z,, ~Z, x Z, 0 a D, el grupo de las
simetrias de un heptdgono regular. En el ejercicio 3 del final de esta seccién se pide demos-
trar este resultado y describir el reticulo de los subgrupos de cada uno de estos grupos.

Grupos de orden 12

Hay dos grupos abelianos de 12 elementos, Z,, = L, X B, y T x L, x X, = L ¥ L,
(véase la tabla de grupos abelianos al final de la seccidn 5.4). En el gjercicio 5 se pide descri-
bir el reticulo de los subgrupos de cada uno de estos grupos; para hacer el reticulo de los
subgrupos de Z, x &, x &, es conveniente recordar que lodos los grupos abelianos de 2. 3 6
6 elementos son ciclicos.

Conocemos varios grupos no abelianos de orden 12. El grupo T de simetrfas de un tetrae-
dro dado en el ejemplo A de la seccidn 5.1 es uno de ellos; este grupo es isomorfo a Ali(4) y
su reticulo se pidié describir en el ejercicio 4 de la seccion 5.6 (véase ilustracién 9).

Otro es D ,, el grupo de las simetrias de un hexdgono regular y otro, que no es isomorfo
a ninguno de los anteriores, es &, Xo Z, que fue descrito en el ejemplo L de la seccion 5.2.

Antes de describir los reticulos de estos grupos hacemos una observacion sobre los grupos
de orden 12. que es una consecuencia de los teoremas de Sylow.

Demostracién. Como 12 =22+ 3, n,=12)y divide a 3, por lo que n, puede ser | G 3:de
la misma manera n; = 1(3) y divide a 4, por lo que ny puede ser 1 6 4. Sin; = 1 el 3-subgrupo
de Sylow de G es normal y es un subgrupo de 3 elementos. Si n; =4 tenemos cuatro 3-subgru-
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pos de Sylow de G que contienen 8 elementos distintos y la identidad, que es el tinico ele-
mento que pueden tener en comtin. Como sélo quedan 3 elementos, solamente puede haber
un subgrupo de orden 4, es decir n, = 1, y el 2-subgrupo de Sylow es normal en G y es un

subgrupo de 4 elementos. ]
Alt(4)
3
4
<(12)(34),(13)24)>
4
4 4
2 2 <(123)> <(124)> <(134)> <234

3
<(12) (34> <(13)24> <(14) 23>

‘\N
2
{1

Tlustracidn 9. Reticulo de los subgrupos de Alt(4)

Obsérvese que Alt(4) es un grupo de 12 elementos en el que sélo hay un subgrupo de 4
elementos, <(1 2) (3 4), (13) (24)>.

Intentaremos descifrar el reticulo de los subgrupos de
D, ={L A, A% A3 A* AS, B, AB, A’B, A3B, AB, A'B}

donde A®=1, B2 =1, BA = A°B. El orden de cada uno de los elementos de este grupo se des-
cribe en la tabla siguiente:

Dy, I | A | A2| A3 A*| AS| B | AB |A’B|A%B|A*B|ASB

Orden I 6 3 /i 3 6 2 2 2 3 2 2

Tenemos, por tanto, siete subgrupos de orden 2 y un subgrupo de orden 3, que es
<AZ> = (I, A2, A%). Por tanto n, = 1. Como Dy, no es abeliano, n, = 3 (si n, = 1 tendriamos
G=1Z, x Z,) y, como no hay elementos de orden 4 en D5, los tres subgrupos de orden 4
deben ser isomorfos al grupo de Klein. Esto ayuda a encontrar estos subgrupos. Hay, ademas,
un subgrupo de 6 elementos, <A>, que tiene un subreticulo lineal.
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Finalmente tenemos el subgrupo <A?, B> que es de 6 elementos e isomorfo a S, por lo
que su subreticulo debe ser similar al de la derecha de la ilustracién 8. El reticulo de los
subgrupos de D, se describe en la ilustracion 10.

<A’ B> <AB,AB> <A’B,A’B>

7 )

<A'B> <AB> <AB>

Tustracion 10. Reticulo de los subgrupos de Dy, el grupo diédrico de las simetrias de un
hexdgono regular

Intentemos descifrar ahora el reticulo de los subgrupos del grupo Z, X &, descrito en el
ejemplo L de la seccién 5.2. El orden de cada uno de sus elementos es:

z, ¥ Z,; | §1o1, [OD01, [1D|101, [2DL0], [3DLLL, LOD{LLL, LID{CLTL (2D}, [B3D{21. [0 (21 |21, [2D) (21, 13]

Orten 1 4 2 4 3 4 ] 4 4 4 6 4

Como solamente hay dos elementos de orden 3, y ambos pertenecen al subgrupo gene-
rado por ([1], [0]) tenemos n, = 1. Por tanto n, = 3 ya que en caso contrario el grupo seria
abeliano. Como solamente hay un elemento de orden 2, no puede haber ningtin subgrupo iso-
morfo al grupo de Klein: los tres subgrupos de orden 4 serdn ciclicos. Estos son <([0], [1])>,
<([1], [1])= y <([2]. [1])>. Finalmente, sélo hay un subgrupo de orden 6, <([2], [2])>, que es.
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ciclico, ya que si hubiera otro subgrupo de orden 6 seria isomorfo a S, y necesitariamos 3 ele-
mentos de orden 2, que no los hay en este grupo. El reticulo de los subgrupos de Z, %o Z, sc
describe en la ilustracién 11.

z'%xcp z4

52

<(11, 12])>

3

<(0, 11> <11, [1D>  <([2]. [1])>

<«((11770> /y/v
3

<([0L, [2D)>

1,

{(L0]. TOD)}

2
3

Tlustracién 11. Reticulo de los subgrupos del grupo v A Xy Z, descrito en el ejemplo L de la
seccion 5.2

Los descritos anteriormente son todos los grupos de 12 elementos, salvo isomorfismos.
Esbozaremos la demostracion de este resultado y dejaremos algunos detalles como ejercicios.

Sea G un grupo de 12 elementos, sea V un subgrupo de G de 4 elementos (un 2-subgrupo
de Sylow de G) y T un subgrupo de G de 3 elementos (un 3-subgrupo de Sylow de G). Al
menos uno de ellos es normal en G por la proposicién 5.7.1. Ademds, V = Z,oV=Z xZ,
y T = Z,. Se pueden presentar varios casos que estudiaremos a continuacion.

CASO1:V <l G,V=2,yT~Z,

En este caso Aut(V) = (ZZ, +) y solamente podemos tener el homomorfismo trivial de T =
Z,en Aut(V). Eneste caso G=V X T = 212, -1,

CASO2:V< G V~Z,xZ yT~Z,

En este caso es mds dificil obtener todos los automorfismos de V; se propone como ejer-
cicio mostrar que Aut(V) = S; por tanto solamente hay un subgrupo de orden 3 en Aut(V) y
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supongamos que estd generado por . Si T = <y>, hay tres posibles homomorfismos de T en
Aut(V), a saber

Q. T—=AuV), ol=0, i=01,2

Con @, se obtiene el homomorfismo trivial y por tanto G = Z, x &, x &; los otros dos @,
¥ ©, producen grupos isomorfos (jcomprobarlo!) y por tanto sélo hay un subgrupo no abe-
liano de orden 12 con estas caracteristicas. Un modelo para este grupo es Ali(4).

CASO3:T< G V=&, yT=Z,

En este caso Aul(T)= (Zz, +) = <o> y hay exactamente dos homomorfismosde V = <x> =
= &,, donde x es un generador de V, en Aut(T) cuyos niicleos se corresponden con V y con
{e. x2}. El primero de ellos produce &, x &, = &, ,; el segundo produce un producto semidi-
recto &, X Z, que es el discutido en el ejemplo L de la seccién 5.2.

CASO4:T< G V=Z,xZyT~Z,

En este caso Aut(T) = &, = <6> y hay exactamente cuatro homomorfismos de V =2, X &,
en Aut(T) cuyos nticleos corresponden a 'V, {a}. {b} y (¢} donde V = {e, a, b, ¢}, a2=br=e,
ab = c. El primero de ellos produce el homomorfismo trivial y genera G = &, x &, x Z. Los
otros tres producen grupos isomorfos entre si. Un modelo para ellos es D,

Grupos de orden §

Como 8 = 27 los teoremas de Sylow no producen mucha informacién. Esto sucede, en
general, con todos los grupos cuyo orden es la potencia de un primo.

Hay tres grupos abelianos, no isomorfos entre si. de 8 elementos: Z, Z, X &, y &, x &, x
Z,. El reticulo de los subgrupos de Z es ficil de realizar; para hacer el rmcu]o de los ‘;uhUTup()f-}
de &, x &, comprobar que este grupo tiene cuatro elementos de orden 4 y tres elementos de
orden 2. Sus reticulos se describen en la ilustracion 12. En &, x &, x &, todos los elementos,
excepto el neutro. son de orden 2; describir graficamente su reticulo es complicado por la cantidad
de flechas que se entrelazan.

Conocemos dos grupos no abelianos: el grupo diédrico Dy de las simetrias de un cua-
drado y el grupo Qg descrito en el ejemplo D de la seceidn 5.5. Estos son todos los grupos
no abelianos de orden 8, salvo isomorfismos. El reticulo de los subgrupos de Q, puede verse
en el ejemplo que acabamos de mencionar y el de Dy en la seccion 4.5 (ilustracion 6 en el
ejemplo D).




