Mecanica Racional y Analitica (GAE)

ORBITAS: FUERZAS CENTRAES Y MOVIMIENTO
PLANETARIO. Primer parte

1. FUERZAS CENTRALES
Supongamos que tenemos una fuerza sobre una particula de masa m, de forma que:

a) siempre (ver dibujo) esta dirigida desde m hacia O
b) su magnitud depende s6lo (salvo constantes) de la distancia r desde O.

/F=f(rﬁ.?
m

v

Matematicamente una fuerza es central si:

F=F(r)t
donde Tes un vector unitario dirigido radialmente desde el origen.

El vector fuerza es siempre paralelo al vector posicion. El origen creador de la fuerza se
denomina centro del movimiento

Propiedades

1) Una fuerza central es siempre una fuerza conservativa. Las fuerzas conservativas no
dependen del tiempo y cumplen que su rotacional es nulo y que se pueden expresar
como el gradiente de su potencial con el signo cambiado:

V x F(r)=0
F(r)=-VV(r)

2) En los campos de fuerzas centrales el momento angular se conserva:

L=constante

Esto es debido a que el momento de fuerzas es nulo (T = T x F= U) ya que el vector
fuerza es siempre paralelo al vector posicién.
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3) Como consecuencia de lo anterior, el cuerpo sometido a la fuerza central se mueve en
un plano, la trayectoria de la particula se llama entonces ORBITA.

L

Un cambio en el plano del movimiento implicaria un cambio en la direccién del momento
angular, lo cual, como hemos visto no es posible

4) Ademas, si el momento angular es cero, el cuerpo describe un movimiento rectilineo
a través de la recta que lo une con el origen, cuya aceleracion no es constante
Ejemplos de fuerzas centrales

Los casos méas familiares de fuerzas centrales son las fuerzas de la gravedad y la
electrostatica, ambos ejemplos de fuerzas proporcionales a la inversa del cuadrado de la

2
distancia: F'(7) o< 1/7° oro ejemplo es el del oscilador arménico, con F(r) = Ty
con signo negativo.
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i La fuerza centripeta es una T 2 o
fuerza central.

La fuerza que actiia sobre un
planeta estd dirigida siempre hacia el Sol.
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2. ECUACIONES DE MOVIMIENTO

Para describir este movimiento usaremos coordenadas polares que son las mas apropiadas, ya
que, segin hemos dicho anteriormente, el movimiento de una particula en un campo de
fuerzas central tiene lugar en un plano.

X

H

Utilizando la definicion de fuerza central, y expresando la aceleracidn en coordenadas polares
obtenemos que:

Q= (F—r0) i, +(ro+270)i,

Utilizando la segunda ley de Newton, las ecuaciones del movimiento para una particula de
masa m bajo la accion de una fuerza central se expresan entonces en la forma:

M (7 —r6%) = F(r)

M(r6 + 2r6) = 0
Siendo M la masa de la particula
Sabemos que estas son ecuaciones diferenciales que una vez integradas nos permiten conocer

la posicion de la particula en funcion del tiempo, es decir, las funciones r(t) y &t).
De la ultima ecuacion es facil demostrar que:
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Mr20 = ¢ = constante.

(ver el problema 1 de la coleccidn de ejercicios).

En primer lugar debemos recalcar que la constancia de | no implica que la distancia al origen
de coordenadas (r) o la velocidad angular sean constantes. Lo que es constante es el producto
de ambas cantidades.

Si el campo de fuerza central se conoce, es decir si f(r) estd dado, es posible determinar la
Orbita o trayectoria de la particula , r(0) , o bien en su forma paramétrica (r(t), &t).) De la
misma forma, dado r(6) se puede determinar f(r)

3. CONSERVACION DE LA ENERGIA

La expresion de la energia cinética en coordenadas polares es

T = %m(vf +v] ):é(:m?"? +mr’6° ]

Luego. la ecuacién que expresa la constancia? de la energia del sistema es,

o

]. f 2 - 1 7 IT_
E= —(mf“ +mrté? )+ U(.r}: —mr- + — + U{r)
2" 2mr

Se puede interpretar esta tltima ecuacién como si la particula se moviera en un porencial

g

efectivo Ueﬁ —Ul(r)+ Fi

7

. El término en /* se denomina potencial centrifigo debido a que
2mr-

al ser derivado respecto de 7 da origen a la fuerza centrifuga mencionada anteriormente.

La ecuacion de la energia nos permite obtener la ley horaria de un movimiento central de
energia £ v cantidad de movimiento angular /. En efecto, despejando la velocidad radial de la ley
de conservacion obtenemos
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reordenando e infegrando.

)

+m) 2 r I
+ ‘[ (—(E—Deﬁ(r)) dr :Ia’r =r—1,

so\m d

obtenemos una expresiéon que permite hallar la ley horaria I'{f ) para cualquier potencial central.
Sélo para algunos potenciales el integral admite una expresiéon en términos de funciones

elementales. El signo a elegir dependera de las condiciones iniciales que deseamos ajustar. (Segun
la velocidad radial sea inicialmente entrante o saliente).

Frecuentemente en los movimientos centrales es de interés hallar la #ravecroria del movil
mas que su ley horaria. Un camino posible es eliminar el tiempo en términos del angulo & usando
para ello la conservacion de /.

La expresion para la velocidad radial puede descomponerse en
1/2
2 .
dr== —E—Def{r) dr .

mn _
a) Use la conservaciéon de / =mr°6@ para eliminar el tiempo de la ultima ecuacién en
términos de la variable angular &.

b) Integrando ambos lados de la ecuacién obtenida. muestre que la trayectoria puede

obtenerse de
< dr/r?

or)=6, 1
° J 2

o '\JII; (E - Utﬁ (’))
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4. FORMULA DE BINET

Existe una forma alternativa de obtener la trayectoria del moévil y para algunos campos
centrales es mucho mas efectiva que la descrita en el apartado anterior. Consideramos la variable

auxiliar — =1 . Usando la conservacion de la cantidad de movimiento angular

”

obtener expresiones para la velocidad v aceleracion radiales en términos de ¥ v sus derivadas

angulares. En efecto. éstas derivadas son
. odu d (1} 1 dr 17 m .
H =—=—|—|= = -
de délr, r>dé  r?e [
. d'u d ( m } mdt d .
U = = )

- de’ _E _7

- = —

1 dodt 16

De estas expresiones obtenemos facilmente,
2

" 2
mi=——uu"
n
v la ecuacion radial se transforma en
" m Flu)
u tu+——=-=0
* us

donde la funcién F esta definida por F (H) = f[l'(h‘ )] = f(l / 'H). Esta ecuacion es especialmente

facil de resolver para el movimiento Kepleriano (a ser discutido més adelante).

5. ALGUNAS DEFINICIONES

Un sistema solar esta formado por una estrella (como nuestro Sol) y objetos llamados planetas
que se mueven alrededor de él. La estrella es un cuerpo que emite luz, mientras que los
planetas no la emiten pero si pueden reflejarla. Ademas hay objetos que se mueven alrededor

de los planetas que se llaman satélites.

En nuestro sistema solar, la Luna es un satélite de la Tierra, y la Tierra es uno de los planetas
que se mueve alrededor del Sol. Ademas existen satélites artificiales hechos por el hombre

gue pueden moverse alrededor de los planetas o de sus lunas.

La trayectoria de un planeta o satélite se llama orbita. La maxima y minima distancia de un
planeta con respecto al Sol en su movimiento alrededor de éste se llama AFELIO Y

PERIHELIO, respectivamente.
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Equinoccio
21 marzo
primavera ; otofio

g *

| e

@ ey

Solsticio Saolsticio
22 junio 22 diclembre
VEerano - inviemo invierno - verano

T .
Equinoccio

23 settiembre
otofio - primavera

La méaxima y minima distancia de un satélite con respecto al planeta alrededor del cual se
mueven se llama APOGEO Y PERIGEO, respectivamente.

Apogeo - Perigeo de la Luna

Perigeo Appgeo
Dias™1 y 29 ___pfa 14

Julio 2008

Se llama periodo al tiempo que el cuerpo tarda en completar una vuelta sobre su érbita. A
veces se llama periodo sideral para distinguirlo de otros periodos, como el movimiento de la
Tierra alrededor de su gje.

El Afio luz o afo-luz es una unidad de longitud empleada en astronomia para medir grandes
distancias. Es igual a la distancia recorrida por la luz en un afio solar medio, 0 mas
especificamente, la distancia que recorreria un fotdn en el vacio a una distancia infinita de
cualquier campo gravitacional o campo magnético, en un afio Juliano (365.25 dias de 86400
segundos).

El afio luz no es una unidad de tiempo, sino de distancia. La luz tarda 8 minutos en viajar
desde el Sol hasta la Tierra. Nuestra galaxia, la Via LActea, tiene 100 000 afios luz de
diametro.

Tomando para la velocidad de la luz un valor de 300.000 km/s, un afio luz equivale en
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numeros redondos a 9.461.000.000.000 km, o bien a 63.240 Unidades Astronomicas
(UA), o también a 0,3066 parsecs.

Ningun objeto material puede viajar mas rapido que la luz.

6. LEYES DE KEPLER DEL MOVIMIENTO PLANETARIO

Antes de que Newton enunciard sus famosas leyes del movimiento, Kepler, usando datos
recogidos por Tycho Brahe, formuld tres leyes relativas al movimiento de lo planetas
alrederor del Sol

1) Cada planeta se mueve en una 6rbita eliptica con el Sol en uno de los focos (1609)

e Semieje mayor a=(r,+r7)/2

e Semieje menor b

o Semidistancia focal ¢

« Larelacion entre los semiejes es a’=b*+c?

e Laexcentricidad se define como el cociente e=c/a=(r,-r1)/(r>+r1)

1) El radio vector desde el Sol a cualquier planeta barre &reas iguales en tiempos iguales

v

La ley de las areas es equivalente a la constancia del momento angular, es decir,
cuando el planeta esta mas alejado del Sol (afelio) su velocidad es menor que
cuando esta méas cercano al Sol (perihelio). En el afelio y en el perihelio, el
momento angular L es el producto de la masa del planeta, su velocidad y su
distancia al centro del Sol.

L=m-r{-v;y =m-7y- 13
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2) Los cuadrados de los periodos de revolucion de los planetas son proporcionales a los
cubos de los semiejes mayores de sus Orbitas (1618)

TE
— = K = constante
JE
7. LEYES DE NEWTON DE GRAVITACION UNIVERSAL

Usando las leyes de Kepler, Newton pudo deducir la ley de Gravitacion universal entre el Sol
y los planetas, aunque luego la postulé como valida para todo el universo.

La fuerza gravitacional crea la aceleracion centripeta necesaria para el movimiento
circular:

GMm 02
e =m—

r r

27r

Al reemplazar la velocidad v por ( T )(el tiempo de una érbita completa)
obtenemos

2
4 .3

GM

Donde, T es el periodo orbital, r el semieje mayor de la 6rbita, M es la masa del
cuerpo central y G una constante denominada Constante de gravitacion universal

cuyo valor marca la intensidad de la interaccion gravitatoria y el sistema de unidades
a utilizar para las otras variables de esta expresion.

T° =

a interaccion entre dos cuerpos de masa M y m se describe en término de una fuerza
atractiva, cuya direccion es la recta que pasa por el centro de los dos cuerpos y cuyo
modulo viene dado por la expresion

A
7
-

F=0

G es la constante de la gravitacion universal G=6.67-10* Nm?%kg? y r es la distancia
entre los centros de los cuerpos
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Aceleracion de la gravedad

Se denomina intensidad del campo gravitatorio, o
aceleracion de la gravedad g en un punto P distante r del
centro del planeta de masa M, a la fuerza sobre la unidad de
masa situada en el punto P.

L]

F_ g
FH F

M £”

Supongamos que una particula de masa m se mueve desde la posicion A hasta la
posicion B en las proximidades de un cuerpo fijo de masa M.

oy H

=

Vamos a calcular el trabajo realizado por la fuerza de atraccién F.

F--c2;
F

El trabajo infinitesimal es el producto escalar del vector fuerza F por el vector
desplazamiento dl, tangente a la trayectoria.

dW=F-dl=Fdl-cos(180-0)=-F-dl-cosf=-F-dr.
donde dr es el desplazamiento infinitesimal de la particula en la direccion radial.

Para calcular el trabajo total, integramos entre la posicién inicial A, distante ra del
centro de fuerzas y la posicion final B, distante rg del centro fijo de fuerzas.

B
W=I—G%r:6@—f}@: _gMm|_[_ g
.?"2 ¥ F ¥ F
A A A A B

El trabajo W no depende del camino seguido por la particula para ir desde la posicion
A a la posicion B. La fuerza de atraccion F, que ejerce el cuerpo fijo de masa M sobre
la particula de masa m es conservativa. La formula de la energia potencial es
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N

E,=-G—

El nivel cero de energia potencial se ha establecido en el infinito, para r=c, E,=0
El hecho de que la fuerza de atraccion sea conservativa, implica que la energia total

(cinética mas potencial) de la particula es constante, en cualquier punto de la
trayectoria.

E=lmv2 + X =rcte
2 ¥
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