Mecanica Racional y Analitica (GAE)
DINAMICA DEL SOLIDO RIGIDO

1. INTRODUCCION

Al igual que vimos cuando estudiamos el tema de dinamica de una particula, la DINAMICA
es la parte de la Mecénica que estudia en este caso como se mueve un sélido rigido debido a
la accion de las fuerzas.

En los cursos de Fisica de 1° de ingenierias es habitual el uso del denominado momento de
inercia. No vamos a hablar en este curso de este concepto. Se puede repasar todo lo
relacionado con el calculo de momentos de inercia en el link:

http://momentosdeinercia.blogspot.com.es/

Se recomienda su lectura.

El link contiene aspectos como: definiciones, tablas, radio de giro, teorema de Steiner,
ejemplos de integracidn, péndulo fisico, productos de inercia, circulo de Mdhr, momentos de
inercia de figuras compuestas, productos de inercia, tensor de inercia y videos asociados.

Los conceptos de tensor de inercia y de productos de inercia quizas sean desconocidos para
un estudiante de 2° curso de ingenierias, por lo que en la primera parte de este tema
comenzaremos a repasar estos conceptos.

2. TENSOR DE INERCIA

El tensor de inercia de un solido rigido, es un tensor simétrico de segundo orden, que
expresado en una base ortonormal viene dado por una matriz simétrica, cuyas componentes
tensoriales son:

Ix _ny _sz
L={-P, I, -P,
_sz _Pyz Iz

O es un punto del sistema de referencia OXYZ.
Ix, ly, 1, son los momentos de inercia
Los Pj son los productos de inercia que ademas cumplen la propiedad :

PiJ:Pji
IX:I(y2+zz)dm . Iyzj(x2+zz)dm ; I2=Ix2+y2)dm
Py =Py :jxydm ; P,=P, = I yzdm ; P, =P, :Ixzdm

dm es el diferencial de masa del sélido rigido.

Si O es el centro de masas de la distribucién se llama tensor central de inercia | ..
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La matriz de componentes del tensor de inercia es real y simétrica. Por tanto:
* Los autovalores son reales.

* Los autovectores pueden tomarse reales, y son ortogonales.

* Se puede diagonalizar.

Vamos a repasar brevemente como se hace el céalculo de un producto de inercia.
Ejemplo:

Supongamos que tenemos una placa rectangular de lados a y b. Calcular los productos de
inercia respecto de los ejes X e Y y respecto de los ejes X’ e Y’.

Y Y’

b

o)

|

|

1

L}

|

|
v

Solucioén:

Para calcular el producto de inercia Py, respecto de los ejes X e Y (que no son de simetria)
tenemos que hacer la siguiente integral

a b

y2

2

a’b’> M a’h’® Mab

a b
|:>Xy:|:>yx:J'xydm:J‘xyc;dA:adexJ'ydy:aX?2 > 2 ab 4 4
A 0 0

0 0

o es la densidad superficial de masa (en kg/m?) que es la densidad que corresponde a una
figura plana.

Para hacer ahora el calculo del producto de inercia Py, respecto de los ejes X’ e Y’ (que si son
de simetria) tenemos que hacer la siguiente integral

S X2 2 y? :
P =Py Prydm=[ryedh o [ [ ydy =0 5] =0
2 2 L

Por tanto estos ejes X’ e Y’ son los denominados EJES PRINCIPALES.

&Ejemplo: Determine el tensor de inercia respecto de la placa plana triangular de la
figura. Suponga despreciable el espesor de la placa.

Y
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3. PROPIEDADES DE LOS MOMENTOS Y LOS PRODUCTOS DE INERCIA

Los EJES PRINCIPALES son las rectas o ejes formados por vectores propios del tensor
de inercia. Tienen la propiedad interesante de que un solido rigido que gira libremente
alrededor de uno de estos ejes no varia su orientacion en el espacio. En cambio, si el
cuerpo gira alrededor de un eje arbitrario que no sea principal, el movimiento de acuerdo
con las ecuaciones de Euler presentara cambios de orientacion en forma de precesion y
nutacion (revisar el tema anterior de cinematica del sélido rigido).

Al valor maximo y minimo de los momentos de inercia respecto de un eje que pasa por
un punto se les llama MOMENTOS PRINCIPALES DE INERCIA

Si un eje es de revolucién es principal y por lo tanto el momento de inercia 0 es un
maximo 0 es un minimo.

Respecto de los ejes principales los productos de inercia son siempre nulos.
Si por ejemplo el eje X es principal, P,,=Py, =0 aunque Y y Z no sean ejes principales.

Si un cuerpo tiene un plano de simetria, este plano es principal y cualquier eje
perpendicular a él es un EJE PRINCIPAL.

Todo eje perpendicular a dos principales es principal.

En ejes principales la expresion del tensor de inercia es:

(A0 0
lo=|0 B 0
0 0 C

Si A=B el tensor se llama cilindrico. Si A=B=C el tensor se llama esférico.

La mayoria de los solidos rigidos que vamos a estudiar en este tema seran CUERPOS
HOMOGENEOS DE REVOLUCION. Para estos cuerpos:

e Todos los planos que contienen al eje son de
simetria, y principales en todos sus puntos.

e Todas las rectas normales al eje son
principales en el eje, por ser normales a un
plano principal.

e El propio eje de revolucion es principal en
todos sus puntos por la ortogonalidad de las
direcciones principales: es normal al plano

—H—1 gue forman las rectas que lo cortan

ortogonalmente en cada punto.
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Ejemplo:

Calcular el tensor de inercia respecto del punto O y respecto del punto A para un cilindro de
radio R, masa My altura H.

AT
|
G
O

Solucioén:

A

ZG
P
]

X

El eje Z es de revolucion, por tanto es un EJE PRINCIPAL.

El eje X y el eje Y son principales porque son perpendiculares a un plano de simetria
(sefialado en el dibujo y que divide al cilindro en dos partes iguales).

1
I, =1, ==MR?
z Zs "
|, =1, =1MR?+-MH?
o Yoy 12

D En la expresion anterior hemos calculado el momento de inercia respecto de los ejes Xg e
Ys como la suma del momento de inercia de un disco respecto de estos ejes y de una varilla
respecto de un eje que pasa por el centro de masas.

& Ppara una figura plana (como lo es un disco) el estudiante debe recordar el teorema de los
ejes perpendiculares.
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Si queremos calcular ahora los momentos respecto de los ejes X, Y y Z que pasan por O
podemos aplicar el Teorema de Steiner (o de ejes paralelos).

1

lp =15, =1y, = MR* =C

L, =1y, =1y, +Md%xx, :%MR2+%MH2+M(HIZ)2 =A=B

1 1

ZMR?+-—MH2+M (H /2)? 0 0

A 0 0) |4 12
lo=[0 B 0]= 0 %MR2+éMH2+M(H/2)Z 0
0 0C 1,
0 0 S MR

Nos fijamos ahora en los otros ejes. X; es un eje que también es principal porque es
perpendicular a un plano de simetria.

Por tanto los productos de inercia Py:y:=pyiz:=0

(1, o 0
la=[ 0 I, -P,
0 - PY121 Iz1

Los ejes X; e Xg son también paralelos. La distancia entre los dos ejes es

2
H ~ ;
R? + [? sefialada en azul claro en la figura.

2=,
G Yol o
Z, g
A Y
R
X,
. X
Aplicamos el teorema de Steiner:
5 2
Iy _Ivre e Lmuzam| [Res[H
b4 12 2
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Los ejes Y; e Yg son también paralelos. La distancia entre los dos ejes es también

2
(3]
2

Aplicamos el teorema de Steiner otra vez para calcular Iz

1, :%MRZ +MR?

D Al aplicar el teorema de Steiner hay que recordar siempre que uno de los ejes debe pasar
por G y que los dos ejes deben ser paralelos. Segun esto, NO se puede aplicar el teorema de
Steiner entre los ejes X y X, a pesar de ser paralelos.

So6lo nos queda calcular los productos de inercia. Aplicamos también el Teorema de Steiner:
H
Plei = YoZe + Mdldz = O“r M ?R

En la expresion anterior hemos tenido en cuenta que Pyszs=0 por ser estos ejes principales, d;
es la distancia entre Y, e Yg y d, la distancia entre Z, y Z.

2 2
M; +MH +M(R?+(H/2)%) 0 0
= 2 2
la= 0 Mf MH +M(R2+(H/2)) —@
0 _ MHR 3MR’
2 2
Ejemplo:

Calcular el tensor de inercia respecto del punto G de la figura y respecto del punto A para una
esfera de radio R y masa M.
A/H&

Solucioén:

Calcular el tensor de inercia respecto del punto G de la figura y respecto del punto A para una

esfera de radio R y masa M.
A
X

X

Y=Y,
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Los tres ejes Xg, Yo Y Zg son de revolucion, por tanto son PRINCIPALES. Por simetria el
momento de inercia respecto a estos tres ejes son iguales:

A:B=C:§MR2

2

ZMR? 0 0
5
Te=| 0 2wmr? o0
5
0 0 2MR?
5

Para calcular los momentos de inercia respecto de los ejes que pasan por A aplicamos Steiner
(también son principales por ser perpendiculares a un plano de simetria).

Az%MR2+MR2 :%MR2 =C

2
MR 0 0
_ 2
[ = 2MR 0
0 7MR?
5

& No hemos tenido que aplicar el teorema de Steiner para B al tratarse del mismo eje.

4. ECUACIONES FUNDAMENTALES

Todos los problemas de dinamica del sélido rigido se basan en tres ecuaciones:
e Lasuma de fuerzas
e Laenergia mecénica

e El momento angular o cinético

SUMA DE FUERZAS
> F =Ma,
En la expresion anterior ag es la aceleracion del CG.

ENERGIA MECANICA

La energia potencial gravitatoria siempre se calculara midiendo la distancia desde el CG
hasta la referencia de potenciales

V = Mghg

Para un sélido compuesto se puede calcular por separado la energia potencial de cada uno de
los solidos o calcular el CG del conjunto.
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& o més conveniente es repasar como se calculan las coordenadas del CG por integracion
directa de lineas, areas y volimenes, y aplicando los teoremas de Pappus-Guildin (para lineas
y para reas). También hay que repasar cdmo se calcula el CG para figuras compuestas.

Para el célculo de la energia cinética hay que distinguir dos casos, si el sélido tiene o no
punto fijo.

e SOLIDO CON PUNTO FIJO

Si @ = pi +0j +rk es lavelocidad angular de sélido rigido, la energia cinética se calcula en
la forma:

_ Ix - ny - sz p
E, = %gﬂ D= %(p,q, N-P, 1, -P,|d| ., expresion que resulta muy
-k, =R, I, \r

complicada si no se trabaja en ejes principales.

En EJES PRINCIPALES

:%(Ap2 +Bq? +Cr2)

c

o o >
o W o
O o o
= O T

E :%J)T* =%(p,q,r)

expresion que resulta mucho mas sencilla

& Es importante destacar que para SOLIDO CON PUNTO FIJO la energia cinética solo
tiene el termino asociado a la rotacion, ya que la velocidad lineal (de traslacion) del punto fijo
es nula.

e SOLIDO SINPUNTO FIJO

0
E. == Mv,> +%a3|_* :%(p,q,r) 0 :%M\/G2 +%(Ap2 +Bg? +Cr?)
C

o o »
o W o

= O T

& Ppara SOLIDO CON PUNTO FIJO la energia cinética tiene el término asociado a la
rotacion y el término asociado a la traslacion (con la velocidad del CG).

MOMENTO ANGULAR O CINETICO
En ejes no principales
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I -P _sz p

_ X Xy
H=lo=|-P, I, —P,| g/, expresiontambién complicada.
- sz - Pyz Iz r

Siempre conviene trabajar en ejes principales

A0 0Yp
B q |= Api + Bgj + Crk
0 r

H: a_)z

0 0
0 C

Ejemplo:

Al cilindro de la figura de radio R, masa M y altura H se le comunican dos rotaciones. Se pide
calcular la enegia cinética y el momento angular o cinético respecto del punto A suponiendo
que el punto A es un punto fijo.

A
SRR
|

20

"8

A

Solucion:

Segun el ejemplo que ya hemos visto, para los ejes sefialados en rojo:

(1, o0 0
Ia=| 0 1, -PR,
0 _PY121 Iz1
@=pi +0j +rk = @ + 20k
L I, 0 0 Yoy |
E, = 0lo="0020) 0 1, Py | o :E(IYla)Z—4Pylzla)2+lzl4a)2)
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I, 0 0o Yo
Ho=| 0 1, =R, | o |=(,0-P,20)j+(PR 0+, 20K
0 - PY1Zl IZl 2w
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