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Mecánica Racional (GAE)
Tema 4: Cinemática del Sólido Rígido ( Teoría )
                                   Segunda parte

MOVIMIENTO EN TRES DIMENSIONES
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El movimiento más general de un sólido rígido es el resultado de sumar un movimiento de rotación en torno a un eje con uno de traslación a lo largo de ese mismo eje. En él, los puntos del sólido describen hélices, de ahí que se denomine MOVIMIENTO HELICOIDAL. Recibe además el nombre de TANGENTE, porque caracteriza la velocidad (la derivada primera de la posición) del mismo modo que una tangente.
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Sea   la velocidad de traslación y  la velocidad angular de rotación del sólido rígido. 
La velocidad de un punto genérico P, perteneciente al sólido y que no está situado sobre el eje de rotación, viene dado por:
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El vector resulta ser perpendicular a y a 
Por tanto la velocidad del punto P es la suma de dos vectores perpendiculares entre sí; uno asociado a la traslación el otro a la rotación, cómo muestra la Figura. De manera que el punto describe una trayectoria, que es una curva alabeada llamada  hélice. 
EJE HELICOIDAL TANGENTE 
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Es el eje del movimiento helicoidal, es decir, es el lugar geométrico de los puntos del sólido que en un cierto instante tienen velocidad mínima.
CÁLCULO DEL EJE HELICOIDAL
Sea un sólido rígido en movimiento, del que son conocidas su velocidad angular ( y la velocidad de uno de sus puntos vB.

Tomaremos dicho punto como origen del sistema de referencia, de modo que sus coordenadas son B(0, 0, 0)
El vector velocidad angular tiene tres componentes denominadas p, q y r (rotaciones según los ejes X, y y Z respectivamente).
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El vector velocidad del punto B lo escribimos en la forma: 
[image: image38.png]



Sea un punto P cualquiera del espacio de coordenadas P(x, y, z), aplicando la ecuación de campo de velocidades (recordad la primera parte de la teoría de cinemática del sólido) vamos a calcular la velocidad de ese punto.
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Para que el punto P sea un punto del Eje Helicoidal, su velocidad tiene que ser mínima y por tanto debe ser paralela a (. 
Dos vectores son paralelos si son componente son proporcionales.
Operando, obtenemos la ECUACIÓN DEL EJE HELICOIDAL.
(EJEMPLO:  Del sólido de la figura (un triángulo) conocemos su velocidad angular de de rotación y la velocidad del punto B. 
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Calcular la ecuación del eje helicoidal.
Puedes comprobar que es la siguiente : 
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Con la velocidad del punto B y la velocidad angular del sólido puedes calcular la velocidad de cualquier punto del sólido.
Cuando la velocidad mínima es NULA, el movimiento es una rotación alrededor del eje helicoidal, que en este caso recibe el nombre de EJE INSTANTÁNEO DE ROTACIÓN.
(Este eje contiene al CIR (centro instantáneo de rotación)
El análisis mostrado anteriormente está referido a un instante determinado y, así, la ecuación que define al eje instantáneo de rotación y deslizamiento, depende de los valores instantáneos de ω y de v0, de modo que representa una recta móvil en el espacio. En efecto, los vectores ω y v0 pueden variar de un instante a otro de modo que el eje instantáneo, en general, cambiará constantemente de posición, a lo largo del tiempo, tanto con respecto a un sistema de ejes fijos en el espacio, como con respecto a otro sistema de ejes ligados al sólido rígido y que se muevan solidariamente con él. 
AXOIDES 

En el transcurso del movimiento del sólido, el eje instantáneo modifica su posición con respecto a un sistema de referencia de ejes fijos en el espacio (XYZ), generando una superficie reglada que recibe el nombre de axoide fijo. Por otra parte, el eje instantáneo, en su movimiento respecto a un sistema de referencia de ejes móviles ligados al sólido (X´Y´Z´), genera otra superficie reglada que recibe el nombre de axoide móvil. Se comprende que, en cada instante, ambos axoides deben tener una recta común, que es el eje instantáneo correspondiente a dicho instante, de modo que ambos axoides son tangentes a lo largo de la recta mencionada. Además, en cada instante, el sólido rígido realiza una traslación o deslizamiento a lo largo de dicho eje o recta común a ambos axoides, con una velocidad vd que es la velocidad de traslación del movimiento helicoidal tangente, y que es simplemente la proyección del vector velocidad v de cualquier punto del sólido sobre el eje instantáneo de rotación y deslizamiento.
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En el caso, particular en el que uno de los puntos del sólido permanezca fijo durante el movimiento, ambos axoides generan en conos tangentes entre sí a lo largo de una generatriz y el movimiento continuo de Poncelet se reduce a una rodadura del cono móvil sobre el cono fijo, ya que no habrá deslizamiento por ser nula la velocidad de uno de los puntos del sólido. El sólido rígido (y el cono móvil al cual es solidario) gira con velocidad angular ω1 al mismo tiempo que el eje de ω1 gira con una velocidad angular ω2 alrededor de un eje fijo en el espacio. El resultado de estos dos movimientos combinados es una rodadura del cono móvil sobre el cono fijo, siendo el eje instantáneo de rotación (puntos de velocidad instantánea nula con respecto al sistema de ejes fijos) la generatriz común instantáneamente a ambos conos. Obviamente, será ω = ω1 + ω2, como se ilustra en la Figura, siendo ω la velocidad angular instantánea del sólido.

(Dicho de otra forma, la velocidad anular del sólido está siempre sobre el eje instantáneo de rotación.
(Axoide fijo: Figura de revolución que se obtiene al girar el eje instantáneo de rotación en torno a Z fijo

(Axoide móvil : Figura de revolución que se obtiene al girar el eje instantáneo de rotación en torno a Z’ móvil. 
ÁNGULOS DE EULER 

Mediante los ángulos de Euler se realiza la descomposición más general de la rotación de un sólido. Son tres componentes (PRECESIÓN, NUTACIÓN, ROTACIÓN PROPIA o SPIN ).
[image: image34.wmf]ω

r


PRECESIÓN 
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(Giro alrededor del eje Z fijo que transforma el triedro XYZ en UVW)
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NUTACIÓN 

Giro alrededor del eje U fijo que transforma el triedro UVW en (X1Y1Z1)
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 EMBED Equation.3  [image: image4.wmf]
ROTACIÓN PROPIA O SPIN

Giro alrededor del eje Z1 que saca a X1  del plano horizontal, y transforma X1Y1Z1 en el triedro móvil definitivo X´Y´Z´
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Vamos a ver las tres rotaciones con un ejemplo. Sea el cilindro de la figura.  Al girar en la vertical (precesión) cada uno de los puntos del sólido (cilindro) describe  circunferencias horizontales (señaladas en rojo en la figura).
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Al girar con una velocidad anular perpendicular al plano de la figura (nutación) cada punto del sólido describe ahora circunferencias verticales (señaladas en rojo en la figura). 






Al girar en torno a su eje de revolución, cada uno de los puntos describe las circunferencias señaladas en rojo en la figura.





(EJEMPLO:  El sólido de la figura (un disco de radio R) rueda sin deslizar sobre el plano horizontal. El disco está unido a una varilla, que a su vez está soldada a un punto fijo como se
muestra en la figura. Calcular los axoides del movimiento. 

Hemos identificado el EIR (señalado en rojo en la figura) uniendo dos puntos fijos. En este ejemplo  los axoides fijo y móvil son dos conos, el semiángulo de dichos conos dependerá de las dimensiones del disco y de la barra.
(No siempre los axoides son conos.
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En definitiva, el movimiento general del sólido rígido se puede representar de forma continua suponiendo que el sólido está ligado y se mueve solidariamente con una superficie móvil (axoide móvil) que rueda sobre una superficie fija (axoide fijo) al mismo tiempo que experimenta un deslizamiento a lo largo de la generatriz común instantánea. Tal representación del movimiento del sólido se debe al matemático y general francés Jean-Victor Poncelet (1788-1867).
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