[image: image1.png]Lg;q5,t) = T(gj. ;) = Ulg;. 45 1)



                                                                                                                                  

[image: image20.png]


                                                                                                                                  


Mecánica Racional y Analítica 
(GAE)

ECUACIONES DE HAMILTON

1. DIFERENCIAS ENTRE MECÁNICA NEWTONIANA, LAGRANGIANA  Y HAMILTONIANA

Muchos de los problemas resueltos en este curso de Mecánica racional y analítica se han resuelto a partir de las leyes de Newton. Sin embargo, como también hemos visto, no es la única forma de resolver los problemas de Mecánica.

La Mecánica Newtoniana  está fundamentada en un tratamiento vectorial (F=ma). Para determinar la dinámica de un sistema hemos de conocer todas las fuerzas aplicadas sobre el mismo. Y esto en sistemas no demasiado complejos se convierte en un trabajo que a veces resulta largo y costoso.

La Mecánica Lagrangiana y la Mecánica Hamiltoniana se fundamentan en la existencia de una función escalar (Lagrangiano o Hamiltoniano) que condensa toda la información dinámica de un sistema.


Estas funciones están determinadas por el principio de Acción. La acción es una función (mejor dicho un funcional) de las coordenadas y velocidades de un sistema, entendiendo por coordenadas y velocidades no a las típicas (x,y,z) sino a cualquier coordenada que identifique la posición y el desplazamiento del sistema, por ejemplo en un péndulo su ángulo, es lo que se conoce como coordenadas generalizadas, como ya vimos en el tema de las ecuaciones de Lagrange. En muchas ocasiones esta lagrangiana es la diferencia entre la energía cinética y la potencial del sistema. El Lagrangiano por lo tanto es una función puramente escalar que contiene toda la información dinámica del sistema.


El Lagrangiano da lugar a las ecuaciones de movimiento cuando resolvemos la ecuación de Euler-Lagrange. Estas son ecuaciones de segundo orden, hay derivadas segundas involucradas. A veces es más oportuno (y sencillo) hacer los problemas con ecuaciones de primer orden.


Podemos transformar el Lagrangiano en un Hamiltoniano, básicamente sustituyendo las velocidades por momentos a través de la transformación de Legendre. Y las ecuaciones de Euler-Lagrange, se duplican en un sistema de ecuaciones de primer orden que son las ecuaciones de Hamilton.

En sistemas simples el Hamiltoniano simplemente es la suma de la energía cinética y energía potencial del sistema.

La mecánica hamiltoniana fue formulada en 1833 por William R. Hamilton.

2. ECUACIONES DE HAMILTON

Dado un sistema con n grados de libertad y un lagrangiano dado por 
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Donde T es la energía cinética y U la energía potencial, definimos los momentos generalizados conjugados de las variables generalizadas como
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Se define la función de Hamilton como:
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diferenciando ambos miembros:
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Los términos en dqi  se anulan como consecuencia de la definición de los momentos generalizados:
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Igualando ahora los coeficientes en la ecuación anterior tenemos:
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Las dos primeras (2n ecuaciones) son las ecuaciones de Hamilton, la segunda nos la relación entre las derivadas temporales del Lagrangiano y el Hamiltoniano.

EJEMPLO

Consideramos una partícula de masa m unida a un muelle de constante k. Estudiar el sistema en la mecánica hamiltoniana y compararla con la mecánica de Lagrange.
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Escribimos el Lagrangiano: 
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Aplicando las ecuaciones de Lagrange:
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en la ecuación anterior qi=x.
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ecuación de 2º orden que corresponde al oscilador armónica, resuelta en el tema de oscilaciones.

Con la definición de momentos generalizados: 

[image: image16.png]



[image: image17.png]



[image: image18.png]et -t L 2 Ly
2 T




[image: image19.png]X+




Las ecuaciones de Hamilton son de primer orden
2
1
Universidad Alfonso X el Sabio


