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Mecánica Racional y Analítica (GAE)
ECUACIONES DE LAGRANGE

1. Leyes básicas de la mecánica clásica

Las tres leyes de Newton, junto con el principio de los trabajos virtuales pueden considerarse los fundamentos sobre los que se basa la denominada MECÁNICA CLÁSICA.


Sin embargo conviene señalar que estas leyes básicas pueden ser expresadas (matemáticamente) de varias maneras distintas, siendo las más importantes

· Principio de D’Alembert

· Ecuaciones de Lagrange

· Ecuaciones de Hamilton

(todas ellas son equivalentes)

2. Dos tipos generales de problemas

· Partiendo de unas fuerzas das requiere hallar el movimiento del sistema

· Partiendo de unos movimientos dados se requiere calcular el conjunto de fuerzas que producirán tales movimientos.

3. Coordenadas generalizadas. Grados de libertad

Como hemos ido viendo a la largo del curso, podemos emplear una gran variedad de coordenadas.

Así, por conveniencia, se usa el símbolo general q, para representar coordenadas (no importa su naturaleza). Por tanto q se denomina COORDENADA GENERALIZADA.

Indicaremos las n coordenadas de un sistema como q1,q2,q3,…,qn
Una de las primeras consideraciones en la determinación de un problema es la determinación del “nº de grados de libertad”  del sistema que se definen como EL NÚMERO DE COORDENADAS INDEPENDIENTES (SIN INCLUIR EL TIEMPO) QUE SE REQUIEREN PARA ESPECIFICAR COMPLETAMENTE LA POSICIÓN DE TODAS Y CADA UNA DE LAS PARTÍCULAS O PARTES COMPONENTES DE UN SISTEMA.

EJEMPLOS 

1 grado de libertad
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Una partícula restringida a moverse en una línea recta, por ejemplo 
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Un péndulo simple
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2 grados de libertad

Una partícula con libertad para moverse en contacto con un plano o sobre una superficie conocida: esférica, cilíndrica
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3 grados de libertad

Una partícula libre para moverse en el espacio (x,y,z)

Una placa que puede deslizar libremente sobre un plano (dos coordenadas para traslación y una para rotación)


[image: image5]
Es bien sabido que ciertas coordenadas son más convenientes que otras. Las coordenadas escogidas deben ser las más convenientes para resolver el problema, le experiencia y la práctica nos enseñará qué coordenadas son las más adecuadas.

4. Ecuaciones de ligadura o restricción

Las restricciones de un sistema pueden representarse por ECUACIONES DE LIGADURA O RESTRICCIÓN.

Por ejemplo, su la cuenta (masa) está restringida a moverse a lo largo de una recta en el plano XY la ecuación de ligadura será: la ecuación de la recta en cuestión: 
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 y si el alambre tiene forma parabólica: 
[image: image7.wmf]î

í

ì

=

=

0

2

z

bx

y


5. ECUACIONES DE LAGRANGE

Deducimos en primer lugar las ecuaciones de Lagrange para una partícula que se mueve sin restricciones.

Las ecuaciones del movimiento de Newton:
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son correctas aunque el movimiento esté restringido, porque Fx, Fy, y Fz incluyen cualquier fuerza de restricción que pueda estar actuando.

Si calculamos ahora (W (el trabajo hecho por la fuerza) al suponer que la partícula se desplaza un 
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(recordemos los trabajos virtuales)
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Sustituyendo Fx, Fy, y Fz:
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 EMBED Equation.3 [image: image14.wmf])
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Es decir
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 (1)

A esta ecuación se le llama ECUACIÓN DE D’ALAMBERT.
Al introducir en dicha ecuación las coordenadas generalizadas y realizar operaciones matemáticas se obtiene las ecuaciones de Lagrange

Por ejemplo, si el movimiento se halla restringido a una superficie, se requieren dos coordenadas generalizadas (q1, q2).

Así que expresamos x,y,z en función de q1, q2

x=x(q1, q2).

y=y(q1, q2)

z=z(q1, q2).

Por tanto:
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Entonces sustituyendo en la ecuación de D’Alambert (1):
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 EMBED Equation.3 [image: image21.wmf]2
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Como q1 y q2 son variables independientes, nos fijamos por ejemplo en el trabajo de q1, es decir, cuando sólo puede variar q1 ((q2=0)
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 EMBED Equation.3 [image: image25.wmf]1
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Usando ahora en la expresión anterior las siguientes relaciones:
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Sustituyendo y empleando relaciones semejantes para y y z:
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       Es decir:


[image: image28.wmf]1

1

1

1

1

q

z

F

q

y

F

q

x

F

q

T

q

T

dt

d

Z

Y

X

¶

¶

+

¶

¶

+

¶

¶

=

¶

¶

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

&


El 2º miembro de la ecuación anterior recibe el nombre de FUERZAS GENERALIZADAS. Operando de igual forma, obtendríamos una ecuación similar para q2.
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Las ecuaciones anteriores son las ecuaciones de Lagrange, y hay tantas cómo grados de libertad posea el sistema.

CUANDO LAS FUERZAS QUE ACTÚAN SOBRE EL SISTEMA SON CONSERVATIVAS (es decir provienen de un potencial), SE DEFINE UNA FUNCIÓN L LLAMADA LAGRANGIANA DE VALOR:
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En este caso, las ecuaciones de Lagrange se obtienen cómo:
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Siendo i=1, 2,…, n
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