MECANICA RACIONAL Y ANALITICA (GAE)
MOVIMIENTO DE EULER

1. ECUACIONES DE EULER

En esta seccion se deducen las ecuaciones que rigen el movimiento de un soélido rigido con un
punto fijo. Se supondra que el soélido estd sometido a la accion de un conjunto de fuerzas

aplicadas, cuya resultante es F y cuyo momento respecto al punto fijo es M

Ademas de las fuerzas aplicadas, existira una reaccion R en el punto fijo O. Segun hemos

—

visto, el momento angular o cinético H, respecto de un punto O viene expresado en funcion

0]
del tensor de inercia que define la geometria de masas del solido respecto a O. Trabajando en
EJES PRINCIPALES:

Hy = lo@ = Api + Bgj +Crk

El momento angular o momento cinético sera constante para un observador ligado al
movimiento del cuerpo (ejes moviles); en cambio, respecto del sistema de referencia fijo,
seria necesario considerar la variacion de sus componentes.

Asi, la derivada del momento angular o cinético respecto del tiempo tendremos que realizarla
de la siguiente forma.

=1lo %(pﬂr q + rIZ):

dt

pi +dj +rk) To-(pi)AT+q5)AT+r&)AIZ):
N

:|= (p p—+qj qd—J+r‘E+r%]=

-
=To- p|+qj+rk) @ATo-pf+5)ATo-qT+c?)ATo-rE)=
=To (pl +qj+rk)+ @ATo-<pT+-q]+rI2))

El tensor de inercia es constante, solo hemos derivado la velocidad angular, y en esta
derivada, derivamos las rotaciones p,q y r y los vectores unitarios.

La derivada temporal del momento angular o cinético es el momento de una fuerza, por
tanto:

- dH = - = = . .
M, = dto:Io-a)+a)/\lo-a):IO'a)+a)/\H0

Si p, gy r son constantes el primero de los términos seria cero.
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Vamos a ver ahora que expresion obtenemos aplicando las definiciones del tensor de inercia y
de la velocidad angular

- A 0 0)(p i ] k
- dH, .
MO = at =10 B 0] gl|+| p q r |=
0 0 C)\r Ap Bqg Cr

= (Apf +Bqj +Crk )+ i

qCr —Bar)+ j(Apr —Cpr)+K(Bap - Apg)=
BG+ pr(A—Cr))+k(Cr +qp(B-A))

M, =(Ap+qr(C-B))
M, =(Bg+ pr(A-C))
M, =(Cr+gp(B-A)

Estas ecuaciones corresponden a la expresion en componentes de las Ecuaciones de Euler

Para el calculo de la reaccion en el punto fijo se recurre al sumatorio de fuerzas:
F+R=ma,

En un movimiento de Poinsot (ver apuntes anteriores) los momentos son nulos

2. TIPO DE MOVIMIENTO EULER SENCILLO

Para que un movimiento de un sélido rigido sea definido como “Euler sencillo” se tiene que
cumplir:

e Elsolido tiene que ser de revolucion

e Hay momentos en el punto fijo

e No puede haber nutacion (no puede variar el angulo entre Z fijo y Z’ movil)

e Las componentes de la velocidad angular tienen que ser constantes.

¢ M o~ (l// A HO )m()viles

Ejemplo:

El solido de la figura esta formado por una particula puntual de masa 2M, una varilla delgada de
masa M y longitud 4R y un disco de masa M y radio R. Tiene fijo el extremo O. Rueda sin
deslizar sobre una superficie horizontal. Si gira con velocidad angular constante calcular la
reaccion normal entre el disco y la superficie horizontal.

M R
oM
o
4R M

Solucién:
En el punto fijo O ponemos unos ejes fijos y unos ejes moviles y dibujamos las fuerzas, el EIR y la
velocidad angular (contenida en el EIR).

Universidad Alfonso X el Sabio 2
Dra Laura Abad Toribio



X'=7
M
M
®COosN.
2M R
/a A
O
X )
wsena 4R X
()]
! N EIR
2Mg Mg Mg

e (Calculamos el tensor de inercia (el mismo que el del ejemplo anterior)

A=B :O+§M(4R)2 +GMR2 + M(4R)2j:%MR2 +%MR2 +M16R* =21,58MR?

C=0+O+%MR2

A0 0 21,58MR? 0 0
lo=|0 B 0|= 0 21,58MR? 0
0 0 C 0 0 0,5MR?

e Expresamos vectorialmente la velocidad angular (en ejes moviles) contenida en el EIR
= t/'/(— T)+ ¢k = wcosak —wsenai

p = —wsena
q=0
r'=wcosa

e (Calculamos el momento angular o cinético
I:IO =-21,58MR*wsenai +0,5MR*wcos ak
e (Calculamos los momentos de las fuerzas en el punto fijo
M, = Mg4R(~])+Mg2R(~]) + N6Rj = Mg6R(~]) + N4R]j
Recordar siempre que el momento es un vector, por tanto habra que escribir el vector unitario
correspondiente.
- dl:i i s - -
M, = dto =lo-o+adAH,
El primer término de la derivada es cero por ser las rotaciones constantes. Sélo hay que calcular el
segundo término.

M, = (‘// A |:lo )m()viles

El eje X’ que coincide con el eje Z vertical siempre se mantiene fijo, por tanto la velocidad angular
corresponde a la precesion expresada en moviles.
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=X’

i j K

Mg6R(—])+ N4Rj = — wsena 0 0
-21,58MR*wsena 0 0,5MR’@cosa

Mg6R(-])+ N4Rj =0,5MR*wcos o - wsenaj
—~Mg6R + N4R =0,5MR*@” cosa - sena seria la solucion

B 0,SMR’@” cosa - sena + Mg6R

N4R =0,5MR*®” cosa - sena + Mg6R = N R

_ 0,5MRw’ cos - sena + Mg6
4

N

siendo a=14°.

Se pueden preguntar muchas cosas en este tipo de problemas, por ejemplo, la velocidad angular
para que se levante (en este caso N=0), las reacciones en el apoyo, la velocidad angular para que la
reaccion normal sea por ejemplo el triple que el peso, la mitad del peso etc.

Vamos a ver estos ultimos casos:
Triple que el peso

_ 0,5MR®” cosx - sena + Mg6 Mg6

3Mg 1 :>3Mg—T=O,5MRa)2cosa-sena
3Mg ‘Mf & 1,5Mg
=a)2 = s =w2
0,5SMRcos« - sena 0,5SMRcos« - sena
39 _,
Rcosa-sena
Universidad Alfonso X el Sabio 4

Dra Laura Abad Totibio



Mitad del peso
Mg 0,5MRw’cosa -sena + Mg6 - Mg Mgé
2 4 2
Mg
0,5MRcosa - sena
Este ultimo caso no es compatible con el movimiento descrito ya que la velocidad sale imaginaria.

=0,5MR®@* cos - Sena

En otros casos podremos conocer la velocidad angular del solido si nos dan como dato sus
componentes.

3. TIPO DE MOVIMIENTO EULER GENERAL

En el Euler general también hay momentos en el punto fijo, al igual que en el Euler sencillo. Para
que un movimiento de un soélido rigido sea definido como “Euler GENERAL” se tiene que
INCUMPLIR alguna de estas condiciones:

e Elsoélido tiene que ser de revolucion

e No puede haber nutacion (no puede variar el angulo entre Z fijo y Z’ movil)

e Las componentes de la velocidad angular tienen que ser constantes.

Es decir, o bien el sélido no es de revolucion, o bien hay nutacion o las componentes de la
velocidad angular no son constantes.

Ejemplo:
El s6lido de la figura esta formado por una particula puntual de masa 2M, una varilla delgada de
masa M y longitud 4R y un disco de masa M y radio R. Tiene fijo el extremo O. Si se le aplican dos
rotaciones en la forma indicada en la figura, calcular la relacion entre las dos rotaciones para que
descienda y se coloque horizontal.

M
2M
0‘)1
Solucion:
e Calculamos el tensor de inercia (el mismo que el del ejemplo anterior).

A=B :O+%MR2 +(iMR2 + M(4R)2):21,58MR2

C =0+0+%MR2
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A 0 0) (21,58MR? 0 0
lo=|0 B 0|= 0 21,58R? 0
0 0 C 0 0 0,5MR?

e Dibujamos las dos posiciones del solido, los ejes fijos y moviles en la posicion inicial y en una
posicidn genérica y las rotaciones en las dos posiciones (inicial y genérica)

VA A
Z

oY "o

e (Calculamos la velocidad angular en las dos posiciones (inicial y genérica).

EN MOVILES 1111111
c?):—w17+a)zlz @Zy)Senﬂ?+(!/)COSH+¢))|Z+9.(—j)
p=-o p =ysend
q=0 q=-6
r=ow, r=ycosd+¢

e (alculamos la energia mecanica en las dos posiciones. La referencia de potenciales la tomamos
en el punto fijo.

Posicion inicial:
E=E, +E, =%(Ap2 +Bg’+Cr’)+E, =%<21,58MR2a)12 +0,5MR2a)22)+ Mg4R + Mg2R
Posicion genérica:

E=E +E, =%(Ap2+Bq2+Cr2)+ E, =

:%(21,58Mszzsen26’+ 21,58MR?6” +0,5MR*(y/ Cosé?+gb)2)+ Mg4R cos @ + Mg2R cos &

Respecto al calculo de la energia potencial se puede calcular separando las energias potenciales de
cada uno de los cuerpos rigidos que componen el so6lido, o calculando la energia potencial total con
el peso total del solido (masa total por gravedad) y la distancia del centro gravedad del solido
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compuesto a la referencia de potenciales. A veces es mas sencillo lo primero, que es como lo
hemos hecho en este ejemplo.

e Aplicamos conservacion de energia mecanica.

%(21,58MR25012 +0.5MR%@,” )+ Mg6R = %(21,58MR21//23en29 +21,58MR26? +0,5MR*(y cos &+ )’ }+ Mg6R cos 0

e (Calculamos el momento angular o cinético en las dos posiciones.
Posicion inicial

H, =-21,58MR@,i +0,5MR”w,k

Posicion genérica

H, =21,58MRysené —21,58MR*¢ +0,5MR*(y cos 0 + ¢ )k

e  Aplicamos conservacion del momento angular en el eje Z’ movil
(H o’ k )posicién inicial — (H o’ k )posicién genérica
(- 21,58MR20/T +0,5MR?w,K )- K = (21,58MRysendk —21,58MR6 +0,5MR? (7 cos 0+ oK )- K
0,5MR@, = 0,5MR* (i cos 0 + ¢) = @, = (7 cos 0 + )
e Aplicamos conservacion del momento angular en el eje Z fijo.

En la posicion inicial Z fijo y Z° movil coinciden. En la posicion genérica el vector unitario en la
direccion de Z fijo hay que proyectarlo en moviles.

VA A

g

k

=cos6k +sendh

kfijo = kmévil fijo

(F'O ) k )posicién inicial — (F'O ’ (COS a< + Sena_’))posicién genérica
(- 21,58MR?0,T +0,5MR? 0,k )- K = (21,58MRysendi - 21,58MR6 + 0,5MR?(j cos 0+ p)K )- (cos ¢k + seni )

0,5MR’@, = 0,5MR?(y7 cos @ + ¢)cos & + 21,58MRysen’d
0,50, = 0,5( cos & + ¢)cos 6+ 21,58ysen’6
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(Por qué podemos decir que se conserva la componente H, del momento angular? La razén es que
todas las fuerzas implicadas en el problema son paralelas al eje Z o cortan al eje Z.

Si desciende y se coloca horizontal £=n/2 (deja de haber nutacion).
Para este angulo

%(ZI,SSMRZa)Iz +0.5MR’m, )+ Mg6R =%(21,58MR21//2 +0,5MR(p) )
W, =
0,5
0,50, = 21,58y ; ’
’ V2158
Sustituyendo estos valores de spin y precesion en la ecuacidn de conservacion de energia
obtenemos que:

w, =y

2
La1,58MR2 0 +0.5MR0,” )+ Mg6R = 1| 21,58MR?[ 2205, | +0.5MR%w,’
2 2 21,58
%(21,58MR2w12)+ Mg6R =%(MR20,0126022)

—%(21,58MR20)12)+%(MR20,012)0)22 =Mg6R

- (1 0,79Rw,’ )+ (0,007 Rw,’ )= g6 |latltima ecuacion es la solucion

Ejemplo:
El solido de la figura es un cilindro de M, radio R y longitud H. Tiene fijo el extremo O. Si se le
aplican tres rotaciones en la forma indicada en la figura, calcular la relacion entre las tres rotaciones

para que descienday forme 60° con la vertical.

R

Solucién:
e Calculamos el tensor de inercia.

2 2
A=B=0+ MR’ +(%MH2 +M(H /2)2): LM

C :O+0+%MR2
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2 2
MR> MH 0 0
A0 O 4 3 ) )
lo=|0 B 0= MR™  MH 0
4 3
0 0 C 0 0 0,5MR?

e Dibujamos las dos

posiciones, los ejes fijos y moviles en la posicion inicial y en una posicion genérica y las
rotaciones en las dos posiciones (inicial y genérica)

VA A

& =ysendh +(y cos @+ @)k +O(—j)

p =ysend
q=-0
r=ycosf+¢

e (Calculamos la energia mecanica en las dos posiciones. La referencia de potenciales la tomamos
en el punto fijo.

Posicion inicial:

_ _1 2 2 2 1 2 2 H
E=E +E, —E(Ap +Bq"+Cro)+E, =3 Ao, +Cwo, +Mg?
Posicion genérica:
E=a+Ep:%A¢+B¢+cﬁpf;=%@¢%m@+A¢+c@m%9+@ﬁ+Mg%ame

e Aplicamos conservacion de energia mecanica.
%(Aa)l2 +Bw,’ +Ca)22)+ Mg % = %(Ay)zsenzéw A6” +C(yrcos O+ (/‘))2)+ Mg %cos@

e (Calculamos el momento angular o cinético en las dos posiciones.
Posicion inicial

= - - _

H, =-Aaoi +Ba, ] +Cao,k

Posicion genérica
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H, = Aysenéi —B@j +C(y cos&+ @)k

Aplicamos conservacion del momento angular en el eje Z’ movil

—

(HO ’ IZ)posmlon inicial (H k)posicién genérica
(- AayT + B, T+ Caok )-K = (Aysendi — AG +C(yrcos+ gk )-K
Cw, = C(ycosf+¢)=w, = (y cosf+ )

e Aplicamos conservacion del momento angular en el eje Z fijo.
En la posicion inicial Z fijo y Z’ movil coinciden. En la posicion genérica el vector unitario en la
direccion de Z fijo hay que proyectarlo en moviles.

VA A
Z

—

k..

movil fijo

|

—

kK, =

fijo

=cos6k +sendh

=~

(I:i ’ Iz)posicién inicial (l:i ’ (COS az + Sena_’»posici()n genérica

( Ao +Ba,] +Caw,k ) k = (Ay)sen@iﬁ ~AG +C(ycos@+ go)lZ) (cos612+ Senéiq)
Cw (1// cos@+¢)cos€+ Aysen’d

Si desciende y se coloca horizontal formado 60° con la vertical, deja de haber nutacion.
Para este angulo

%(Amﬁ +Bw,’ +Ca)22)+ Mg% :%(Al/)zsen260+C(1/) cos60+(b)2)+ Mg %cos 60
1 2 2 2 H 1 . 1) H 1
—|Aw’ +Bw,” +Cw,’ |+ Mg—=—| Ay? = +C|y—+ +Mg—-—

2( | 3 ) ) g > ( 4 4 (‘//2 (0) j g D)

w, = (y cos60+(b):(t//%+(/)j

Cw, = C(y cos 60 + ¢)cos 60 + Aysen’ 60
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1
W, — —=Y
22 3A
Sustituyendo en la ecuacion de energia mecanica

1 H 1 1
E(Aa)lz +Bw,’ +Ca)22)+ Mg~ =5[A(Ca)2 >

1(x » 2\ 1 1 4Y3 H H
—|A®’ +Bw,’ )-—| A Co,—— | = |=Mg—-Mg—
2( “ w3) 2[A( @y 3Aj 4} 95~ V95

I 1
E(Aa)12+Ba)32)—§(AC2a)2 LRI
1

1 1 H
Ao’ +Bo,’)-—| C’w,’ — |=-Mg—
2(”1 a)3)2( 2 3A 93

1(, > NETA! H
~(Aw® +Bao,®)-~| C?0, > — |=-Mg—
2( : ) 2( “ 3A] 9%

La tltima ecuacion es la solucion, con los valores de A , B y C calculados anteriormente

I{({MR* MH?*) , (MR*> MH?) ,
— + o + + o, |-
2 4 3 4 3

2116 3)__|v|gH
4

2
1| ( MR? 5
211 2 (MRZ
3
4
w,’ 1 =- gE

4 ’ 3 MR?> MH?2 4

4 3
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