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UN TEOREMA DE SIERPINSKI

Manuel Moran

Se llama continuo a un espacio topoldgico compacto, conexo y Hausdorff. El siguiente
resultado se debe a Waclaw Sierpinski (1882-1969).

Teorema. Un continuo no es union numerable no trivial de cerrados disjuntos.

Demostracion. Por reduccién al absurdo suponemos X = Uk21 F}, con los Fj, cerrados dis-
juntos y al menos dos de ellos no vacios: 2 < #{k : Fy, # @}. Afirmamos que:

(1) Eziste un continuo X1 C X tal que X1 NF1 =@ y2 <#{k: F,NX; # o}.

En efecto, si F} = & basta tomar X; = X, por tanto supondremos F; # @. Por hipdtesis
existe i1 # 1 con F;, # @. Por ser F} y F;, compactos disjuntos en un espacio Hausdorff,
existen abiertos disjuntos U D Fy, V D Fj,. Més atin, V N U = &, pues si hubiera un punto
x € VNU, por ser adherente a V su entorno U tendria interseccién no vacia U NV # @.

Ahora, como Fj, es no vacio, tomamos x € F;, y consideramos la componente conexa
C(z) de xz en V. Claramente C(z) es un continuo, y por construccién C(x) N F; = &. Vamos
a ver que

(2) C(x) coincide con la interseccién de todos los conjuntos B C V que contienen al punto
son a la vez cerrados y abiertos en V.

Denotemos esa interseccién A = (| B. Cada uno de los B es abierto y cerrado en V por
tanto BN C(x) es abierto y cerrado en C(z). Como ademds BN C(z) # & (contiene al punto
x), concluimos que BN C(z) = C(x), esto es C(x) C B. En suma, C(z) estd contenido en
A = B. Para el otro contenido A C C(x), probaremos que

(3) A es conexo.

Supongamos A = K U Ko, con K1, K cerrados disjuntos de A. Como A es cerrado en
V, que lo es en X, los dos conjuntos K1, K son cerrados en X y por tanto compactos. Por
ser X Hausdorff, existen dos abiertos disjuntos W7, Wy de X tales que W7 D K1y Wa D Ko.
El punto z estard en uno de los K, por ejemplo z € K; C Wj.

De A = (B C Wi UWs; tomando complementarios resulta |J(X \ B) D (X \ Wi) N
(X \ W3). Este ultimo conjunto es cerrado en X, luego compacto, y podremos extraer un
subrecubrimiento finito

U (X\ B) 5 (X \ 1)1 (X \ W),
finito

Tomando complementarios de nuevo:
m B C Wy UWs,
finito

y la interseccién finita de la izquierda, que denotamos By, es un conjunto abierto y cerrado
de V' que contiene al punto x. Ahora observamos que
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(4) By = BoN'Wy es un subconjunto abierto y cerrado de V' que contiene a x.
Ciertamente, como W7 y W5 son disjuntos y By C Wy U Ws tenemos
BonWiy :Boﬂ(X\WQ),

y el lado izquierdo de esta desigualdad nos dice que el conjunto es abierto, mientras el lado
derecho nos dice que es cerrado.

De (4) deducimos que Bj es uno de los B que intervienen en la interseccién A = () B.
Por consiguiente

K, CA=(\BcC BjcCW,
luego Ko C W1 N Wy = @.

Todo esto muestra que no podemos escribir A como unién de dos cerrados disjuntos no
vacios, luego A es conexo y queda probado (2): C(z) = A.

Para completar la demostracién de (1), observemos que si C(x) ¢ V, como C(z) C Jj, Fr,
debe existir i # i1 con F;, N C(z) # @, y X1 = C(x) serfa el continuo buscado. Asi que
veamos que efectivamente

() Cz) £ V.

Pero, si C(z) = (B C V, tomando complementarios
Ux\B)ox\v,
y como X \ V' es compacto, debe haber un subrecubrimiento finito

U &x\B)>x\V.

finita

De nuevo complementando, obtenemos (g1, B C V. Tal interseccion finita es: (i) abierto en
V, luego en V, luego en X, y (ii) cerrado en V, luego en X. Ademds, contiene al punto ,
y como X es conexo, resulta que coincide con todo X. Hemos llegado a una contradiccion:
X CcVyX\V DU # @. Esto completa la demostracién de nuestra afirmacién (1).

Ahora, podemos repetir todo el argumento con X; = |J, F N X1 para obtener otro
continuo Xo C X7 tal que Xy N Fo, = @ y al menos dos cerrados Fj, N X9 no vacios. Es claro
que por induccién, empezando con Xy = X, obtenemos una coleccion numerable de continuos
encajados X, C X,,_1, n > 1, tales que

X, NF,=2 vy 2<#k:FnX,#a}
Es claro que esta sucesién de cerrados X, tiene la propiedad de la interseccién finitas:
Xin---NX, =X, #0g,
para cualquier p > 1, luego como X es compacto, (), X, # @.

Por fin, sea z un punto de esa ultima interseccién. Al estar z en X, podemos encontrar
un Fj que lo contiene, y por ello:

ZEFkﬂanCFkﬂXkZQ.
n

Este absurdo termina la demostracion del teorema. O



Tlustremos la utilidad del resultado anterior con un ejemplo:

Ejemplo. FEn un conjunto numerable Z con la topologia Tor de los complementos finitos
todos los caminos son constantes.

Consideremos un camino o : [0,1] — Z continuo para Jop. Por ser ¢ una aplicacién
continua y ser los puntos k € Z cerrados en Top, 0~ (k) es cerrado en [0, 1]. Ademds dados k
y [ distintos, todas las imagenes inversas F, = o~ !(k) son cerrados de [0, 1]. Como claramente
los F}; son disjuntos y recubren el continuo [0, 1], por el teorema de Sierpinski existe un tinico
o~ 1(k) # @ y por tanto [0,1] = o7 1(k), o lo que es lo mismo o[0,1] = {k}. Es decir, o es
constante. U



