TOPOLOGIA ELEMENTAL

Muestras de examen



Febrero 2007

TEORIA

1. Definir el producto de dos espacios topoldgicos.
2. Definir compactificacion de Alexandroff.
3. Marcar verdadero (V) o falso (F) segin corresponda.

(1) La adherencia de una unién es la unién de las adherencias.

(2) Toda aplicacién continua suprayectiva es identificacién.

(3) La imagen continua de un espacio Lindeldf es siempre Lindelof.

(4) La unién de dos conjuntos disjuntos nunca es conexa.

(5) Las componentes conexas son conjuntos abiertos.

(6) Dos espacios con el mismo grupo fundamental son necesariamente homeomorfos.

PROBLEMAS

1. Se considera en X = R x Z la topologia T producto de la usual 7, en R y la de los
complementos finitos T en Z.
(1) Estudiar la continuidad de la aplicacién f: (X,7T) — (R.T,) : (¢, k) — t — k.
(2) Probar que si M C X es compacto, entonces:
(i) M N (R x {k}) es compacto para cada k € Z, y
(ii) existe L > 0 tal que |t| < L para todo (¢, k) € M.
(3) Demostrar que el conjunto

M= {(1,0}uJ0.1- 4 % {k}

k>1
es compacto. | Es cerrado?

(4) Estudiar si una unién finita
0,1] x {h} U U[0,1] X {y)
es un conjunto conexo. ;Y la unién infinita (J,5,[0, 1] x {k}?

2. Sea X C RR3 el tronco de cilindro {2? + y? = 1, -2<2<2}, y sean E, F C X las dos
circunferencias {22 +y?* =1,z = 1}, {2 +y* = 1,2 = —1}. En M se considera la relacién
de equivalencia

p=(z,y,2) ~p = (2/,y.2) siysblosi p=p" 0 z=2"=+1 0 2=2"=-1.

(1) Encontrar un subespacio de R?* homomorfo al espacio cociente M/ ~.
(2) Calcular el grupo fundamental de M/ ~.
(3) ;Es cierto en general que al hacer un cociente el grupo fundamental se simplifica?



Septiembre 2007

TEORIA

1. ;Cuéando se dice que una aplicacion continua es abierta?
2. Definir espacio simplemente conexo.
3. Marcar verdadero (V) o falso (F) segin corresponda.
(1) La adherencia de la interseccién es la interseccién de las adherencias.
(2) Si todos los puntos de un espacio son cerrados, el espacio es Hausdorff.
(3) Todo subespacio cerrado de un espacio compacto es también compacto.
(4) Todo espacio con una base numerable de abiertos es separable.
(5) La imagen continua de un espacio conexo es asimismo un espacio conexo.
(6) Toda aplicacién continua no suprayectiva de un espacio en una esfera es homato-
pa a una aplicacién constante.

PROBLEMAS

1. Se consideran en el plano R? los tridngulos semiabiertos de vértice (a,b) € R* y
anchura € > 0 definidos por

U={(z,y) ER*:2—y>a—b, v+y>a+b a<z<a+te},

y equipamos R? con la topologia T que tiene todos esos tridngulos por base de abiertos.
(1) Calcular la adherencia (en T) de un tridngulo semiabierto U.
(2) Estudiar si (R? T) es Lindelof. ;Y localmente compacto?
(3) Demostrar que los tinicos conjuntos conexos para esta topologia son los puntos.
(4) ;Existe alguna topologia T; en R tal que T sea la topologia producto T3 x T17 /Y
tal que (R? T) sea homeomorfo a (R?, Ty x T1)?

2. Sea S C R? el conjunto
{(z,y) : =1 <2<1,0<y <1}
En S se considera la relacion de equivalencia definida por las relaciones
(z,9) ~ (z,9); (Liy) ~(0,y); (2,1) ~(2',1) para0 <z < 1.

(1) Encontrar un subespacio de R?® homeomorfo al espacio cociente X = S/ ~.
(2) Mostrar que X es simplemente conexo.
(3) {Es X homeomorfo a una esfera?



Febrero 2008

TEORIA

1. Enunciar alguna condicion suficiente para que una unién de conjuntos conexos lo sea
también.

2. Definir cuando dos espacios tienen el mismo tipo de homotopia.
3. Marcar verdadero (V) o falso (F) segun corresponda.

(1) El interior de la unién de dos conjuntos es la unién de sus interiores.

(2) Si un espacio tiene una base numerable de abiertos, las adherencias se calculan
mediante limites de sucesiones.

(3) Una aplicacién continua biyectiva de un espacio compacto sobre un espacio
Hausdorff es un homeomorfismo.

(4) Si un espacio no es conexo, su imagen por una aplicacién continua tampoco es
conexa.

(5) Las componentes conexas por caminos son subconjuntos cerrados.

(6) Dos espacios con el mismo tipo de homotopia son necesariamente homeomorfos.

PROBLEMAS

1. En el plano R? se considera la topologia T de la que una base consiste en los cuadrados
abiertos de centro un punto arbitario p € R? y lado arbitrario e > 0, menos los puntos
# p de las dos diagonales.

(1) Estudiar la continuidad de la aplicacién f : (R, T,) — (R%,7T) : t — (£, At), para
A =0,1. ;Es R? conexo por caminos con esta topologia?

(2) Mostrar que T no es una topologia producto.

(3) Probar que esta topologia es primer axioma de numerabilidad. ;Es ademds sepa-
rable? ;Y segundo Axioma?

(4) Demostrar que en esta topologia un cuadrado cerrado no es compacto, y deducir
que los conjuntos compactos tiene interior vacio.

2. Sea H C R? un hexdgono regular cerrado con dos vértices opuestos en (0,1) y (0, —1),
y consideremos la relacién de equivalencia

(xvy) ~ ('Z'ay) y (07 1) ~ (07_1)

(1) Encontrar un subespacio de R* homeomorfo al espacio cociente H/ ~.

(2) Calcular el grupo fundamental de H/ ~.

(3) (Es cierto en general que un cociente de un espacio simplemente conexo deja de
serlo?



Septiembre 2008

TEORIA

1. ;Qué es un espacio separable?
2. Definir homotopia de caminos con extremos fijos.
3. Marcar verdadero (V) o falso (F) segin corresponda.

(1) El interior del complementario es el complementario del interior.

(2) Toda aplicacién continua y biyectiva es un homeomorfismo.

(3) Todo espacio que cumple el 2° axioma de numerabilidad es localmente compacto.
(4) Los cocientes de espacios compactos son también compactos.

(5) La imagen continua de un espacio conexo es conexo.

(6) Todos los lazos de una esfera son hométopos a un lazo constante.

PROBLEMAS

1. Se consideran en el semiplano H : y > 0 de R? la topologia T generada por los discos
abiertos de centros (a,b) con b > 0, y los “semidiscos”

S={(z,y) eH: (x —a)’ +y* <&,y >0} U{(a,0)}.

Se pide:

(1) ;Qué topologia induce T en el borde L :y =0 de H?

(2) Estudiar si (H, T) es separable.

(3) Decidir qué cuadrados [a —e,a+ €] X [b — &, b+ €] son compactos, y utilizarlo para
determinar si H es localmente compacto con esta topologia.

(4) Estudiar si (H,T) es conexo por caminos.

2. Se consideran en R? los conjuntos
S={?+y*<1ju{l<2<2,y=0} y T={22+¢y*=1}uU{(2,0)},

equipados con la topologia usual. En S se identifican entre si todos los puntos de T' (y
nada mas), y se denota X el espacio cociente resultante. Se pide:

(1) Describir un subespacio de R* homeomorfo a ese espacio cociente X.

(2) Mostrar que el grupo fundamental de X es Z.

(3) {Es X homeomorfo a una circunferencia?



Febrero 2012

TEORIA

1. Describir la topologia de un cociente de un espacio topoldgico.
2. Enunciar el teorema del punto fijo de Brouwer.
3. Marcar verdadero (V) o falso (F) segin corresponda.

(1) Una unién de conjuntos cerrados puede no ser cerrado.

(2) Si un espacio es 1¢ axioma de numerabilidad y separable, entonces tiene una
base numerable.

(3) Una biyeccién continua entre espacios compactos es un homeomorfismo.

(4) Un cociente de un espacio conexo por caminos es también conexo por caminos.
(5) El producto de dos espacios contréctiles es contractil a su vez.

(6) Dos espacios simplemente conexos son necesariamente homeomorfos.

PROBLEMAS

1. Un subconjunto W del plano R? se llama radialmente abierto si para cada punto
p € Wy cada recta L que pase por el punto, W N L contiene un intervalo abierto centrado
en p.

(1) Probar que los conjuntos radialmente abiertos son los abiertos de una topologia T
en R2. ;Qué relacién tiene con la usual?

(2) Estudiar que topologia induce T en las circunferencias. ;Cumple T el segundo
axioma de numerabilidad? ;Y el primero?

(3) Construir sucesiones de puntos del plano que convergan a un punto en la topologia
usual, pero no en esta topologia 7. ;Es (R?,T) un espacio localmente compacto?

(4) Estudiar que topologfa induce T en las rectas. {Es R? con esta topologia conexo
por caminos?

2. Sea H C R? el recténgulo cerrado con vértices (—1,1),(—1,—1),(1,—1) y (1,1), y
consideremos en €l las dos relaciones de equivalencia definidas por

R:(x,1) ~ (z,-1), (,0)~(0,0),
S:(x,1) ~(—x,—1), (z,0)~ (0,0).

(1) Describir subespacios de R® homeomorfos a los espacios cocientes X = H/R e
Y =H/S.

(2) Calcular el grupo fundamental de X.

(3) Decidir si X e Y son homeomorfos.

3.* Demostrar que un espacio X que cumple las dos condiciones siguientes es compacto:

(a) Cada punto tiene una base de entornos cerrados.
(b) Toda imagen continua de X en un espacio Haussdorff es cerrada.



Septiembre 2012

TEORIA

1. Definir espacio localmente conexo.
2. Explicar qué grupo fundamental tiene la circunferencia.
3. Marcar verdadero (V) o falso (F) segin corresponda.

(1) Si un conjunto abierto no vacio tiene frontera vacia, entonces su complementario
es abierto.

(2) Un espacio que tiene una base numerable es separable.

(3) Si dos subconjuntos densos tienen interseccién no vacia, entonces esa interseccion
es también un subconjunto denso.

(4) Un subespacio cerrado de un espacio localmente compacto es también localmente
compacto.

(5) Todo abierto conexo del plano es conexo por caminos.

(6) Si una aplicacién continua entre dos espacios toppolégicos induce un isomorfismo
entre sus grupos fundamentales, entonces es un homeomorfismo.

PROBLEMAS

1. Sea X C R? el semiplano cerrado {y > 0}, P C X el semiplano abierto {y > 0} y L
la recta {y = 0}.

(1) Mostrar que se puede definir en X una topologia estrictamente més fina que la
usual tomando como entornos de los puntos p € P los discos abiertos de P centrados en
p, y como entornos de los puntos p € L los conjuntos {p} U D donde D es un disco abierto
de P tangente a L en p.

(2) ;Qué topologia induce T en L? Estudiar qué axiomas de numerabilidad cumple 7.

(3) Estudiar si son compactos en esta topologia T: (i) el tridngulo cerrado y < 1, y >
x, y > —mx, (ii) el disco cerrado 2% + (y — 1) < 1.

(4) Describir un subconjunto £ C X que sea conexo por caminos para la topologia
usual y no para 7.

2. Sea H C R? el rectangulo cerrado con vértices (—1,1), (—1,0),(1,0) y (1,1), y consi-
deremos en €l la relacién de equivalencia definida por

R : (x7 1) ~ (x70)7 <O7O> ~ (O7y)7 (]‘70) ~ (]‘7y)

(1) Encontrar subespacio de R?* homeomorfo al espacio cociente X = H/R.
(2) iEs X localmente homeomorfo al plano?
(3) Calcular el grupo fundamental de X.



Junio 2013

TEORIA

1. Enunciar una condicién suficiente para que una unién de conexos sea conexo.
2. Explicar qué es un retracto de deformacion.
3. Marcar verdadero (V) o falso (F) segun corresponda.

(1) La adherencia del interior de un conjunto cerrado es igual al propio conjunto.
(2) Un subespacio de un espacio separable es separable.

(3) Dos espacios no homeomorfos tienen compactificaciones por un punto no homeo-
morfas.

(4) Un subespacio abierto de un espacio localmente conexo es locamente conexo.
(5) Un espacio con una cantidad finita de componentes conexas es la suma topoldgica
de ellas.

(6) Dos caminos continuos en la esfera unidad de R? con los mismos extremos son
hométopos con extremos fijos.

4. Sea X un espacio Hausdorff, K C X un compacto y a € X un punto que no estd en
K. Demostrar que a y K tienen entornos abiertos disjuntos.

PROBLEMAS

1. Se consideran en el plano R? los subconjuntos W, a € R?, obtenidos suprimiendo en
una bola abierta B de centro a una cantidad finita de segmentos (a, ) con b € R2.

(1) Mostrar que se puede definir en R? una topologfa T estrictamente mas fina que la
usual tomando como base de abiertos la colecciéon de todos los W® anteriores.

(2) i Qué topologia induce T en las rectas? ;Y en las circunferencias?

(3) Estudiar si esta topologia T cumple el primer axioma de numerabilidad.

(4) Encontrar sucesiones que converjan en la topologia usual, pero no en 7.

(5) Estudiar la local compacidad de 7.

2. Sea H C R? el rectdngulo cerrado con vértices (—1,0), (1,0),(1,1) y (=1,1), y consi-
deremos en €l la relacion de equivalencia definida por

(=Ly) ~(0,y) ~(Ly) para0<y<1,
R:¢(0,1) ~(z,1) para0<z <1,
(0,0) ~ (z,0) para —1 <z <0.

(1) Encontrar un subespacio de R* homeomorfo al espacio cociente X = H/R.

(2) Mostrar que un semicono x? + y? = 22, 0 < z < 1, tiene cualquiera de sus gene-
ratrices por retracto de deformacién. (Nétese que un semicono es homeomorfo a un disco
cerrado.)

(3) Calcular el grupo fundamental de X.

(4) Explicar brevemente que espacio se obtendria suprimiendo la tercera condicién de
la relacién R.

(5) .Y qué grupo fundamental tendria ese espacio?



Septiembre 2013

TEORIA

1. Enunciar dos axiomas de numerabilidad y explicar si uno implica otro.
2. Definir el grupo fundamental de un espacio.
3. Marcar verdadero (V) o falso (F) segun corresponda.
(1) Una aplicaciéon continua transforma entornos de un punto en entornos de su
imagen.
(2) El producto de dos espacios localmente compactos es localmente compacto.
(3) La interseccién de dos conjuntos compactos puede no ser compacto.
(4) Una biyeccién continua de un espacio compacto en si mismo es abierta.
(5) Un espacio localmente conexo tiene una cantidad finita de componentes conexas.
(6) Dos caminos continuos en un toro con los mismos extremos son homdétopos.

4. Demostrar que un espacio locamente compacto tiene compactificacién por un punto, y
que es unica salvo homeomorfismo.

PROBLEMAS
1. Se consideran en el plano R? los subconjuntos W¢, a € R?, construidos como se indica
en la figura, para todos los posibles dngulos positivos 6 < %Lﬂ' y amplitudes € > 0.

(1) Mostrar que se puede definir en R? una topologia T to-
mando como abiertos los conjuntos U C R? tales que para cada

a € U existe W* C U. ;Son los W* abiertos en esta topologia? €

(2) Mostrar que T induce la topologia usual en las rectas ho- ol -l
rizontales y verticales. /Y en las demas? = ‘i )f :

(3) Estudiar si el plano con esta topologia cumple el 2° axioma FaN <9
de numerabilidad. ;Es separable? ,’\05/\\

(4) Estudiar si el espacio (R?,T) es localmente compacto. a A

(5) Mostrar que (R?, T) es conexo por caminos.

2. Sea H C R? la unién de los dos rectangulos de la figura, y consideremos en ¢l la
relacion de equivalencia R definida como se especifica a continuacién (y representada en

la figura mediante flechas):
1

(1) ;Qué espacio es el cociente H/R?

(2) Explicar cudl es el grupo fundamental de ese espacio.

(3) {Qué espacio cociente resulta si se define una nueva relacién de equivalencia 8
escribiendo ' = —1 — x en la primera linea de R?

(4) Mostrar que este segundo cociente H/8 es un espacio contractil.

(5) Utilizar una subrelacién comin de R y 8 para expresar H/R y H/8 como cociente

de un mismo espacio que sea contractil. ; Qué dice esto de la contractibilidad de un espacio
y de sus cocientes?

(2,0) ~ (2/,0) 2'=-2+4x, —1<2<0, (-2,9) (1,y)
SETRCE T Y I

) -2 @, I 0l (z,0) 1

)



Junio 2014
TEORIA

1. ;Qué es una botella de Klein?
2. Definir la topologia cociente.
3. Marcar verdadero (V) o falso (F) segun corresponda.

(1) El complementario de un conjunto denso no puede serlo también.

(2) Un subespacio de un espacio localmente compacto es localmente compacto.

(3) Si las compactificaciones de Alexandroff de dos espacios conexos son homeomor-
fas, los espacios lo son también.

(4) El producto de dos espacios separables es separable.

(5) Un espacio localmente conexo es la suma topolégica de sus componentes conexas.
(6) Dos lazos en la esfera unidad de R* con distinto punto base pueden no ser
homotopos.

4.Seap: X — A C X un retracto de deformacién. Demostrar que la aplicacion Y +— p(Y)
es una biyeccién entre el conjunto de componentes conexas de X y el de componentes
conexas de A.

PROBLEMAS
1. Se consideran en R? los subconjuntos
U, =R*\{e<|z—al| <r}, O0<e<r, acR”:

(1) Mostrar que en R? hay una topologia T, menos fina que la usual T,, que tiene
como base de entornos de cada punto a € R? la coleccién de todos los UZ, anteriores.

(2) Demostrar que un conjunto (# R?) es cerrado en T y sélo si es compacto en T,.
., Qué topologia induce T en los subconjuntos compactos para 7,7

(3) La aplicacion f(t) = (t,1/t) estd definida para t # 0. {Se puede extender a t = 0
para obtener una aplicacién continua f : (R, T,) — (R% T)?

(4) Mostrar que (R?,T) es un espacio localmente compacto.

(5) (Es (R?,T) conexo por caminos?

2. Sea H C R? el rectangulo cerrado con vértices (—2,0), (2,0),(2,1) y (=2,1), y consi-
deremos en él las tres condiciones siguientes
(_ ) )N<1’ ) para 0 <y <1,
(2

Ly y
R:q(-2,y) ~(2,9) paraOSy,y’Sl,}.y,
(z,0) ~ (2/,0) para —1 <z,2’ <1.

)

Como se indica, sean R la relacién de equivalencia generada por todas ellas y R la generada
por la segunda y la tercera.

(1) Encontrar un subespacio de R* homeomorfo al espacio cociente X = H/R.

(2) Construir un retracto de deformacion de H compatible con la relaciéon R y explicar
qué retracto induce en X.

(3) Calcular el grupo fundamental de X.

(4) Repetir el proceso con la relacién R, y sea X' = H/R'.

(5) Los espacios X y X’ tienen el mismo tipo de homotopia, pero json homeomorfos?



Septiembre 2014
TEORIA

1. Enunciar el lema de elevacién para aplicaciones con valores en la circunferencia.
2. Definir dos axiomas de numerabilidad ninguno de los cuales implique al otro.
3. Marcar verdadero (V) o falso (F) segun corresponda.

(1) Si dos conjuntos tienen el mismo interior, entonces tienen la misma adherencia.
(2) La interseccién de dos conjuntos localmente cerrados es localmente cerrado.

(3) La unién de dos conjuntos localmente conexos es localmente conexo.

(4) El producto de dos espacios localmente compactos es localmente compacto.

(5) Un espacio simplemente conexo es contractil.

(6) El grupo fundamental de una superficie orientable es abeliano.

4. Demostrar que un conjunto estrellado es contractil.

PROBLEMAS
1. Se consideran en el espacio R? los tridngulos
T.,:0<2<e, 0<y< Az, 0<e A

Se pide:
(1) Mostrar que se puede definir en R? una tinica topologia T que tiene como base de
entornos de cada punto a € R? la coleccién de todos los tridngulos a + Tz
(2) ;Qué topologia induce T en las rectas?
(3) Estudiar qué axiomas de numerabilidad cumple el espacio (R?, 7).
(4) Mostrar que (R?, T) no es locamente compacto.
(5) Calcular las componentes conexas de este espacio. {Hay caminos no constantes?

2. Sea C' C R? el cuadrado cerrado con vértices (—1,—1),(1,—1),(1,1) y (—1,1), sea
R la relacién de equivalencia generada por (—1,y) ~ (1,y) y sea X = C/R el espacio
cociente correspondiente. Ahora consideramos los conjuntos A C C; C Cy C C siguientes:

A= (1,1 x{£1}) U ({£1} x[-1,1]),
Ci=C\(-1,1) x {0},
Co=C\{(0,0)}.

La restriccién de R a A, Cy y Cy define sendas relaciones de equivalencia y denotamos Y,
X1y Xy los correspondientes espacios cocientes.

(1) Describir los espacios Y C X; C Xy C X mediante subespacios de R3.

(2) Construir un retracto de deformacién R; de Cy sobre A compatible con R tal que
R:,(Cy) C Ch.

(3) Deducir que Y es retracto de deformacién de Xy y también de Xj.

(4) Calcular los grupos fundamentales de los espacios Y, X, Xo y X.

(5) {Cuadles de los espacios Y, X1, X y X tienen igual tipo de homotopia? ;Cuéles son
homeomorfos?



Junio 2015
TEORIA

1. Definir la topologia cociente.
2. Caracterizar la compacidad mediante subconjuntos cerrados.

3. Marcar verdadero (V) o falso (F) segin corresponda.

(1) Si dos conjuntos tienen la misma frontera y uno estd contenido en el otro, en-
tonces tienen el mismo interior.

(2) En un espacio Hausdorff, la interseccién de dos conjuntos localmente compactos
es localmente compacto.

(3) La interseccién de dos conjuntos localmente conexos es localmente conexo.

(4) El producto de dos espacios Lindel6f es Lindelof.

(5) Dos espacios contractiles son homeomorfos.

(6) El grupo fundamental del plano proyectivo es infinito.

4. Demostrar que el grupo fundamental no depende del punto base.

PROBLEMAS

1. Se considera en R? la coleccién B de todos los abiertos usuales méas todos los subcon-
juntos de Q2. Se pide:

(1) Mostrar que B es base de una topologia en R?. Compararla con la topologia usual
T.. (Es (R%,T) Hausdorff?

(2) Estudiar qué axiomas de numerabilidad cumple el espacio (R?, T).

(3) Mostrar que un compacto de T lo es de T,,, pero no reciprocamente: un segmento
cerrado que contenga un punto con ambas coordenadas racionales no es compacto para
T.

(4) ;Es (R?,7) localmente compacto?

(5) Calcular las componentes conexas de este espacio.

2. En el paralelogramo K C R? de vértices (0,0),(2,0),(3,1) y (1,1) se considera la
relacion de equivalencia R generada por

(2,0) ~ (1,1=2) ~ (2,1—2) ~ (24+x,1), 0<z<1,
como se representa en la figura siguiente

d. (xrﬂ

@4-x

{-x
0 9 1 L 3

(1) Describir un subespacio de R? homeomorfo al espacio cociente X = K/ ~.

(2) Sea A C K la unién del cuadrado {1 <z <2,0<y <1} y los dos segmentos
{0<x <1, y=0}, {2<2<3, y=1}. Construir un retracto de deformacién ps de X sobre
A compatible con R, es decir, tal que si p ~ ¢ entonces ps(p) ~ ps(q).

(3) Deducir que A/~ es retracto de deformacién de K/~ = X.

(4) Calcular el grupo fundamental de X.

(5) Estudiar que pares de puntos p, ¢ € X tienen entornos (arbitrariamente pequenos)
homeomorfos.

0



