HOJA DE EJERCICIOS 8
Anilisis Matematico.
CURSO 2021-2022.

Problema 1. De una 2-forma w en R3 se sabe que:

1 0 1 1 0 1
W(1,2,1) 1 5 1 =2 5 w(l,Z,l) 1 5 0 =—4 5 W(1’271) 1 5 0 =—4.
1 0 1 1
0 1
Calcula  w(; 21) 2 1,1
2 0

Problema 2. Consideramos las siguientes formas diferenciales en R3:
w=dr—zdy , v = (2®+y*+2HdrANdz+ (zyz)dy A dz.

Calcular
dw, wANdw , dv, wAv.

Problema 3. Calcular los siguientes productos exteriores:
a) (dx + dy — dz) A (dz + dy + dz).
b) (zdx + ydy + zdz) A (zdy + ydz + zdzx).

Problema 4. Demuestra la siguiente identidad:

(ZFjdxj) A (Zdoxj) = Z (Fij — Fij) d.l?j A dxy,.
j=1 j=1

1<j<k<n

Problema 5. Hallar la diferencial exterior de las siguientes 1-formas:
(a) zdy + ydx; ®)  (u+v)(du+ dv);
(¢)  flx)da + gly)dy; (d)  2zyde + (2* — y*)dy;

(e) (z+2)dz+ (y—2)dy+ (x—y)dz; (f)  zydz + zzdy + yzdx.

n
Problema 6. Sea w = Z Pjdz;, donde P; = Pj(x1,---,xy,), 1 < j <n.Demuestra que
j=1

dw = Z <apj _8-Pk> dCUj/\d.’L‘k.

ox ox;
1<j<k<n k J

Problema 7. Halla la diferencial exterior de las siguientes formas
1. (22 +y+ 2% dx Adz + zyzdy A dz — sen(yz) dz A dy,

2. x3dxo Ndxs ANdxy — xodxy ANdxs Adxy + x3dry ANdro Ndry — x4 dry A drg A dxs.

Problema 8. Decimos que una 2-forma w es exacta si existe una 1-forma « tal que da = w. Comprueba si
las siguientes 2-formas son exactas:

(@) dundv, (b)  (2* +ay+yHde Ady,

(¢) wxdyNdz+ ydz Adx —2zdx Ndy .




Problema 9. Consideramos las 1-formas diferenciales
w = zzdy —ydr , v = 23dz +dx,
y la aplicacién ¢ : R> — R? dada por
o(s,t) = (coss,sens,t).
Calcular los siguientes pullbacks

¢*(w), ¢"(dw), ¢*(wAV), ¢*(wAdv).

Problema 10. Comprueba que la siguiente 2-forma en R3
w=(1=-ze)dzNdy+ (1 —ye¥*)dz Ndz+ (2y + z +senz) dy A dz

es cerrada. Concluye que es exacta y halla una 1-forma 7 tal que w = dn.

Problema 11. A cada campo de vectores F, en un abierto U C R?, le asociamos la 1-forma F’ dada por
F;(v) =< F(p),v > para cualesquiera pe U y v € R? |
y le asociamos la 2-forma F? dada por
Fg(v,w) = det [F(p) | v | w] para cualesquiera p € U y v,w € R?.

Sean F = (F1, Fy, F3) y G = (G1,G2,G3) dos campos de vectores en U.
a) Expresa las formas F’ y F? en términos de dzx,dy,dz y las funciones F}, Fy, F3.
b) Demuestra que (F x G)¥ = F” A G°.

¢) Estudia la relacién entre el producto escalar < F, G > y la 3-forma F’ A GE

Problema 12. Demuestra que si F , G son campos de vectores de clase C? en R?® se cumple

div(FxG) = <G, rotF>—<F, rotG >




