HOJA DE EJERCICIOS 3
Anilisis Matematico.
CURSO 2020-2021.

Problema 1. De las siguientes férmulas di, razonadamente, cuéles son verdad y cudles falsas (cerca del origen
en R o en R?).

seny = O(ly|) zseny = O(z* + ) senz = o(|z|)
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Problema 2.

a) Sea f:R"™ — R™ diferenciable y tal que Df(x) = 0 para todo = € R". Demuestra que f es constante.

Indicacion: evalia f a lo largo de caminos diferenciables.

b) Sea U C R™ un abierto y sea f : U — R™ diferenciable y tal que Df(z) = 0 para todo = € U. Fijado un
punto zg € U, demuestra que el conjunto

A={zeU: f(z)=f(x)},

es abierto y cerrado relativo de U. Usa eso para concluir que si U es conexo por caminos entonces f es
constante. ;Y si U no es conexo por caminos?

Problema 3. Sean U C R" un abierto convexo y f : R™ — R"™ de clase C'. Demuestra que si

N
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Z 85(3:)&5]- >0 para todo z € R" y todo € € R™ \ {0},
ij=1""7

entonces f es inyectiva.
Indicacion: Fijados x,y € R", estudia la funcién

g(t) = <f(ta:+(1—t)y),1:—y> , t€[0,1].

Problema 4. a) Demuestra que si f : R" — R es positivamente homogénea de grado p < 1, con f(0) =0 pero
no idénticamente nula, entonces f no es diferenciable en 0.

b) Demuestra que si f : R™ — R es positivamente homogénea de grado 1 y diferenciable en 0 entonces es lineal.

;Hay alguna norma que sea diferenciable en R™?

Problema 5. Sea f: R” — R una funcién de clase C? y sea A una matriz n x n. Se define g : R™ — R como
g(z) = f(Az). Calcula la matriz hessiana de g, asi como su determinante.

Problema 6. Sea f : U — R una funcién de clase C? en un abierto U de R? que contiene al punto a = (3,2, —1).
Se sabe que:

-4 1 3
fla)y =6 , Df, =[000] , Hess(f)a =1 -2 0
3 0 -3

(a) Escribe el polinomio de Taylor de orden 2 de f en a.
(b) Di, razonadamente, si a es maximo local de f, minimo local de f o ninguna de las dos cosas.

Problema 7. Estudia los puntos criticos de la funcién f(z,y) = z* + y* + 6 2% y* + 8 3.
Indicacion: estudia el comportamiento de h(x) = f(z,x) para |z| pequetio.
Demuestra que f tiene un minimo global, pero no un méaximo global.



Problema 8.

a) Demuestra que la funcién

FRA{(0,0)) — R, flay) = +a?+yt,

1,2 + yQ
alcanza su valor minimo jAlcanza un valor méximo?

b) Halla el punto o puntos donde f alcanza su minimo.

k
Problema 9. Fijados puntos pi,...pr € R”, determina z € R" tal que la expresién Z || —png sea lo més

i=1
pequena posible.

Problema 10. Dada una constante ¢ > 0, consideramos la funcién:

1 1
f:(07+oo)n_>R ) f(fL'17...,fL'n):xl"'$n+c7l+1(+,,,+)_
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(a) Comprueba que f tiene un tnico punto critico a. Calcula explicitamente a y f(a).

(b) Demuestra que si |z;| < ¢/(n + 2) para algin j € {1,...,n} entonces f(z) > f(a).

(c) Demuestra que si |z1], ..., |2, > ¢/(n + 2) entonces f(z) > cte - ||z||oo. Deduce que f(a) es el valor minimo
de f en todo su dominio.

Indicacién: hazlo primero para n = 2, ayudédndote de un dibujo en el cuadrante (0, —|—oo)2.

Problema 11. Calcula el polinomio de Taylor de orden 3 de f, en el punto indicado, utilizando oes de Landau

en vez de hallar las derivadas parciales:
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£ enel punto (1,0).
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(b) f(x,y) = sen ] i 5 en el punto (0,0).
-y




