Logica — Grado en Ingenieria Informatica, Grado en Matematicas e Informatica

20 de enero de 2016

Repesca de LPO (Logica de Primer Orden)

Ejercicio 1.1. Formalizar en un lenguaje de primer orden los siguientes enunciados:

a) No existen politicos que no mientan alguna vez.

b) Solo los socios o familiares de Juan tendran un cargo en el ayuntamiento.

a) Lenguaje: P(x) = x es politico
M(x) = x miente alguna vez
-3dx(P(x) A =M(x))
b) S(x,y)=x essociodey
F(x,y)= x es familiar de y
C(x) = x tiene un cargo en el ayuntamiento

Vx (C(x) —= S(x,a) v F(x, a))

(1 punto)



Ejercicio 1.2. Determinar si son unificables los siguientes pares de formulas atomicas, encontrando, si existe,
el unificador de maxima generalidad (umg) y detallando el proceso de obtencion del umg. (1 punto)

a) A: P(g(x), x, gt),t)  B: Py, h(z), z, b) siendo x, y, z, t variables y h, g funciones
b) A: Q(h(x), g(x, z), z)  B: OQ(h(t), g(v, h(y)), t) siendo x,y, z, t variables y g, h funciones

a) A:P(g(x), x, g(t),t) B:P(y, h(z), z, b) siendo x, y, z, t variables y h, g funciones
s ={y/g(x)}
As: P(g(x), x, g(t), t) Bs: P(g(x), h(z), z, b)
s = {y/g(h(z)), x/h(z)}
As: P(g(h(z)), h(z), g(t), t) Bs: P(g(h(z)), h(z), z, b)
s = {y/g(h(g(t))), x/h(g(t)), z/g(t)}
As: P(g(h(g(t))), h(g(t)), g(t), t) Bs: P(g(h(g(t))), h(g(t)), g(t), b)
s ={y/g(h(g(b))), x/h(g(b)), z/g(b), t/b}
As: P(g(h(g(b))), h(g(b)), g(b), b) Bs: P(g(h(g(b))), h(g(b)), g(b), b)

Ay B son unificables y s = {y/g(h(g(b))), x/h(g(b)), z/g(b), t/b} es su UMG

b) A:Q(h(x), g(x, z),z) B:Q(h(t), gly, h(y)), t) siendo X, Y, z, t variables y g, h funciones
s = {t/x}
As: Q(h(x), g(x, z), z)  Bs: Q(h(x), gly, h(y)), x)
s ={t/x,y/x}
As: Q(h(x), g(x, z), z) Bs: Q(h(x), g(x, h(x)), x)
s ={t/x,y/x z/h(x)}
As: Q(h(x), g(x, h(x)), h(x)) Bs: Q(h(x), g(x, h(x)), x)

La discordancia (x, h(x)) no tiene solucidn, por lo que Ay B no son unificables



Ejercicio 2. (2 puntos)

a) Definir el concepto de consecuencia légica en Logica de Primer Orden (con precision y sin rollo
innecesario).

b) Averiguar si la formula Q(a,b) v Q(c,c) es o no consecuencia logica del siguiente conjunto:

{ IxP(x), Vy(P(y) = Qay)) }

a) (0,5 puntos)  Varias definiciones de consecuencia logica, todas correctas:
- Besconsecuencialogicade {A1, A2, ...,An }, {A1,..,An} = B sii

sii paratodainterpretacion i tal que i(A1)=i(A2)=..=i(An)=V entonces i(B)=V
o con el lenguaje espafol:

- una férmula (conclusidn) es consecuencia légica de un conjunto de férmulas (premisas) sii
sii toda interpretacion que hace verdaderas las premisas hace también verdadera la conclusidn.

o de otra forma:

- una férmula (conclusidn) es consecuencia légica de un conjunto de férmulas (premisas) sii
sii todo modelo del conjunto de premisas es también modelo de la conclusidn.

b) (1,5 puntos) Llamamos A1 = 3x P(x)

A2=Vy ( P(Y) - Q(arY) )
B= Q(a,b) v Q(c,)

- Buscamos un contramodelo, esdecir i talque i(A1)=i(A2)=V y i(B)=F

- Tomamos como dominio D ={1,2,3} , por ejemplo

- |i(@)=1| [i(b)=2] [i(c)=3| porejemplo

- i(B) =i( Q(ab) v Q(cc) ) =F i(Q(ab)) = i(Q(cc)) =F

- i(A2)=i( vy (P(y) > Q(ay)) )=V sii

i(P(a)>Q(aa))=V sii i(P@@)=F 6 i(Q(aa))=V (1)

y i(P(b)-Q(ab))=V sii | i(P(b))=F | 6 W

y i(P(c)—Q(ac))=V  sii i(P(c))=F 6 i(Q(ac))=V (2)




- (A1) =i( 3IxP(x))=V sii  i(P(@)=V 6 W() i(P(c)) =V (3)

- para hacer compatibles (1), (2) y (3) elegimos i(P(@)=V |y | i(QGa))=V

- los demas valores de i(Q(x,y)) puedenser V o F = hay unos cuantos contramodelos con ese
dominio y las interpretaciones de a, b y c antes fijadas

= se haencontrado un contramodelo =  NO es consecuencia légica



Ejercicio 3. Demostrar la correccion de la siguiente estructura deductiva mediante el calculo de deduccion
natural, justificando adecuadamente cada paso: (2 puntos)

T[Vx(P(x) = Q(x)), VX(Q(x) = R(x) V S(x)), Ix(-R(x) A =S(x))] F— Tx ~P(x)

1.- Ix(-R(x) A =S(x)) premisa
2.- ~R(a) A ~S(a)

3.- -S(a)

4.- Vx(P(x) = Q(x)) premisa
5.- P(a) - Q(a)

6.- P(a) supuesto
7.- Q(a) modus ponens 6, 5
8.- Vx(Q(x) » R(X) VS(x))  premisa
9.- Q(a) — R(a) v S(a)

10.- R(a) v S(a)

11.- R(a) corte 3, 10
12.- -~ R(a) elim A2
13.- R(a) A - R(a)

14.- ~P(a)

15.- Ix —P(x)



Ejercicio 4. Obtener la forma clausular de la estructura deductiva T[C1, C2] |- Q: (2 puntos)
Cl: dyVxdzVwav(—~A(x,y,z) — B(f(w,v)) A C(y))
C2: Vx(D(x) = ~VyA(y,a,g(b)) v IyF(x,y))
Q: VxE(x) = C(x)

(x,y,z,v,w son variables; a,b son constantes; f,g funciones; A,B,C,D,E.F predicados)

Solucion:

C1: es en forma prenex
C1: no tiene variables libres, nada por cierre existencial
Cl1: FNC: —A(x,y,z) V (B(f(w,v)) A C(y)) (eliminacion de —)
A(x,y,z) V (B(f(w,v)) A C(y)) (eliminacién de =)
(A(x,y,z) V B(f(w,v))) A (A(X,y,z) V C(y)) (distributivitadde VaRy)
C1: Skolemizacion (tenemos en las formulas: constantes a,b, funciones f,g):
Vx Vw (A(x,c,h(x)) V B(f(w,f(x,w)))) A (A(x,c,h(x)) V C(c)) (dos clausulas)

C2: poner en forma prenex:

Vx(D(x) = —VyA(y,a,g(b)) V 3z F(x,z)) (renombrar la segunda variable y)
Vx(D(x) = 3y—A(y,a,g(b)) V 3z F(x,z)) (Interdefinicion de cuantificadores)
Vx3y (D(x) = —A(y,a,g(b)) V 3z F(x,z)) (distribucion de conectivas)

Vx3y3az (D(x) = —~A(y,a,g(b)) V F(x,z)) (distribucion de conectivas)

C2: no tiene variables libres, nada por cierre existencial

C2: FNC: ("D(x) V —A(y,a,g(b)) V 3z F(x,z)) (eliminacién de —)

C1: Skolemizacion (tenemos en las formulas: constantes a,b,c funciones f,g,h,f’):
vx 3z (—D(x) V ~A(f’(x),a,g(b)) V F(x,f*’(x))) (una sola clausula)

Negar la conclusion:
—Q: forma prenex:
—(Vz E(z) =C(x)) (renombrar la primer variable x)
—(3z (E(z) — C(x))) Distribucion de conectivas respecto a cuantificadores
Vz — (E(z) = C(x)) Interdefinicion de cuantificadores:
—Q: cierre existencial
Ax Vz — (E(z) = C(x))
—Q: FNC: = (—E(z) V C(x)) eliminacién de —
E(z) A ~C(x) (DeMorgan)
—Q: Skolemizacion: Vz (E(z) @ ~C(d)) (2 clausulas)

Forma clausular:
{ A(x,¢,h(x)) V B(f(w,f’(x,w))), A(x,¢,h(x)) V C(c), "D(x) V ~A(f’(x),a,g(b)) V F(x,f*”’(x)), E(z), ~C(d)}



Ejercicio 5. Demostrar que el siguiente conjunto es insatisfacible utilizando el método de resolucion con

C3:P(y) VR(y) vV =S(y, g(y))

umg:
C1: P(f(x)) vV Q(x) V R(x)
C2: =P(f(x)) v S(g(y), y)
C4: Q(x) VR(y)
C5:—S(x,y)
C6 : "R(x)

Solucion:

Renombrado de variables:

C1
C2
C3

C4:

C5

Cé6:

: P(f(x1)) vV -Q(x1) V R(x1)
:2P(f(x2)) v S(g(y2), y2)

: P(y3) VR(y3) v -5(y3, g(y3))
Q(x4) vV R(y4)

: 2S(x5, y5)

~R(x6)

Resolucion:

R1
R2
R3

. P(f(x1)) v -Q(x1)
. Q(x4)
: P(f(x1))

R4: S(g(y2),y2)

R5

O

C1,C6 {x6/x1}
C4,C6’ {x6’/y4}, siendo C6’: 7r(x6")
R1,R2 {x4/x1}
R3,C2 {x2/x1}

R4,C5 {x5/g(y2), y5/y2}

(C6 se usa dos veces con su correspondiente renombrado y C3 no se usa)

(2 puntos)



