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1. Lenguaje dela L 6gica Proposicional

La légica Proposicional pretende estudiar las frases declarativas simples (enunciados o
proposi ciones) que son |os elementos basicos de transmisi6n de conocimiento humano.

De manera informal, una proposicion se define como una frase que puede ser considerada
Verdadera o Falsay que no se puede descomponer en otras frases Verdaderas o Fal sas.

Pararelacionar | as distintas proposiciones se utilizan | as siguientes conectivas:

Nombre dela conectiva Representacion Ejemplos defrasesen las que apar ece
Negacién p no p
esfalsop
no esciertop
Conjuncioén puq pyq
p peroq

p sin embargoq
p no obstante g
p apesar deq

Disyuncién puUq 0 p o qoambos
a menosp o q
comominimo poq

Condicional pP® ¢ Si p entoncesq
psolosiq
(Implicacién) gsip
g cuando p

g esnecesario parap
parap es hecesario g
p es suficiente paraq
parag essuficiente p
no p amenos que q

Bicondicional p« q p es necesario y suficiente paraq
(Equivalencia) psiysolosiq

1.1. Alfabeto dela L 6gica Proposicional

El lenguaje de laldgicaproposicional trabajard con 1os siguientes conjuntos de simbol os:

Constantes: VF
Variableso letras proposicionales. p,q,f, ...

Simbol os de Conectivas: PUU® «
Signos de puntuacién: 0

1.2. Sintaxisdela L 6gica Proposicional

Lasreglas de formacion de frases en el lengugje de laldgica proposiciona (L PROP) son:

1- Las constantesV (Verdadero) y F (Falso) pertenecen a LPROP
2. Lasletras de proposicion p,qr,.. pertenecen a LPROP
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3.S Ay B pertenecen a LPROP entonces (@A), (2B), (AUB),(AUB),(A® B),(A« B)

pertenecen aL PROP
4. S6lo pertenecen aLPROP las formulas que cumplan losrequisitos 1, 2y 3.

Con €l fin de evitar el exceso de paréntesis se establece la siguiente jerarquia de prioridades:

%)
Uu
® «

Con dichatabla, laférmula@p U q® p U r sereconoceriacomo: (Zp) Ug) ® (pUr)

1.3. Semantica dela L dgica Proposicional

La teoria semantica de la ldgica proposicional trata de atribuir significados (Verdadero o Falso) a las
distintas formulas del lenguaje. Dichos significados dependen del contexto particular en €l que se utilice la
férmula. Cada contexto se denomina I nterpretacion.

Definicion 1: Una interpretacion de unaférmula F en |6gica proposicional es una asignacién de valores
{V,F} a cada una de las letras proposicionales de F. El vaor de una proposicion p bajo una

interpretacion | se denotacomoV, (p).

Definicion 2: DadaunaférmulaF y unainterpretacion|, e valor deF bajol (denotado por V, (F)) es:
° S F esta formada por una proposicionp, entoncesV, (F) =V, (p)

iV sV (G)=F

°S F esdelaf t vViFy=7_ ..

esdelaforma @G entonces V, (F) IE §v,(G)=V

iV sV, (G)=V,(H)=V

°S F esdelaforma GUH entoncesV, (F) = { .
TF €en caso contrario

. ) iF sV, (G)=V,(H)=F
°S F esdelaforma GUH entonces V, (F) ={ .
Y% en caso contrario

_ iF sV, (G)=V y V (H)=F
°S F esdelaforma G® H entoncesV, (F) = { .
Vv €n caso contrario

: iV sV (G)=V,(H)
°S F esdelaforma G« H entoncesV, (F)={ :
iF encaso contrario

Ejemplo 1: Sea la férmula F :(p® q) « @qU@p vy la interpretacion | que asigna V,(p) =Fy
V(g) =V

Definicion 3: Unainterpretacion | es un modelo paraunaformulaF si V, (F) = v

Es posible establecer una clasificacion de las férmulas proposicionales en funcién de los valores que
tomen bajo las diferentes interpretaciones, de estaformaunaférmulaF se clasificaen:

Vélida 6 Tautologia: Todas las interpretaciones son un modelo (Paratodainterpretacion|, V, (F) = v)

Satisfacible: Alguna interpretacion es un modelo (Existe unainterpretacion| tal queV, (F) = v)
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Insatisfacible: Ningunainterpretacion es un modelo (No existe unainterpretacion| tal queV, (F) = v)

| Todas las HSrmmulas |

_.\ -~ »““\,,4-\¥’~ pe— -
‘/ \ ~ - - - -
( N N N
SaisEaciblcs Inasticfincihles ‘]

Una férmula puede ser: satisfacible o insatisfacible. Un tipo especial de formula satisfacible, es
aquella que toma siempre valor v (es valida). Por tanto, las formulas validas son un subconjunto de las
satisfacibles.

Teorema 1l: UnaférmulaF esvalidasi y s6lo si su negacion @F esinsatisfacible.
Dem: Fesvélida
{ Def. vélida}
"IVi(F=V
{ Def. Interpretacion @}
"1 V|(@F) =F
{ Def. Insat. }
JF esInsatisfacible

(e} (e}

(e}

NOTA: A lolargo de estos apuntes se utilizaraun formato lineal paralas demostraciones promovido por E.
W. Dijkstra [Dijkstra, 90]. En este formato, las lineas mpares contienen los principales pasos de la
demostracién y las lineas pares, comentarios para pasar de un paso aotro.

En algunas ocasiones, el comentario recurre alareglade Leibniz que dice lo siguiente:

Si secumple F(X) y X =Y entonces también se cumple F(Y)
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2. Equivalencia l6gica

Definicion 4: Se dice que dos formulas Ay B son equivalentes I6gicamente (se denotapor A° B 6
AU B)si paratodainterpretacionl, secumplequeV, (A) =V, (B)

Teorema 2: A° Bsiysdlos laférmulaA« B esvélida

Dem: A°B
U {Def.°}
_ TIVIA=VE)
U { De€f. Interpretacién« }
"1 V|(A« B)=V
U { Def. vdida}

A« Besvdida
El teorema anterior reduce la demostracion de equivalencia entre formulas a la demostracion de validez de
unaférmula

A continuacion se presenta una tabla con una serie de equivalencias de uso comun y de fé&cil
demostracion

Supresion de Implicacién: A® B° JAUB
Contraposicion: A® B°ZB® A
Supresion de DobleImplicacion: A« B° (A® B)U(B® A)

[ Absorcion [ AU(BUA°A | AUBUA°A |
AUE° AUv ° v
Elemento neutro AUv o A AUE° A
E. Corrplementario Contradiccion Medio Excluido
AUGA° F AU@A° v
Idempotencia AUA° A AUAC° A
Commutativa AUB°BUA AUB° BUA
Asociativa AU(BUC)° (AUB)UC AU(BUC)° (AUB)UC
Distributiva AU(BUC)° (AUB) U(AUC) AU(BUC)° (AUB) U(AUC)
De Morgan g AUB)° @AUZB G AUB)° GAUZB
Doble Negacién DDA° A
(Involucién)

Teorema 3: Si A esvéliday A° B entoncesB esvalida

Dem: A esvdlida

{ Def. Vdida}
"IV,(A) =V

{Si A°B entonces" | V|(A) = V,(B), Leibniz}
"1V,(B)=V

{ Def. Vdida}
B esvdlida

(e} (e}

(e}

Con €l teorema anterior, si se sabe que X es valida, para demostrar que Z es vélida se podra utilizar el
formato: X

0 (.}
3

[°)
N7 <
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3. Consecuencia L 6gica

Definicion 5: Sea C un conjunto de formulas {F{,Pz,---Pn} y sea Q unaférmula. Se dice que Q es

consecuencia légica del conjunto C de premisas (se denotard C P Q) si toda interpretacién que es un
modelo de C estambién un modelo de Q.

Es decir, si para toda interpretacion | secumplequesi V,(R)=V,(R,) =--=V,(P,)=V entonces
V, (Q) = v (Intuitivamente, se podria considerar cada interpretacion como un "posible mundo”. De esa

forma, decir que Q es consecuencia légica de unas premisas es equivalente a pensar que Q tomavalor v
en cualquier mundo en el que las premisastomen valor v ).

Unaestructurade laforma { R, PZ,-‘-Pn} P Q sedenominarazonamiento. Donde {F_{, Pz,-.-Pn} es
€l conjunto de premisasy Q, laconclusién.

Se dice que un razonamiento es correcto si la conclusion es consecuencialdgica de las premisas.

Teorema4: {R,P,,---P,} P Q escorrectosi y sslosi B UR,U--UP, ® Q esvdlida
Dem: {Py, P, ..P;} P Qescorrecto
{ Def. Razonamiento }
"1SV,(P)=V,(P)=..=V,(R)=VentoncesV, (Q) =V
{ Def. Interpretacion de conjuncién }
"1SV,(P,UP,U..UP,) =V entoncesV, (Q) =V
{ Def. Interpretacion de Implicacion }
"1V, (R,UP,U..UP,® Q=V
{ Def. Vdida}
P,UP,U..UP,® Qesvdlida

(e} (e} (e}

(e}
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4. Técnicas Semanticas de Estudio de Validez Proposicional

4.1. Tablasde Verdad

Definicion 6: Una tabla de verdad es una representacion en forma de arbol del valor de una férmula en
todas las posibles interpretaciones.

Por gjemplo, para calcular el valor de verdad de laformulaF = p® q « @pUq , la tabla de verdad
consiste en representar las 4 posiblesinterpretacionesy evaluar laférmulaen dichas interpretaciones

p® g« @pUq

<|<|m|m[®
<|ml<|TnP

I K| IK<I<

El nimero de posibles interpretaciones de una formula F es 2" donde n es el nimero de variables
proposicionales de F. Por tanto, este método tiene una complejidad exponencial que complica su
utilizacion paraférmulas complejas

4.2. Arboles Semanticos

Definicion 7: Un arbol semantico es una técnica similar a las tablas de verdad que puede simplificar la
evaluacién de algunas férmul as.

Inicialmente, se forma el conjunto LP de letras proposicionales de laférmula. Se construye un nodo inicial
del arbol que setomara como nodo actual y se aplica el siguiente procedimiento:

1.- Seintentaevaluar laférmulaen el nodo actual.
2.- Si esposible asignar a F un valor {V, F} se etiqueta el nodo con dicho valor y sefinaliza el tratamiento
del nodo actual.
3.-En caso.contrario: - Se Seleccionalaprimeraletraproposiciona p del conjunto LP
- SeBorra pdelLP.

- Se Construyen dos ramas, una correspondiente a p interpretado con valor v
(identificada como p) y la otra correspondiente a p con valor F (identificada
como 9p).

- Repetir el procedimiento por cada uno de los dos nuevos nodos.

Definicion 8: Los nodos del arbol semantico en los que el conjunto de significados atribuidos hasta ellos
hacen Falsalaféormula, se denominannodosdefalloy los que la hacen verdadera, nodos de éxito

Ejemplo 2: Dadalaférmula (p® q) ® (Fp® Dq). Seleccionando los literales por orden alfabético, se obtiene
el arbol semantico:

©

@p

q aq
F \%

Como puede observarse, no ha sido necesario evaluar las interpretaciones p=V, g=V y p=V, g=F.
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4.3. Demostraciones por Contradiccion

Para demostrar que unaférmula F es valida por contradiccién serealizalo siguiente:

1.- Se supone que existe unainterpretacion | tal que V,(F) = Fy seintentan calcular los diversos valores de
laformula

2.- Si sellegaauna contradiccion:
Entonces: ZBIV(F=F P "IV(F)=VP Fesvdida
En Caso Contrario: $1V,(F=FP Fnoesvdlida

Este tipo de demostraciones se suelen representar etiquetando la férmula con valor Fy evaluando
posibles val ores hasta que se llegue la contradiccién.
Ejemplo 3. A continuacion se demuestra que laformula @pUdg® @(pUq) es vélida
@pUBq® P(pUq)

\ \ VvV Vv

F F v
— ——
! i}’ =
V
Contradiccion <+— F

A lahorade evaluar una conectiva pueden aparecer varias alternativas. Conviene recordar que:

Para poder asegurar que F es valida debe Ilegarse a contradiccion por todas|as alternativas

Si no se llegaa contradiccion por alguna alternativa se puede decir que F no esvélida

Ejemplo 4. A continuacion se demuestra que latransitividad de la equivalencialdgica. Es decir que:
{A« B,B« C)b (A« C)

Para ello, basta con demostrar que la formula (A« B)U(B« C)® (A« C) es vélida. En dicha
demostracion aparecen dos alternativas 'y, como se Ilega a contradiccion por ambas, puede concluirse que
laférmulaesvalida.

A« BUB« C® A« C @« EFaL‘JEs« C® A« C
F

Y, (VY v Y, v E =
—_— \ v — —
\% \% \% \%
| S — | S —
v EF:\JL Contradiccion v @i Contradiccion
F F
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4.4. Resolucién Proposicional

El método de resolucion es un algoritmo féacilmente mecanizable propuesto por J.A. Robinson en
1965. La entrada del algoritmo no es una férmula, sino un conjunto de clausulasy el algoritmo chequeasi
son insatisfacibles. Antes de presentar el algoritmo de resolucién, se define qué es una clausulay como
transformar unaférmula en un conjunto de clausulas mediante |as formas normales.

4.4.1. Formas Normales

Definicion 9: UnaférmulaF es unaconjuncion si esdelaforma F, UF,U--UF, n30

Definicion 10: UnaférmulaF es unadisyuncion si esdelaforma F, UF, U --UF, n30

Definicion 11: Un literal es una proposicion (p) 0 Una proposicion negada (Qp) .

Definicion 12: Unaformula F estd en Forma Normal Conjuntiva (FNC) si es una conjuncion de laforma

F UF U- UF donde cada F; esunadisyuncion de literales. Se representa como L_Ja{_JlI i

Ejemplo 5: Lasiguiente formula esta en FormaNormal Conjuntiva: (@pUq) U (@pUrU@s) U p
Definicion 13: Unaformula F esta en Forma Normal Disyuntiva (FND) si es una disyuncion de laforma

F,UFR,U...UF, donde cada F, es unaconjuncion de literales. Se representa como -L,Jlg{jllij g
i=1@j=

Ejemplo 6: Lasiguiente formula estd en FormaNormal Disyuntiva: (pU @q U r) U @p U (r U @s)
Ejemplo 7: Obsérvese quelaformula@p estdalavez en FNCy FND

Teorema 5: Toda férmula de la l6gica de proposiciones puede ser transformada en una férmula
|6gicamente equivalente a ellaen Forma Normal Conjuntiva (Disyuntiva).

Dem:

La demostracién consiste en indicar los pasos del algoritmo de transformacion a forma normal
conjuntiva. Puesto que estos pasos mantienen la equivalencia y dado que la equivalencia cumple la
propiedad transitiva (gjemplo 4), la férmula resultante es equivalente a la férmula original. Para demostrar
formalmente que el agoritmo termina, se requiere el estudio de sistemas de re-escritura de términos que
puede consultarse en [Abramsky, 92]. L os pasos de transformacién son:

1. Eliminar conectiva« . A« B°(A® B)U (B® A)
2. Eliminar conectiva® . A® B° JAUB
3. Introducir negaciones hasta que afecten aliterales mediante las leyes de Morgan.
g AUB)° GAUZB A AUB)° @AUZB
4. Eliminar negaciones multiples. @JA° A
5. Aplicar propiedades distributivas para eliminar las posibles conjunciones (disyunciones) dentro
de disyunciones (conjunciones) obteniendo FormaNormal Conjuntiva (Disyuntiva).
AU(B UC) (AU B) U(AUC) AU(B UC) (AUB) U(AUC)
Puesto que las férmulas resultantes de aplicar cada uno de los pasos anteriores mantienen la
equivalencia, laférmulaobtenida serd equivalente alaférmulaoriginal.

En muchas ocasiones se afiaden otros tres pasos que simplifican laférmularesultante:

6.  Eliminar conjunciones/disyunciones con un literal y su opuesto.
PUZpuUXx)uyey
PUZpUX)uYe Y

7. Eliminar literales repetidos
pUp°p
pUp®p

8. Eliminar subsunciones. Una subsuncién se produce cuando una conjuncion (o disyuncién) C

estdincluidaen otraD. En dicho caso se eliminalaclausulaD

(AUB)UA°A

10
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(AUB)UA® A

Ejemplo 8: Paratransformar la formula @(p® q)« pUr a Forma Normal Conjuntiva, se pueden emplear los
siguientes pasos:

D(p® q)« pUr
° { Eliminacién« }
@(P® ® pUnU((PUN® B(P® q)
° { Eliminacion® }
@@@pUqUpUnNU(B(PUNUEDPUQ)
° { Eliminacion doble negacion }
@pUqUpPUr)U(B(PUNUE@PUQ)
© { Eliminacion disyuncion con literal y su opuesto }
(B(PUNUB@PUQ)
° { DeMorgan}
(@pU@r) U (@2pUBq)
° { Eliminacion doble negacion }
@pUBNU (PUBQ)
o { DistributivaU}
(@pUBNUpPU(@pUBNUZQ)
o { DistributivaU}
(@p U p) U(p UG T) U (BpU2a) U (B qU )
© { Eliminacion disyuncion con literal y su opuesto }
(p U@ 1) U (@pUaq) U (@ qUBT)

Definicion 14: Unaclausulaesunadisyuncion deliterales.
Definicion 15: Unaformula esta en Forma Clausal si se expresa como un conjunto de clausulas.

La transformacion de una férmula en Forma Normal Conjuntiva a Forma Clausal es inmediata sustituyendo
las conectivas U por comasy englobando |as disyunciones entre |l aves.

Ejemplo9: Laférmula (@p Uq) U(@pUqU@r) U(p) en FormaNormal Conjuntivaequivalea
{@pUq,@pUqU@r, g enFormaClausa

Definicion 16: Una clausula sin literales se denomina cldusula vacia, se representa por 0 y su valor es
siempre Falso.

Definicion 17: Una cldusula que tiene a lo sumo un literal positivo, se denomina clausula Horn. Una
cléusulaHorn serade laforma: AU@B, UZB,U--UZB, .

S n=0, se denomina hecho, si no existe literal positivo (no existe A) entonces se denomina objetivo y,
finalmente, si n>0y existe literal positivo, se denominar egla.

4.4.2. Algoritmo de Resolucién Proposicional

El agoritmo se basa en unaregla deinferencia sencillay, alavez de gran potencia: laregla deresolucion.
Puesto que se utilizauna solaregla, el algoritmo esfacil de analizar e implementar.

11



L 6gica Proposicional Técnicas Seméanticas de Estudio de Vaidez

Laideadel principio de resolucion es simple: Si se sabe que se cumple: "P 6 Q" y también se sabe que se
cumple"no P 6 R" entonces se puede deducir que se cumplira"Q o6 R".

Ejemplo 10: Si setiene: "Gana o Pierde o Empata”’ y "Si Gana entonces da una Fiesta o Vade Vige". Se
puede deducir que: "O Pierde o Empatao daunaFiestao vade Vigje".

Formalizando, laprimerafrase seriaa. GUP UE y lasegunda: G® FUV ° @G UF UV
Laregladeresolucioninferira PUEUF UV

Definicion 18: Dadas dos clausulas C, y C, talesque existaun literal | deformaquelT C,y @11 C,, se
denominaresolvente de C, y C, respectoal alaclausula:

R(CC)=(c- {I})E(c, - {al}).
Sediceque C, y C, son clausulasresolubles.
Teorema 6 (Consistencia de la regla de resolucion): El resolvente de dos cléusulas es consecuencia
|6gicadeellas. Esdecir {C,,C,} P RC,C,)
Dem: Se demuestra por contradiccion:
SeaC, =101, UI,G-U, y C,=@ Ul,0L,0-Ul, .
El resolventede C, y C, respectoal serd R (C,,C,)=1,Ul,G--0l, Ul Ul,,0--U,
Por e teorema 2, probar que {C,,C,} P R(C,,C,) es equivalente a probar que C, UC, ® R(C,,C,) es
vélida. Supbéngase que existe unainterpretacién que la hace Falsa, 1a asignacién de val ores sera:
101, G-01, Ual U1, 001, ® 1, G--0l,_01,, G-Ul,,
v V. oF F F FF F

F F
%/—/ F

\ F
\

v [

4/ F
Contradiccion

Puesto que se llega a una contradiccion, la formula no puede ser Falsay sera siempre verdadera, es decir,
laformulaesVdida ]

Teorema 7: Dadas dos clausulas C; y C, pertenecientes a un conjunto C y resolubles respecto un literal |,
entonces: C° CE R (C,,C,) .

Dem:  Recordando que un conjunto de clausulas equivale a forma normal conjuntiva, CE R (Cl, Cz)
eslomismo que CUR, (Cl, Cz). Lademostracion es:
C
° { Absorcion A° AUB}
C U R1 (Cl' CZ)

Teorema 8: Si el resolvente de dos clausulas C, y C, pertenecientes aun conjunto C esla clausulavacia,
entonces C esinsatisfacible.

Dem: R (cl,cz):a

° { Teorema7, Leibniz}
cocus

°{Def.0°F}
C°CUF

° { El. Neutro, CUF® F}
C°F

° { Def. Interpretacion® }
" IVI(©) =Vi(F)

12
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° { Def. Interpretacion: V,(F) =F }
"1V(C)=F

° { Def. Insatisfacible}
C esinsatisfacible

A partir de los teoremas anteriores, se define el algoritmo de resolucién que chequeara si un conjunto de
clausulas esinsatisfacible.

Algoritmo deresolucién proposicional

Entrada: Un conjunto de clausulasC

Salida: Detectasi C esinsatisfacible

1- Buscar dos clausulas C;,C, T C talesqueexistaun literal | que cumplequel 1 C,y @11 C,
2.- Si se encuentran:

3.-Calcular R (C;,C,) vy afiadirlo al conjuntoC

4-S R(C,,C,)=r entoncesSALIR indicando que C esinsatisfacible.

5.-Sino, Volveral

3.- Si no se encuentran: SALIR indicando que C no esinsatisfacible.

Ejemplo 11: Sea C el siguiente conjunto de clausulas { p,@pUq,@r,@pU@qUr} , se puede demostrar
gue C esinsatisfacible por resolucion. Paraello:

- Seresuelve laterceraclausula(®@r ) conlacuarta (WpULqUr ), obteniendo YpUWYq.
- Seresuelve ahorala clausula anterior con la segunda clausula (9p Uq) obteniendo: ©p
- Seresuelve ahorala clausula anterior con laprimeray sellagaalaclausulavaciald

Puesto que sellegaalaclausula vacia, C esinsatisfacible.

Teorema 9: Un razonamiento de la forma P

2 P,---,P, P Q es correcto si y solo si el conjunto de

clausulas {Plc,ch,m P,f,ﬁQ“} es insatisfacible. Cada P° es el resultado de transformar la premisa P a

forma clausal y @Q° es el resultado de transformar la negacion de la conclusién aforma clausal.

Dem: P.P,,---,P,P Q

(e}

{ Teorema4}
RURU---UP,® Q esvdlida

0 { Teorema 1}
@(PUP,U---UP, ® Q) esinsatisfacible
U] { Pasando aFormaNormal Conjuntiva cadapremisay operando }

{Re,Ps .- PP, @Q°} esinsatisfacible

Ejemplo 12: Para estudiar si e razonamiento {pUq® r Usp® @ b @pUBy es correcto por

resolucién, es necesario transformar cada premisa a forma clausal y afiadir el resultado de transformar la
negacion de la conclusién a forma clausa. El  conjunto  obtenido  seria

{@pU@qUr,2p UaqUs @pUds p,q} . Aplicando el algoritmo de resolucion:
- Seresuelve lasegunda cldusula (¥ p U©g Us) con latercera (WpU Ws), obteniendo Wp Uwq

- Seresuelve ahoralaclausula anterior con la cuarta clausula (p) obteniendo: ©q

13
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- Seresuelve ahoralaclausulaanterior conlaquintay sellegaalaclausulavacial

Puesto que se llega a la clausula vacia, €l conjunto de clausulas es insatisfacible y el razonamiento es
correcto.

Demostracion dela completud del algoritmo deresolucién

Se presentan las ideas generales de la demostracion de la completud del algoritmo de resolucién
proposicional sin entrar en una demostracién formal que se sale del &mbito de estos apuntes.
Ejemplo 13: Sea el conjunto de cléausulas C={p, @pUq, @r,@pUq Ur}, para construir e érbol

semantico para C se recuerda que un conjunto de clausulas equivale a una formula en Forma Normal
Conjuntiva, en este caso, pU(@pUqg) U(@r) U(@pU@qUr) . Enlasiguiente figurase muestrael arbol
semantico correspondiente marcando la cldusulafalsificada en los nodos de fallo. El &rbol semantico ser&

‘F (2r) T (@pUZqUr)

Lema 1. Si un conjunto de cldusulas esinsatisfacible, entonces el arbol seméantico esfinitoy est4 limitado
por nodos de fallo, se denomina, en ese caso, &rbol defallo.

Lema 2: Cada nodo de fallo n falsifica a menos a una de las clausulas del conjunto que seré la clausula
asociadaan.

Lema 3: Laclausula C asociada a un nodo de fallo n contiene un subconjunto de |os complementos de los
literales que aparecen en larama que va desde laraiz del &rbol semantico hastan.

Dem: Puesto que la clausula C es falsificada en el nodo n, todos sus literales deben tener asignado un
valor en lainterpretacion parcial correspondiente an. Ademas, el valor de esos literales debe ser F (puesto
gue C es unadisyuncion). El valor asignado debe ser el complementario. ]

Definicion 19: Se denomina nodo deinferenciaa un nodo del &rbol seméntico cuyos dos hijos son nodos
defallo.

Lema4: Enun arbol defallo, salvo que solo tenga un nodo, debe existir al menos un nodo de inferencia.

Dem: Puesto que €l arbol de fallo es finito y las ramas se desarrollan de dos en dos, necesariamente
tendremos un Ultimo nodo desarrollado con dos hijos. ]

Lemab5: Si el arbol seméntico de un conjunto de clausulas es de fallo y contiene un sélo nodo, entonces
dicho conjunto contiene la clausula vacia.

Lema 6: Un nodo de inferencia i indica un paso de resolucion de las cldusul as asociadas a sus dos hijos.
El resolvente de dichas clausulas es falsificado por €l nodo i y, ocasionalmente, por alguno de sus
antecesores.

Dem: En un nodo de inferenciai cualquiera, se tendra un esquemacomo el que sigue:

14
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I
(p) (2p)
p=V p=F
| K
F (C) F (Cy)

- Puesto que €l nodo i no falsifico CJ. y lo Unico que cambia en €l nodo j respecto a i esel valor dep, la
cldusula Cj debe contener €l literal @p (complementado para que sea Falso).

- Por la misma razén anterior, la cldusula C, debe contener €l literal p (sin complementar para que sea
Falso)

Por tanto Ci y C, son resolublesrespecto ap. El esquema ser&:

C = @pUresto_Cju

C. - pUresto_C, % R,(C;,Cy) = resto_C, U resto_C,

En el nodo j, C, toma valor Falso, por tanto resto_C, tomara también valor Falso, como resto_C, no
contiene € literal p también tomardn valor Falso en el nodo i. De la mismaforma, resto_C, tomara valor
Falso en el nodo i. Por tanto, R (C,,C,) = resto_C, U resto_C, tomaravalor Falso en el nodoi, es decir,

el nodoi, esun nodo defallo parael resolvente de Cj y C,

En ocasiones, puede ocurrir que el resolvente seafalsificado también por alguno de los padres del nodo de
inferencia, como ejemplo, considérese el conjunto de cléusulas {p @pUQq @r,@pUr}, e &bol
semantico, junto con los resolventes seria:

e

7 .

‘F(Qr) F (@pur)

El resolvente delos nodos 6y 7 es (@p) que falsificaal nodo 4 pero también falsificaa su antecesor, €l
nodo 2. [ |

Teorema 10 (Completud del Algoritmo de Resolucién Proposicional): Si un conjunto de cléusulas es
insati sfacible entonces, aplicando el algoritmo de resolucion, se alcanzala clausulavacia.

Dem: C esun conjunto de cldusulasinsatisfacibles

{Lemal}

(e}

El &bol semanttico de C seraun arbol defallo

{Lema4}

(e}

$ un nodo deinferenciai

(e}

{Lema®, un nodo de inferenciaindicaun paso de resolucion }
Se puede formar el resolvente con las cldusulas asociadas alos dos hijos

El resolvente puede afadirse al conjunto Cy construir de nuevo el arbol seméantico

15
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U { Hipotesis, C esinsatisfacible, Consistencia Resolucion }

El nuevo arbol seguira siendo insatisfacible, pero contendr4 menos nodos

Repitiendo el proceso se llegara a un arbol semantico con un solo nodo que correspondera a la
clausula vacia {Lema 5} vy, por tanto, queda demostrado que se alcanza la clausula vacia por
resolucion.

4.4.3. Estrategias de resolucion

El método de resolucion es un algoritmo no determinista ya que pueden encontrarse multiples
formas de alcanzar la clausula vacia en un conjunto insatisfacible. Muchas veces, siguiendo un
determinado camino se alcanzara la clausula vacia con muchos menos pasos de resolucion que por otro
camino.

Durante el desarrollo del algoritmo es necesario responder las siguientes preguntas: ¢Qué dos
clausulas se seleccionan?y ¢sobre qué literales serealizalaresolucion?.

Las distintas estrategias de resolucién tratan de responder a ambas preguntas de forma que se
mantenga la completud (si el conjunto es insatisfacible, alcanzar |a clausula vacia) y que se obtenga un
comportamiento eficiente.

Una de las desventajas de la utilizacion de la reglas de resolucion sin ninguna restriccién consiste
en que se pueden seleccionar clausulas cuyo resolvente no sea Util en el camino de blsqueda de la
clausula vacia. Se observa que muchas veces los resolventes son redundantes o no aportan ninguna
utilidad parala blsqueda. A continuacion se mencionan una serie de estrategias que serviran para eliminar
el trabajo indtil.

4.4.3.1. Estrategias de Borrado

Una estrategia de borrado serd una técnica en la cua se eliminan una serie de cldusulas antes de
que sean utilizadas. Si dichas clausulas no van a aportar nada para la blsqueda de la clausula vacia, su
eliminacion permitiraun ahorro computacional .

4.4.3.1.1. Himinadon de cldusulas con literaes puros
Definicion 20: Un literal es puro si y solo si no existe un literal complementario a él en € conjunto de
clausulas.

Una clausula que contenga un literal puro es indtil en la busqueda de la clausula vacia, puesto que el
literal puro no podra ser eliminado nunca mediante resolucion. Por tanto, una estrategia de borrado
consiste en laeliminacion de clausulas con literales puros.

Ejemplo 14: El conjunto C={@pU@qur,gpUsaqusp,q,ar} es insatisfacible, sin enbargo, para

demostrarlo, se puede ignorar la segunday latercera clausula, puesto que ambas contienen €l literal puro
s.

4.4.3.1.2. Eliminacion de tautologias

Definicion 20: Unatautologiaes una cldusula que contiene el mi smo literal en su formadirectaeinversa

Ejemplo 15: Laclausula pu@qUr U @p es unatautologia.

La presencia o0 ausencia de tautologias en un conjunto de clausulas no afecta la condicion de
satisfacibilidad del conjunto. Un conjunto de dausulas permanecera satisfacible independientemente de
gue se le afiadan tautologias. De la misma forma, un conjunto de clausulas insatisfacible seguira siendo
insatisfacible aunque se eliminen todas sus tautologias. Es posible, por tanto, eliminar las tautologias de

16



L 6gica Proposicional Técnicas Seméanticas de Estudio de Vaidez

un conjunto de clausulas para que no intervengan en el proceso de busqueda sin alterar la satisfacibilidad
del conjunto.

4.4.3.1.3. Eliminacion de Subsunciones
Definicion 21: Unaclausula C subsume aunaclausulaD si y sélo si todo literal de C pertenecetambién a
D, esdecir, Ci D.
Ejemplo 16: Laclausula puU @q subsumealacldusula puaqur .

Debido a la ley de absorcién, un conjunto de clausulas en el que se eliminan todas las clausulas
subsumidas es equivalente al conjunto original. Las clausulas subsumidas pueden ser, por tanto,
eliminadas.

Es necesario observar que, durante el desarrollo del proceso de resolucion, se pueden generar resolventes
de clausulas que sean tautologias o clausulas subsumidas. L as estrategias de borrado deberan chequear
el conjunto de clausulas original asi como |os distintos resolventes generados en cada resol ucion.

4.4.3.2. Resolucion unitaria
Definicion 22: Un resolvente unitario es un resolvente en el cual al menos uno de sus padres es una
clausula unitaria (con un solo literal).

Una estrategia de resolucion unitaria es una aplicacion del algoritmo de resolucién en la cual todos los
resolventes son unitarios.

Ejemplo 17: Sea C={pUq,@pUr,aqUr,ar} . A continuacion se aplicara la estrategia de resolucion
unitaria, paraello, se seleccionan siempre dos clausul as resolubles tales que una de ellas tenga un literal .

1- puq 7-4 R(19
2-gpur 8-p R (L6)
3-@aqur 9-r1 & (37)
4-a 10-0 R(67)
5-gp R (2,4) b
6-2q R (3,9

Obsérvese que los resolventes generados son un subconjunto de los que se podrian generar mediante la
resolucion sin restricciones. Por gjemplo, las clausulas 1 y 2 podrian haberse seleccionado para obtener
gur. Sin embargo ni esa clausula ni sus descendientes podran ser generados porgque ninguna de las

clausulas que lageneran es unitaria.

Los procedimientos de resolucidon basados en resolucidn unitaria son sencillos de implementar v,
normal mente, bastante eficientes. Obsérvese que si una cldusula es resuelta con una cldusula unitaria, su
resolvente tiene menos literales que la cldusula original. De esa forma los procedimientos siguen una
busgueda directa hacia la cldusula vacia ganando en eficiencia

Desafortunadamente, 10s procedimientos de inferencia basados en resolucion unitaria no son, en general,
completos. Por ejemplo, el conjunto C={pUQq,2pUq pUBQ,@pUaag} esinsaisfacible, sin embargo,
laresolucion unitaria no encontrara la clausula vacia porque ninguna de las clausul as es unitaria.

Por otro lado, restringiendo el formato de clausulas a clausulas Horn (clausulas con un literal positivo

como maximo) se puede demostrar que si un conjunto de clausulas Horn es insatisfacible, entonces se
llegaraalaclausula vacia aplicando la estrategia de resolucién unitaria.

4.4.3.3. Resolucién de Entrada

Definicion 23: Un resolvente de entrada es un resolvente en el cual al menos uno de sus padres es una
clausuladel conjunto original de entrada.

Una estrategia de resolucién de entrada es una aplicacién del algoritmo de resolucién en la cual todos los
resolventes son de entrada.
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Ejemplo 18: Sea C={puq,2pUr,aqur,ar} . A continuacion se aplicarélaestrategia de resolucion de

entrada, para ello, se seleccionan siempre dos clausulas resolubles tales que una de €llas pertenezca al
conjuntoinicial de clausulas:

1- puq 7-2p R (2,4
2-@pur 8-r R,(2,6)
3-aqur 9-0 R (4,8
4- K

5-qur R (12)

6- pur R(LJ

Se puede demostrar que la resolucién unitaria y la resolucién de entrada tienen el mismo poder de
inferencia en el sentido de que si con una estrategia se puede alcanzar la clausula vacia, con la otra
también.

Una consecuencia de lo anterior es que la resolucion de entrada es completa para clausulas Horn, pero
incompleta en general. Como contragjempl o, se puede tomar €l del apartado anterior.

4.4.3.4. Resolucion Lineal

La resolucion lineal (también conocida como resolucion con filtrado de antepasados) es una ligera
generalizacion de laresolucion de entrada. Se escoge una clausula inicial o clausulacabeza C, y seforma

unacedenade resolventes R, R, R,,---, R, donde:

Ry =G
R.=R(R.G) taqeCiCo6C=R (j&i

La resolucion lineal toma su nombre del aspecto lineal que presentan las inferencias realizadas. Una
resolucién lineal comienza con una clausula del conjunto inicial y produce una cadena lineal de
resoluciones como la que se muestra en la figura para e conjunto de clausulas

C={pUqg,@pUqg pUwQg,@pU aq}. Obsérvese que cada resolvente, después del primero, se obtiene
del resolvente anterior y de algunaotra clausuladel conjunto.
puq Zpuq puU 3q Zpudq

Resolucion Lineal

La resolucioon lineal evita muchas resoluciones indtiles centrandose en cada paso en | 0s antepasados de
unacléusulay en los elementos del conjunto inicial.

L os resultados obtenidos aplicando resolucién para una determinada clausula cabeza se pueden mostrar
en forma de é&rbol de resolucion. La wiz del &bol es la cldusula cabeza y se forman los nodos
descendientes segun las clausulas con las que se pueda resolver. El érbol de resolucion para el ejemplo
anterior seria:
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1:pUg
% // 4X\
5:q 7. P9q 8pU2p
Tautologia Tautologia
9:p 10: %p 1q 12: 9q
.= i -
2 6 ;
! .n
13:q 14: 9q .
,'//
. 1q
15: p 16: 9p

Arbol deresolucién

En la figura se representan las resoluciones indicando el nimero de cldusulay €l literal por e que se
resuelve. A cadaresolvente se le asigna un nuevo nimero. Obsérvese que pueden existir caminos infinitos
(el camino méas alaizquierda), caminos que llevan atautologias y caminos de éxito que acanzan laclausula
vacia.

Se puede demostrar que la resolucion lineal es completa. Para cualquier conjunto de clausulas
insatisfacibles, aplicando resolucion lineal, se acanzala cldusulavacia

Debido a siguiente teorema, no siempre es necesario probar con todas las clausulas del conjunto inicial
como cléusulas cabeza.

Teorema 11: Si un conjunto de clausulas S es satisfacible y SE C es insatisfacible, entonces se
encuentra la clausula vacia mediante resolucién lineal tomando como clausula cabeza una clausula del
conjunto C.

El teorema anterior tiene aplicacién al estudio de los razonamientos, en los cuales las premisas son, por 1o
general, satisfacibles. Si al afiadir |as clausulas resultantes de negar la conclusion el conjunto resultante es
insatisfacible (y el razonamiento es correcto) entonces, segiin el teorema anterior basta con probar como
clausula cabeza con las que resultaron de negar la conclusion.

4.4.3.5. Resolucion Ordenada

La resolucién ordenada o selectiva es una estrategia de resolucion muy restrictiva en la cual cada
clausula se toma como un conjunto de literales ordenados. Laresolucion solo se realiza con el primer literal
de cada clausula. Los literales del resolvente mantienen el orden de las cladusulas padre con los literales del
padre positivo (la clausula que contenia el literal por el que se resuelve afirmado) seguidos de los literales
del padre negativo (la cladusula que conteniael literal por el que se resuelve negado).

Ejemplo 19: Sea C={pUq,@pUr,aqur,ar} . A continuacion se aplicara la estrategia de resolucion
ordenada (se han ordenado los literales de cada clausula por orden alfabético):

1- puq 5-qur  R(12)
2-@pur 6-r R (39
3-@qur 7-0 R (4,6)
4-x
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Laclausula 5 es el tnico resolvente ordenado entre las clausulas 1y 4. Las clausulas 1y 3 no resuelven
puesto que sus literales complementarios no son los primeros. Por la misma razén tampoco resuelven las
clausulas 2 y 4 ni las clausulas 3 y 4. Una vez generada la clausula 5, resuelve con la clausula 3 para
producir laclausula 6, lacual resuelve con la clausula 4 paraproducir la clausula vacia.

Laresolucién ordenada es la mas eficiente (en el gjemplo, se obtuvo la clausula vacia en €l tercer paso de
resolucién). Desafortunadamente, la resolucién ordenada no es completa. Sin embargo, se ha demo strado
gue laresolucién ordenada si es completa para clausulas Horn.

Tras este breve repaso de las principales estrategias de resolucion, cabe resefiar que los principales
sistemas de demostracién automética basados en el principio de resolucion (por emplo, los sistemas
Prolog) utilizan una combinacion de las dos Ultimas estrategias restringidas a conjuntos de clausulas
Horn'.

YLos sistemas Prolog utilizan la resolucién lineal ordenada para clausulas Horn en légica de
predicados. Conocida como resolucion SLD (Selective Linear Resolution for Definite Clauses).

20




L 6gica Proposicional Técnicas Seméanticas de Estudio de Vaidez

21



L 6gica Proposicional

Teoriade la Prueba: Deduccién Natural

5. Teoriadela Prueba: Deduccion Natural

En las secciones anteriores se han utilizado técnicas que estudian la correcciéon de los
razonamientos en base al significado de las formulas que contienen. Este conjunto de técnicas se
engloban en lo que se denomina teoria seméntica Por el contrario, existe otro conjunto de técnicas,
conocido como teoria de la prueba, que prescinde de los posibles valores de las férmulas y se centra
Unicamente en la manipulacidn sintéctica de férmulas. Existen diversos estilos como el sistema de Hilbert,
la deduccion natural, etc. Todos ellos utilizan un conjunto de axiomas y una serie de reglas de inferencia
gue permiten obtener teoremas a partir de dichos axiomas o de otros teoremas previamente derivados.

En esta seccion se presenta el estilo de deduccion natural, desarrollado por Gentzen en 1935 y cuyo
principal objetivo es ofrecer un sistema que se acerque a las técnicas de demostracién habituales. La
deduccién natural no contiene axiomas y ofrece una serie de reglas de inferencia por cada tipo de
conectiva. Lasreglas de inferencia se presentan en la siguiente tabla.

Reglas de Introduccion

Reglas de Eliminacion

V] V]
o A B 0.g AUB AUB
AUB A B
A B Prueba por casos
0.
AUB AUB 0.g AUB A® Cc B® C
c
Deduccién M odus Ponens
A ®
® & A A B
B B
®
A® B
. A® B B ® « E A« B A« B
A« B A® B B® A
Dem. por Contradiccion Dem. por Contradiccion
A 2 A
B U@ B BU®B
2 | g.E
2 A A
v a0 A v v
! Y] E AU A
F AUDB A - E
! —F £ A

Tabla 1: Reglas de Inferencia para Deduccion Natural

Lasreglasdelaforma - - | serefieren alainclusion del simbolo - y lasreglasdelaforma- - E se

refieren alaeliminacion de dicho simbolo.

Ejemplo 20: Demostrar quepU q® qUp
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A W DN P

pUq
q
p
qUp

[legar alaconclusion.

Premisa
U-E1l
U-E1l
U-123

Ejemplo 21: Demostrar quepU b pU (qUr)

1

2
3
4
5

pUq
p

q
qUr

pU(@Un
La utilizacién de cuadros permite visuaizar la idea de pruebas subordinadas. En una prueba

Premisa
U-E1l
U-E1l
U-13
U-124

Para el estudio de razonamientos de laforma{Py, P,, ..P;} P Q separte delaspremisasy seintenta

subordinada, se realiza un supuesto y, unavez llegado a un resultado, se descarta el supuesto (secierrael
cuadro) obteniendo un resultado libre de supuestos. Un gjemplo es laregla de deduccion:

A

formulaA ® B.

Ejemplo 22: Demostrar quep® (q® Nk pUg® r

1 p® (q® 1) Premisa

2 pUq Supuesto
3 p U-E 2

4 qe® r ® E 13

5 q U-E2

6 r ® E 45

7 pUT®T ® 126

Ejemplo 23: Demostrar quepU q® rb p® (q® 1)

1 pUQ® r Premisa
2 p Supuesto
3 o} Supuesto
4 pUq U-123

5 r ® E14
6 q® r ® 135
7 p® (q® 1) ® |12-6
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Ejemplo 24: Demostrar que@p b p® q

1 dp Premisa
2 p Supuesto
3 pUZp U-11,2

4 F F13

5 q FE4

6 p® q ® 125

Ejemplo 25: Demostrar p« @dp

1 p Supuesto
2 dp Supuesto
3 pU@p U-11,2

4 oDp a1 2-3

5 p® OJp ® 124

6 DDp Supuesto
7 dp Supuesto
8 @p U 2@p U-167

9 p J-E7-8
10 PP ® p ®-169
1 p« Dp « -1510

Ejemplo 26: Demostrar que ZpUq P p® q

1 @pUg Premisa

3 p Supuesto

4 p® q JAP A® B (Demostrado en Ej. 24)
5 Zp® (p® Q) ® 134

6 q Supuesto

7 p Supuesto

8 q 6

9 pP® q ®-17-8

10 q® (p® q) ®-16-10

11 p® q U-E 15,10
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Teoriade la Prueba: Deduccién Natural

Ejemplo 27: Demostrar que p® qb @pUq

1 p® q Premisa
2 @ (ZpU q) Supuesto
3 p Supuesto
4 @pUq U-13

5 (ZpUq) U @(@pUq) U-142

6 P @E 35
7 q ®-E16
8 @pUq U-17

10 (ZpUq) U @(@pUq) U-1 82
1T IpUY GE2-10
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6. Aplicacion al disefio de Circuitos: Algebra de Boole

6.1. Introduccion

George Boole (1815-1864) presentd el primer tratamiento sistemético de la légica y para €llo,
desarroll6 un sistema algebraico, conocido ahora como Algebra de Boole. Ademés de sus aplicaciones al
campo de laldgica, el dgebrade Boole hatenido dos aplicaciones importantes:. el tratamiento de conjuntos
mediante |as operaciones de unién e interseccion que ha servido de base a lateoriade la probabilidad y el
disefio de cir cuitos digitales combinacionales.

6.2. Definicion de algebra de Booley Teoremas

Definicion 24: Un élgebrade Boole esunaestructurade laforma{A, +,” , -, 0,1} siendo A un conjunto en
el que se definen las siguientes operaciones:

+ y~ sonleyesdecomposicion binariasobreA:  a+bl Ay a” bl A "abl A

- esunaley de composicién unariasobre A: ar A "al A

verificandose | os postulados:

1. Conmutativa: atb=b+a "abl A { conmutativa +}
a’ b=b" a "abl A { conmutativa” }
2. Digtributiva: a+(b” ¢g=(a+b)” (a+c) "abcl A {distributiva+}
a’ (b+c)=(a” b)y+(@ ¢ "abcl A {distributiva” }
3. Elemento neutro: a+0=a "al A {neutro +}
a’ 1=a "al A {neutro” }
4, Elemento inverso. a+a=1 "al A {inverso +}
a*a=0 "al A {inverso " }

En el caso mas sencillo, € conjunto A tiene como Unicos elementos a los neutros de las
operaciones, A={ 0, 1}. Esto quiere decir que las variables sélo pueden tomar los valores 0 o 1. En este
caso, €l algebrade Boole se dice que eshivaluada.

Ejemplo 28: Laldgica proposicional LPROP, tiene estructura de & gebra de Boole.
Basta con demostrar que latupla (LPROP, U, U, , F, V) cumple ladefinicion de dgebra de Boole

Los elementos de LPROP, las formulas de lalégica proposicional, sélo pueden tomar los valores F
oV,oloqueeslomismo,001.

Ladisyunciony la conjuncién son operaciones binarias (intervienen dos operandos) e internas.
El complementario es una operacion unariainterna.

Como ya se hademostrado, se cumplen los postulados del dgebrade Boole:

Commutativa: aUb=bUa y aUb=bUa "abl A
Distributiva: aU (bUc)=(aUb) U(aUc)
aU (bUc=(@Ub)U@Uc) "abl A
Elemento neutro: aUF=a
alV=a "a A
Elemento inverso: aU@a=V (medioexcluido) y aU @a=F (contradiccion) " al A
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Ejemplo 29: Dado un conjunto C, la estructura {2, E, C, -, C, £}, donde 2° es el conjunto de todos |os
subconjuntos de C, E, C y - son las operaciones de union, interseccion y complementario entre conjuntos
y A es el conjunto vacio, tiene estructura de algebra de Boole

Ejemplo 30: Laestructura{A, A, A", 0,1} donde A contienelos elementos: {0, 1, S, S'} y las operaciones
se definen mediante | as siguientes tablas, también tiene estructura de d gebra de Boole

Alo s s | Alo s s | XX
o|lo o 0 o o0 s s I of |
s|o s o0 s s|s s 1 | s|s
s|o o s s s|s 1 s | s|s
1lo s s | N I'|o

Ejemplo 31: Dado un nimero natural n, la estructura{D,, mcm, mcd, (n/), n, 1} donde D, es el conjunto de
divisores de n, mcm y mcd son el minimo comdn multiplo y (n/) x = n/ x tiene estructura de dlgebra de
Boole.

A partir de ladefinicion de algebra de Boole, se deducen |os teoremas siguientes:

Teorema 12 (Principio de dualidad): Cada identidad deducida de los postulados del algebra de Boole
permanece vélidasi seintercambian lasoperaciones+y” ,ylosvaloresOy 1.

De manera informal, este teorema puede demostrarse indicando que, puesto que |os postulados son todos
simétricos y cumplen la propiedad de dualidad, todo lo que se deduzca de ellos, cumplira también dicha
propiedad.

Teorema 13 (Dominacion 6 Elemento Cero) a+1=1 "aeA

a” 0=0 [Dual]

Demostracion:

1
={inverso+}

ata
={neutro” ,a/a}

ata’' 1
={ distributiva+}

(a+a)’ (a+1)
={inverso+}

1" (a+1)
={ neutro” }

at+1l

A partir del teorema anterior se pueden construir |as tablas de verdad de las operaciones boolenas +y
Teorema 14 (Idempotencia) at+ta=a "aeA

a’ a=a [Dual]
Demostracion
a
={ neutro+}
a+0
={inverso x}
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a+axa
={ distributiva+}
(a+a)” (a+ a)
={inverso+}
@a+a)x1
={ neutro” }
a+a

Teorema 15 (Absorcion) at+ta’ b=a "abeA

a’ (a+h) =a [Dual]
Demostracion
a

={ neutro” }

1" a
={ dominacion +}

1+b)” a
={ distributiva” }

1" a+b” a
={ neutro” }

a+axb

Teorema 16 (Asociativa). a+ (b+c)=(a+b)+c=a+b+c vab,c €A

ax(bxc)=(axb)xc=axhbxc [Dual]
Demostraciéon:  Se demostrarén dosteoremas auxiliares TA1ly TA2:
TAlL a” ((@+b)+c)=a” (a+(b+c)
a’ ((ath)+o)
={ distributiva” }
a’ (ath)+a” c
={ absorcion” }

ata’ ¢
={ absorcion +}
a

={ absorcién” , b/ b+c}
a’ (a+(b+c))

TA2 a” (@a+b)+c=a " (a+(b+cq)
a’ ((@+hb)+c)
={ distributiva” }
a’ (a+tby+a’ " c
={ distributiva” }
(a"ata’" b+a’c
={inverso” }
©O0+a" b+a’ " c
={ neutro+}
a’ " b+a’c
={ distributiva” }
a’ (b+c)
={ neutro +}
0+a’” (b+c)
={inverso” }
a a+ta’ (b+c)
={ distributiva” }
a’ (a+(b+0)

A partir de dichos teoremas auxiliares, |a demostracion se obitiene facilmente:
(a+hb)+c
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={neutro” }

(a+h)y+c)” 1
={inverso+}

(a+b)+c)” (a+ a)
={ distributiva” , conmutativa}

a’ (atb+co+a” ((a+h)+c)
={ TAl}

a’ (a+(+cg)+a’ ((a+th)+c)
={ TA2}

a’ (a+(b+c)+a” (a+(b+c)
={ distributiva” }

(a+a)’” (a+(b+0)
={inverso+}

1" (a+(b+c))
={ neutro” }

a+(b+c)

Teorema 17. (Unicidad del complementario) El elemento & asociado a un elemento a en un algebra de
Boole es Unico, es decir, existe un Unico elemento, X, que cumple la propiedad de elemento inverso, es
decir, quecumplaque:a+ x= 1y axx=0
Demostracion:
Supdngase que existen dos elementosx e y que cumplen |a propiedad:
a+x=1 (H1)
axx=0 (H2)
a+y=1 (H3)
axy=0 (H4)

X
={ neutro” }
1" x
={ H3}
(a+y)” x
={ distributiva” }
a’ x+y’ x
={ H2}
o+y~ x
={ H4}
a’y+y’ x
={ distributiva” , conmutativa” }
@+x)’y
={ H1}
1"y
={ neutro” }
y
Concluyendo que x ey son €l mismo el emento

=a "aeA

Q||

Teorema 18 (I nvolucidn).

Demostracion: A partir del teorema anterior, cualquier x que cumplaque a+x=1yque a” x=0es
igual a a. Suponiendo que dichox esa, se demuestra:

a+a a’ a
={ conmutativa+} ={ conmutativa” }
ata axa
={inverso+} ={inverso” }
1 0

Por tanto,a= a
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Teorema 19. (DeMor gan) a+b+c+.=a b T ..
a b c..=a+b+C+.. [Dual]

Demostracion

Se realizara en dos partes: En la primera parte se demostrara para dos variables, y la segunda parte,
segeneralizael resultado paran variables.

1.- Demostracién parados variables; a+b=a" b
Por launicidad del complementario, el Gnicox que cumpleque (a+b)+x=0y (a+b)” x=1es a+b.
Si se demuestra que
a+b+a b=0
y que
(@a+b)” a b =1
entonces quedara demostrado
a+b=a b
L as demostraciones de ambas igual dades son sencillas:
a+tb+a’' b
={ Distributiva+}
(@a+b+3) (@+b+b)
={ Conmutativa+, inverso + }
1+b)” (1+a)
={ dominacion +}
171
={ neutro” }
1

(a+b)xa b
= { distributiva” }
axa b+bxa b
={ conmutativa” , inverso” }
0"b +0" &
={ dominacién” }
0+0
={ neutro+}
0
Lademostracion paran variables se realizaria de lasiguiente forma:

a+b+c+..
={ Seap=b+ct+ ..}
a+p
={ DeMorgan (2 variables) }
a'p
={ Deshaciendo }
a’ b+c+..
= { repitiendo el proceso anterior hasta sacar todas las variables}
a b c..

6.3. Puertas L ogicas

Un circuito digital es un circuito electrénico cuyas entradas y salidas sélo pueden tomar dos
niveles distintos de tension. Desde el punto de vista del disefio, estos niveles de tension se representan
como 1 (verdadero) 6 O (falso). Un circuito combinacional se caracteriza por ser un sistema sin memoria:
el valor de las salidas en cada instante depende s6lo del valor de las entradas en ese momento.
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Un circuito de estas caracteristicas puede representarse analiticamente, mediante una funcion
booleana, o graficamente, mediante un diagrama de puertas |6gicas En estos diagramas se representan
las entradas, |as salidas, |as operaciones o puertas |dgicas y sus conexiones.

Las diferentes conectivas pueden representarse mediante | as siguientes puertas | gicas.

Puerta AND Puerta OR Puerta NO (Inversor)

a , a— 5
b:D_ a b b_D_ a+b a4[>: a
PuertaNAND PuertaNOR Puerta XOR (O-Exclusiva)

E:>_ a b E:D— a+b E;D— aA b

Mediante la utilizacion de puertas NAND 6 NOR pueden implementarse el resto de operaciones. A modo
de gjemplo, se muestra como se implementa mediante puertas NAND las operaciones a,a+b,a” b

a

={ idempotencia " } aq>_
a’a a=-a a

a+b
={ involucién} a}j)o a

a+b —

={ DeMorgan +} b‘l:’> B
ab b

6.4. Funciones Booleanas
Definicion 25. Unavariable booleana es una variable que toma Uinicamente dos valores 0 6 1.

Definicion 26. Una funcién Booleana es una expresion algebraica que relaciona variables Booleanas por
medio delas operaciones+, ",y -.

Ejemplo.32: f(a,bc)=(a+b) c+a (b+c)
6.4.1. Formas Canonicas

Definicion 27. Un término canonico de una funcion booleanaf es una expresion formada por el producto
(o lasuma) de todas las variables de f en su forma directa o inversa. Cuando €l término candnico es un
producto, se conoce como MINTERM o producto canénico. Cuando es una suma, Se conoce como
MAXTERM o suma canénica.

31




L 6gica Proposicional Aplicacion al disefio de Circuitos: Algebra de Boole

Ejempla33 : abc es un producto candnico de f(a,b,c), mientras que @ +b + T+ d esunasumacandnica
delafuncionf(a,b,c,d)

Unafuncion de n variables tiene alo sumo 2" sumas candnicasy 2" productos candnicos distintos.
Para representar los términos candnicos de una funcién se utiliza el siguiente convenio: se asignaun 1 a

las variables en formadirectay un 0 alas variables en formainversa. Cadatérmino se representa utilizando
el valor decimal de lacombinacion binariaresultante.

Ejemplo. 34 abed ° 0110 4 © 6,4
a+b+cC+do 10012| ° Qg

Definicion 28. Unafuncién esta enforma canénicasi es una suma de productos canénicos o un producto
de sumas canodnicas.

Cuando la funcién es una suma de productos canénicos, se utiliza el simbolo &, mientras que para un
producto de sumas canonicas se utilizael simbolo O.

Ejemplo. 35 : A continuacién se presentan dos funciones en forma canénica:

f (a,b,c) = abc + abc + abc = § (26,0)
3

g(abc)= (@+b+T)a+b+c)a+b+c)=() (057)
3

Teorema 20. Toda funcién Bool eana puede expresarse como:
f(a,bc..)=a f@bc.)+a f(0b,c,..)
f(a,bc,..)=(+ f(O,b,c.)) (@a+ f@b,c,..))

Demostracion:
Puesto que una funcién booleana trabaja Unicamente con variables Booleanas y estas variables s6lo
pueden tomar los valores 0 6 1, es suficiente demostrar laigualdad paraa= 0y luego paraa =1

1-Seaa=0
axf(l,bc.)+ a” f(Obc..)
={a=0,a =1}

0xf(1,b,c...)+ 1" f(O,b,c...)
= { neutro <, dominacion =}

0+ f(O,b,c...)
= { neutro + }
f(O,b,c...)
= { a= O}
f(ab,c...)
2-Seaa=1
axf(lbc.)+ a” f(0b,c..)
={a=1 a =0}

1xf(1,b,c..)+ 0" f(O,b,c...)
= { neutro x, dominacion x<}

f(L,b,c..)+ 0
= { neutro + }
f(1,b,c...)
= { a= 1}
f(a,b,c...)

Laotraigualdad se demuestra por dualidad
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Multiplicando (o sumando) las expresiones anteriores por a (6 @) se obtienen las siguientes igual dades:
a’ f(abc...)=a” f(1,b,c..)
a’ f(abc.)=2a " f(0,b,c..)
a+f(abc...)=a+f(0,bc.)
a+f(abc.)=a +f(0,bc..)

L as anteriores igual dades tienen una aplicacién importante parala simplificacion de funciones

Ejemplo36: Laf(a,b,c,d)=abc+ a(@a” b +a” c+a” b’ €) puedesimplificarse, utilizando la segunda
igualdad, resultando en:

abc+a(@ b+a c+a b’ T)
={af(abc.)= af(0bc..)}

abc+ a(0" b+ 0 c+0" b” T)
={ neutro”, 0=1}

abc+ a(0+1 c+0)
={ neutro +, neutro” }

abc+ ac
Transfor macién en forma candnica

Teorema 21. Toda funcién |6gica puede transformarse en una funcién equivalente en forma candnica.
Demostracion.
f(a,b,c...)
={ Teorema 20, sacando a}
axf(lbc.)+ a’” f(0b.c..)
={ Teorema 20, sacando b }
ax(bx f(1,1c.)+b" f(1,0c.))+ a  (bxf0lc.)+ b” f(0,0c.))
={ Distributiva” }
axbx f(Llc.)+axb  f(1,0c.) + @~ bxf0lc.)+ a b~ f(00c..)
=...{ repitiendo el proceso con el resto devariables}
ax bxcx f(1,1,1..)+ax bx¢c” f(1,1,0..) +
axbxcx f(101.)+axbxc  f(1,00..)+
ax bxcxf(0,11.)+ axbxc” f(0,1,0..)+
aAxbxcx f0,01.)+ axbxt  f0,00.)

Las expresiones f(...) toman valores 0 6 1 dependiendo de la funcién particular. Cuando toman valor 1,
€l término candnico correspondiente permanece, mientras que si toman valor cero, €l término desaparece.
Con lo cual, cualquier funcion puede expresarse en forma canénica.

Laexpresion de producto de sumas, dual de la anterior, seria:

f(a,b,c..) =

(a+ b+c+ f(0,00.)) x (a+ b+ T+ f(0,0,1..)) x
(a+b+c+ f(0,10.)x (a+ b+ T +f(0,11.))x

(a+b+ c+ f(1,00.))x (a+b+cCc +f(101.)) x
(a+b +c+ f(1,1,0.))x (a+b +CT+f(1L11.))
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Obsérvese que en producto de sumas, |os términos candnicos permanecen cuando la funcién toma valor
cero y desaparecen cuando toma valor 1. Ademas, los términos no corresponden de forma directa, sino
gue cuando lavariable esta en forma directa, le corresponde un 0 y cuando esta en formainversa, un 1.

El teorema anterior ofrece un método para obtener la expresion canoénica de una funcion a partir de latabla
deverdad

Suma de productos: Toman términos en los que lafuncién vale 1 numerando de arriba abajo

Producto de Sumas: Tomar términos en los que lafuncién vale 0 numerando de abajo aarriba

Ejemplo 37. A partir de la siguiente tabla de verdad, expresar en forma de suma de productos y producto
de sumas:

alb]| c| f(abc)
ofofo0]|oO 0 7
1{o0f0]|1 0 6
210|11(0 1 5
31011 0 4
4(1(0]0 0 3
511|0(1 1 2
611|110 1 1
71111 1 0

f(a,b,c)=44(25,6,7)= abc + abc+ abc + abc
f(a,b,c)=04(34,6,7)=(a+ b+c)(a+b+T)(a+b +T)@+ b+c)

En ocasiones, desea obtenerse la expresion canénica de una funcién definida mediante una expresién
algebraica. Para ello, se transforma en suma de productos (o producto de sumas) y se multiplica (o suma)
cada término no canénico por lasuma (o producto) de las variables que faltan y susinversas.

Ejemplo 38: Se desea obtener laexpresién canénicadef(ab,c)=a (b + c) + ¢
ax(b+c)+c
= { digtributiva” }
axb+a c+c
={ neutro” ,inverso+}
axb (c+c)+a ¢ (b+b)+c” (@a+a)(b+b)
={ distributiva” , conmutativa” }
axb c+axb’ T +a b c+axb’ c+axbxc+axbxc+axhxc+axbxc
={ idempotencia +, conmutativa+}
axbxc+ axbxc+axb’ T +axb'c+a b’ c
={ convenio}
a5(1,3457)

En producto de sumas, el procedimiento seria:

ax(b +c)+c
= { distributiva+}

(@a+c)” (b +c+0c)
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={ idempotencia}
(@+c)” (b +c)
={ neutro +, inverso” }
(a+c+b b) (b+c+a” 7)
={ distributiva +, conmutativa + }
(a+b+cy (a+b +cf (a+b +cy (@ +b +0)
={ idempotencia” , conmutativa}
(+Db +0)” (a+b +0)” (a+b+c)
={ convenio}

63(11517)
6.4.2. Simplificacion de funcioneslégicas
En el disefio de circuitos, se utilizan los siguientes pasos:

- Especificacion del circuito

- Expresién analitica (normalmente, en formade Tabla de verdad)
- Smplificacion.

- Implementacion del disefio.

En estos apuntes se tratan |os tres primeros pasos, dejando |as técnicas de implementacion a otros
libros especializados. En cuanto a la simplificacién, existen diversos métodos dependiendo del tipo de
puertas |6gicas disponibles. Uno de los métodos de simplificacion mas comunes consiste en la aplicacién
reiterada del siguiente teorema de simplificacién

Teorema 22 (Simplificacion) axbxcx..+ axbxcx..=b" ¢
@+b+c+ .) (a+b+c+.)=b+c+.. [Dual]

Demostracion.
axbxcx..+ axbxcx..
={ distributiva” }
@+a) b c ..
={inverso+}
1" bc .
={ neutro” }
b ¢ ..
Definicion 29: Dos términos son adyacentes si solo difieren en el valor de unavariable. Su representacion
binariasolo diferirden un bit.

A partir del teorema de simplificacion, dos términos adyacentes pueden agruparse eliminando la variable
respecto alaque difieren y quedando Unicamente |a parte coman.

Los principales métodos de simplificacion reiteran este proceso de agrupamiento hasta obtener una
expresién que yano contenga mas términos adyacentes.

Ejemplo39. f =abcd+abcd +abcd+abcdp f =bd
bed bcd

bd

Utilizando |as representaciones binarias de |os términos canonicos, |0s agrupaciones anteriores serian:
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Grupos 11 -1011 )
s ooy [ 311- xou

1 - 0001

Uno de los métodos més utilizados para funciones de menos de 6 variables es el método de Karnaugh que
permite visualizar los términos adyacentes en una cuadricula. Sin embargo, para funciones de un mayor
nimero de variables, el método algebraico méas general es el método de Quine-McCluskey.

M étodo de Karnaugh

Es un método gréafico que visualiza los términos adyacentes en cuadriculas intentando que dos
términos adyacentes estén proximos entre si. L os pasos del método son:

1. construir unatabla de 2" casillas, siendo n el nimero de variables de la funcion. Cada casilla
correspondera a un término canénico, producto o suma. Cada casilla se etiqueta con el término
asociado intentando que |os términos adyacentes estén proximos entre si. Cuando esto no es
posible (funciones de més de tres variables) se disponen los términos en los limites de la tabla
y se supone que los términos de un limite son adyacentes a los del limite opuesto. A
continuacién aparecen las tablas para funciones entre 2 y 5 variables con el nimero decimal
asociado alos términos candnicos.

2 variables, f(a,b) 3 Vaiables, f(a,b,c)
b bc
aNJ o1 axJoo |01 |11 |10
0 0 1 O 0 1 3 2
1 2 3 l 4 5 7 6
4 Variables, f(a,b,c,d) 5Variables, f(a,b,c,d,e)
cd de
ab\J 00 |01 |11 |10 beNJoo |01 |11 |10
OO 0 1 3 2 OO 0 1 3 2
01 4 5 7 6. 01 4 5 7 6
11 12 13 15 14 11 12 13 15 14
10 8 9 11 10 10 8 9 11 10
a=0
de
be\J oo |01 |11 |10
OO 16 17 19 18
01 20 21 23 22
11 28 29 31 30
10 24 25 27 26
a=1

Son cuadros adyacentes:
- Losquetienen unlado coman.

- Losdelafilasuperior conlosrespectivos delafilainferior.
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- Losdelacolumnade laizquierda con los respectivos de la columna derecha.
- Losque estédn en lamisma posicion en ambas tablas (5 variables)
Ejemplo 40 L os términos adyacentes al 10 son 8,11, 14, 2, 26.

Los términos adyacentesal 13 son: 12, 5, 15, 9, 29.

2. End caso dela expresion canénica en forma de suma de productos, las casillas asociadas a
términos que aparecen en ella se completan con 1y el resto se dejan en blanco. O lo que eslo
mismo, aquellas casillas etiquetadas con una entrada de la tabla de verdad paralacua la
funcién toma el valor 1 se cubren con unosy €l resto se deja vacio. Si la expresion esta dada
en forma de productos de sumas las casillas se completan con 0 en vez de 1. Esta tablaes lo
gue se conoce como mapa de Kar naugh dela funcién.

3. Proceso desi mplificacion. Se realizan agrupamientos reiterados de términos adyacentes hasta
gue todos los términos hayan sido agrupados. Los grupos deben contener el mayor nimero
posible de términos (el nimero de términos en cada grupo sera siempre potenciade 2).

4. construir la expresion reducida. Por cada agrupamiento se obtiene una expresion formada por
las variables comunes a los términos adyacentes.

Nota 1. Para construir grupos mayores pueden utilizarse casillas que ya han sido previamente agrupadas.
Ejemplo:

01 4 1—5——1—)7 6

1 12 13 1 15] 14

10 & o 11

Nota 2: Algunas funciones pueden agruparse de varias formas. En dichos casos, existe méas de una
solucion. Ejemplo:

od od

dN\Joo |01 11|10 @\ oo [o1] 11 |10
0o o, )| , | ofaifiy .
o .| o[1dl ol . Ll .
| Ll 1| s 1] .
10| GJld Ll1g 10| Gf1d |1y

Ejemplo41. Smplificar lafuncionf(a,b,c,d)= 44(2,3,5,7,10,11,15)

El cuadro de Karnaugh correspondiente es:
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Grupos ?‘%0]_151 > 37- X1 |
d){ y 371511~ XX11=od
101 i1 10 15-111 % 9591 -1%11 7
o] o 3o 11-1011
o1 allasllid & 2-0010 %, 23 co1x ~
3-0011 ) 231011- X01X= be
Ul 2l wlile 11-1011
— - 10-11- 101X
10| o ofad 14 10- 1010

5-0101 » 57- 0IX1= abd
7-0111

El resultado es: f (a,b, ¢,d) = @bd + bc+ cd

Para simplificar en forma de producto de sumas, es necesario transformar la forma canénica a
producto de sumas. Para ello, puede construirse la tabla de verdad y tomar los elementos de valor cero
numerando de abajo aarriba. El resultado serfa: f(a,b,c,d)=8,(1,2,3,6,7,9,11,14,15)

Grupos 1 -0001 } 13 OOX1
g- 28(% } 1-3911- Xox1=b+d
y } 911 - 10X1
z})‘{j\ 11- 1011
o0 llot | 11| 10
(o) o) 2-0010
00 ojla il O -
0; Q 28%(%} 28 X } 2-367- OX1X =a+cC
1 4 5 rd _
1 7-om } 67 011X
1| | 13015 Oy
10| 4f0.[0} w 6-0110
'F [ 7-0111 } 6-7- 011X 671415 X1IX < bre
14-1110
151111 1415 111X

Resultado: f(a bc,d)=(a+c) (b+c) (b+d)

Funcionesincompletas

Existen funciones que no estén totalmente definidas, llamadasfuncionesincompletas. L as razones son:

1. Combinaciones de entradaimposibles, pudiendo ser su valor de salida 1 6 0 indistintamente.

2. Consdidasinhibidas: el valor de salidaesindiferente.

En la forma canonica de la funcidn se representan de forma separada los términos indefinidos del resto.
L os términos indefinidos se agrupan mediante el simbolo £

Ejemplo42. Seaf(a,b,c,d) = 84(1,3,10,11)+3 40,2,4,13)

En la minimizacion de funciones incompletas los valores indefinidos se representan mediante X y
acttian como comodines. No es necesario agruparlos, pero, si a agruparlos se obtiene un grupo mayor, se
pueden agrupar.
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Resultado:

|

01

11 10

00
(D[Xo

1,

01| Xa

n| »

X1

10{ s

f(abc,d) =bc+ab

Grupos

0 - 0000
1 - 0001

2-00107  23.001x
3 - 0011

} 0-1- 000X

2-0010} 2-3- 001X
3-0011

]-1'103-1} 10-11- 101X
10- 1010
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7. Ejercicios

Los siguientes gjercicios se han recopilado de diversas fuentes. Una de |as fuentes fundamental es,
hasido el "Boletin de Ejercicios' ofrecido en laasignatura "L dgica Informética' dela EscuelaUniversitaria
de Ingenieria Técnica Informética de Gijén.

1 Formalizar |as siguientes expresiones:
aqgsp h) no pamenosqueq
b) pperoq i)psdlosiq
€) como minimo p j) psinembargo q
d) p no obstante g k) p suficiente paraq
€) g necesario parap I) psiemprequeq
f) g suficiente parap m) avecesp, siempreq
0) p apesar deq n) p ano ser que g

[2] Formalizar |os razonamientos:

" Si el resultado obtenido es superior a previsto en 5 unidades, sera debido a no haber realizado
€l proceso alatemperatura adecuada o alaexistenciade errores en los calculos finales."

" El andlisis realizado, innecesario si nos dejamos llevar por la precipitacion, se torna necesario si
nos paramos areflexionar sobre el mensaje que se pretende transmitir."”

" El cancer no lograra curarse a no ser que se logre determinar su causa y se consiga encontrar
farmacos adecuados o bien para prevenirlo o paracurarlo."

[3] Simplificar mediante Karnaugh las siguientes funciones |dgicas:
a x+Xy+y
b) Xy + Xyz+ Y(X+ 2)+ Y2

C) WX + XY+ YZ+ ZW+ W XyZ + WX yZ

d) WXy Z + WXyzZ + WXYZ+ WXYZ + W XyzZ+ W

€) W(X + Y+ XZ) + VXz(Wy + X(Z +Vy))

4 Demostrar |as siguientes propiedades de lafuncién 16gica O-exclusiva:
a) Asociativa

b) Conmutativa

c) Existenciade elemento neutroetal que xA e= x

d) Existencia de Inverso (A todo elemento x se le puede hacer corresponder un elemento X tal que
XA X=¢e

e) Distributivadel Producto respecto alaO-exclusiva: x(yA z) = xyA xz

f) que mediante la O-exclusiva y la funcion AND se pueden realizar las otras dos operaciones
fundamental es del dlgebra de Boole: negacion y suma (OR).

Nota: Calcular e valor de 1A x y de 1A ((1A x)(1A y))

g)que XA y=XAYy
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[9] Una funcién de tres variablesf(a,b,c) debe tomar €l valor cero cuando lavariableb esté aunoy la
variable a no esta en estado uno. En los demas casos posibles debe estar en estado uno.

a) Redlizar latablade verdad delafuncion.
b) Obtener las formas canénicas en forma de suma de productos y producto de sumas.

¢) Minimizar dichas expresiones.

[6] Obtener la expresion algebraica minima de una funcién |6gica de cuatro variables que toma el
valor uno cuando el nimero de variables que estan en estado uno es superior al de las que se encuentran
en estado cero. Nunca pueden estar més de tres variables en estado uno. Realizar 1a expresion obtenida
con puertas NOR y NAND.

[7 Formalizar utilizando las conectivas {@,0,U} €l siguiente enunciado:

" Si p entonces qy, en caso contrario, si pl entoncesqly, en caso contrario rl."

[8] Formalizar el siguiente enunciado donde hemos notado "si p entonces qy en caso contrario r" de
lasiguiente forma:
pe qr

- Normalizar dicho enunciado.
- Estudiar la validez de la siguiente formula en la que se emplea la notacion anterior:
((p® (pUr)(rus)u((re ew(se p)u(z(qut)u(ge t))))® o(r® w)

9 Determinar lavalidez de las siguientes férmul as:
3 ((epug)U(puga)e ((pe (qur))e (pe r))
b) (PU(a® p))® p

¢) (@p® q)@ ((pUaa)ur)

[10] Obtener laFND de:
3 (p® (p® g)UpUQ
b) @(pU@q)u(arus)
[11] Obtener laFNC de:
8 2(pe q)upuq
b) (p® g)® r)® s
[12] Probar, usando el algoritmo de resolucién, lavalidez de | os siguientes razonamientos:
a {pe qgqe r,ppp r
b) {pe (2qU(rus) p.2g P oq

[13] Compruébese si |0s siguientes razonamientos son correctos o no:
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a-" S Antonio gané la carrera, entonces Baltasar o Carlos fueron los segundos. S Baltasar fue
segundo, entonces no gan6é Antonio. S Demetrio fue segundo, no lo fue Carlos. Antonio gané la
carrera. Por tanto, Demetrio no fue segundo”.

b.-" Nollora, rie. S nollora, rie sblo si tiene un juguete. Nunca tiene un juguete cuando se esta riendo
si no come un caramelo. Luego come un caramelo.”

c.-" Juan quiere a Maria si y sélo si Maria quiere a Juan y promete casarse con él. Maria no quiere a
Juan si Juan no quiere a Maria. Maria promete casarse con Juan si y sélo si Juan promete casarse con
Maria. Por tanto, Juan quiere a Mariay Maria no quiere a Juan".

d.-" S ha nevado sera dificil conducir. S no es facil conducir llegaré tarde si no salgo temprano. Ha
nevado. Luego saldré temprano. "

e.-" S no llueve salgo al campo. Si salgo al campo respiro. Por tanto, respiro si y sélo si no llueve."

f.-" S un monte se quema algo tuyo se quema. Algo tuyo se quema si y solo si eres descuidado. S eres
descuidado no mereces que te feliciten. Por tanto si no mereces que te feliciten entonces es que un monte
se quema.”

g.-" El Ministro de Economia y Hacienda ha hecho las siguientes declaraciones:

Alaprensa: " S losimpuestos suben, la inflaccion bajara si y sélo si no se devalta la peseta.”
Alaradio: " S lainflaccién baja o si | a peseta no se deval (ia, 10s impuestos no subiran."”
Alatele: " O bien bajalainflaccion y se devalla la peseta, o bien losimpuestos deben subir."

Como consecuencia, publica un informe en el que asegura: "Los impuestos deben subir, pero la
inflacién bajaray la peseta no se devaluara.”

¢, Fue consecuente con sus declaraciones alos medios de comunicacion?."

h.-" Es suficiente whisky para que chocolate. Chocolate si y solo si jamén. No ginebra a menos que
chocolate. Whisky. ¢, Es posible afirmar: (1) que bebié ginebra? (2) que no tomé chocolate?’

i.-" S no especifico las condiciones iniciales mi programa no comenzard. habré programado un ciclo
infinito solo si mi programa no termina. Basta que el programa no comience o no finalice para que falle.
De ahi que sea necesario no solamente especificar las condiciones iniciales sino también no programar
un cicloinfinito para que el programa no falle.”

j-"S 25 divisiones son suficientes, el general ganard la batalla; por otra parte, o se suministran 3 alas
de apoyo aéreo tactico, o el general no ganara la batalla. Ademas, no es cierto que sean suficientes 25
divisiones y que se vayan a suministrar 3 alas de apoyo aéreo tactico. Coclusion: no son suficientes 25
divisiones."

[14].-Le digo aun amigo:

Cuando salgo sin paraguas, llueve.
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Cuando esta despejado, no llueve.
Segun el hombre del tiempo, mafiana estar a despejado o hara niebla.
De todos modos saldré sin paraguas.

Entonces mi amigo responde: Entonces mafiana, ademas de llover, habré niebla. ;Cémo lo supo?

[15] Don Juan Tenorio, hizo las siguientes declaraciones, con respecto a las doncellas Inés, Juana'y
Maria, que le costaron lavida. ¢Quién o quiénes son las asesinas?.

" Amo alaUltimadelastres"

" S amo a Inés pero no a Maria, entonces también amo a Juana"
" O amo a Mariay a Juana 0 no amo a ninguna"

" S amo a Maria, entonces amo a Inés"

(se supone que la asesina era aquéllaalaque Don Juan no amaba)

[16].-En un juicio € fiscal argumenta:

" S el acusado es culpable, entonces tenia un testigo".
Aello, el abogado defensor respondi6 inmediatamente:

" Eso esfalso".

El acusado decidi6 cambiar de abogado defensor. ¢, Eslégico?.

[17].-Analizar la coherencialdgica - no teol dgica - del siguiente razonamiento:
- S Dios existe estodo amor y omnipotencia.
- S Diosesincapaz de erradicar el sufrimiento del mundo entonces no es omnipotente.
- Dios no esamor o esta dispuesto a erradicar €l sufrimiento del mundo.

- Dios es capaz de erradicar el sufrimiento del mundo y esta dispuesto a ello solo si no existe
sufrimiento en el mundo.

- Existe sufrimiento en el mundo.
Por tanto:
- Dios no existe.

[18] S la Bella Durmiente despierta, los habitantes del castillo también lo haran. S el principe la besa,
despertara. El principe la besara si esta de buen ver. O la besa 0 no se despierta nadie. Como esto es un
cuento, la princesa, a pesar de llevar 100 afios dormida sigue de muy buen ver. S la princesa se
despierta se casaran, viviran felices y comeran perdices si no estamos en veda. Estamos en veda.

¢ Se casan? ¢, Son felices? ¢, Comen perdices?.
[19] Losdos carteles siguientes estan col gados respectivamente ala puerta de las habitaciones 1y

2. Uno dice laverdad y otro miente. Sabiendo que en la misma habitacion no puede haber una damay un
tigre y que puede haber dos damasy dos tigres, se pide decidir |6gicamente qué puerta se debe abrir para
liberar aladamasi es que existe. Ambas habitaciones estan ocupadas.

CARTEL 1
EN ESTA HABITACION HAY UNA DAMA' Y EN LA OTRA UN TIGRE.

CARTEL 2
EN UNA DE ESTASHABITACIONES HAY UNA DAMA'Y EN UNA DE ESTASHABITACIONES HAY
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| UN TIGRE. |

- Suponiendo que los dos carteles siguientes dicen ambos la verdad o mienten ambos. Deducir en qué
habitacion hay una dama, sabiendo, como antes, que puede no haberla.

CARTEL 1
AL MENOSEN UNA DE ESTASHABITACIONESHAY UNA DAMA

CARTEL 2
HAY UN TIGRE EN LA OTRA HABITACION

[20] Discurso sobre los estudios de Informatica en clase de L égica:
Sefioras, sefiores, buenas tardes:

Es hora de que recapacitemos sobre los estudios de informatica en visperas del asentamiento
de la titulacién en nuestra Universidad. Se sabe que si los ordenadores hablasen los informaticos no
existirian. Por otra parte, en la dltima reunién del Consejo de Universidades, éste afirmoé que: "...l1a
Universidad titulard informaticos mientras los ordenadores no hablen ..."; afirmacién que nos parece
muy correcta, si bienlo cierto es que los ordenadores no hablan pero |os informaticos existen.

A lavista de todo ello nos preguntamos: ¢Es, por tanto, coherente que la Universidad expida
titulos de informética en la actualidad?.
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8. Soluciones
(1] a pe q h) pe ¢
b) puq i) p® q
op ) puq
d) puq k) p® q
e pe g Dae p
flge p m) (pU@p)uge q
9) puq naqe p
[2] p = Resultado obtenido menor al previsto en 5 unidades.

g = Haber realizado €l proceso alatemperatura adecuada.

r = Existenciade errores en los calculos finales.

(zqur)e p

p = Andlisisrealizado es necesario.
g = Nos dgjamos llevar por la precipitacion.

r = Nos paramos areflexionar sobre el mensgje que se pretende transmitir.

(qe gp)u(re p

p = El cancer lograra curarse.
g = Selogra determinar su causa.
r = Se consigue encontrar farmacos adecuados para prevenirlo.

s = Se consigue encontrar farmacos adecuados para curarlo.

2(qu(rus)e ep° pe (qu(rus)

(3] a) x+y
b) x+y+2Z

C) XW+ XZ+ Wy

1 Xy+WZ+Xyz+ wyz
d) Habria tres posibles soluciones : Xy + W Z + Xyz+ WXz
IXy+WZ+Wxz+ wyz
e) V XyZ+ VWXZ + VWX + VWY
4 Pararealizar las demostraciones se parte de que XA y= Xy + Xy, y sedesarrollan |as expresiones

resultantes hasta llegar a la demostracion deseada. A continuacion se presentan 1os primeros pasos de la
demostracion de asoci atividad:
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(XA Y)A z=(XA Y)Z+ (XA Y)z=(X§+ XY)Z+ (XY + Xy)z=-=XyZ+ XyZ+ X yz+ Xyz

Si desarrollasemos XA (YA 2) obtendriamos la misma expresion, con lo cual habriamos demostrado la
propiedad asociativa.

L as demés demostraciones se realizarian de formasimilar.

(5] Lafuncién, minimizadaseriaa+ b

[6] Laexpresion minimaseria: bed + acd + abd + abc.
[7 (P® q)u(zpe ((PLe o) u(sple rl)

(8] (p® QU (zp® I)
- Formanormal conjuntiva: (@pUq)U(puUr)

- El razonamiento NO es valido, pues podemos encontrar varias interpretaciones que lo hagan Falso, por
gemplo,r=F,w=F,q=F,p=V,s=V,t= V.

9 a) NO esvdlida, giemplop=V,q=V,r=F
b) Sl esvdlida
c) NO esvdida, gemplop=V,q=V,r=F

[10] a) Al operar quedaria: gpU@puUquU pe° v

b) (zpUqU@r)u(zpuqus

[11 & pug
b) (2pUQUSs)U (arus)

[12] En ambos casos se llegaalaclausulavacia b Razonamiento correcto.

[13] a) Sl esvalido, Antonio gand la carrera.
b) ESvélido, come un caramelo.

c) El razonamiento NO es valido, ya que puede darse el caso de que ninguno de los dos quiera al
otro, y las premisas serian ciertas, pero laconclusién Falsa.

d) El razonamiento NO es valido porque puede darse €l caso de NO salir temprano y llegar tarde
habiendo nevado y siendo dificil conducir. Cumpliéndose todas las premisas.

€) NO es valido, puedo salir al campo, Iloviendo y respirar. Luego no se deduce que respire si y
solo si no llueve.
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f) NO esvdlido.

g) NO es correcto.

h) NO se puede deducir ningunade los dos, ni que bebiese Ginebrani que no tomase chocolate.
i) El razonamiento ES correcto.

j) El razonamiento ES correcto.

[14] Ambas expresiones se deducen |6gicamente suponiendo que todas las frases sean
Verdaderas, se puede comprobar que solo existe esa posibilidad.

[15] Ningunade ellas erala asesina, pueslas amabaalastres.

[16] Si es Falsa la sentencia "Si el acusado es culpable entonces tenia un testigo”, por la
tabla de verdad de la implicacion, el antecedente es Verdadero y el consecuente Falso, luego el
antecedente es Verdadero, es decir, el acusado seria culpable.

[17] El razonamiento es correcto en términos | 6gicos.

[18] Se casan, viven felices, pero no comen perdices porque estamos en veda.

[19] - LaUnicaformade que un cartel digalaverdad y otro mientaes que el Cartel 1 mientay el Cartel 2
digalaverdad. Con lo cual habriaun tigre en la habitacién 1 y unadama en la habitacion 2.

- LaUnicaposibilidad es que los dos carteles digan laverdad y habria una dama en la habitacién 2
y untigre en lahabitacion 1.

[20] Si, se sigue que la universidad expenda titulos de Informética a partir de las premisas. H
razonamiento es correcto.
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