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Notacion de Voigt

La notacién de Voigt facilita la visualizacién, simplifica las operaciones pero
las variables con indices de Voigt

no se transforman como tensores
Para cambiar de coordenadas es preciso volver a la notacién completa
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y aplicar la regla de transformacién de coordenadas de tensores

Muy
Importante
5 de segundo orden T; simétricos se representan como vectores 6x1
5 de tercer orden Ty, simétricos respecto a un par de indices se
tan como matrices 3x6 (simétrico en j y k) 0 6x3 (simétricoen iy )
5 de cuarto orden Ty, simétricos respecto a los dos pares de indices

peniyjyenkyl) serepresentan como matrices 6x6

ion de Voigt es coOmoda pero hay que usarla con cuidado

)S experimentales casi siempre se encuentran en notacién de Voigt

Materiales no Metéalicos ‘., 3
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Notacion de Voigt

@

« variable subrayada: tensorial, orden = n° de subrayados. Se
transforma segun la regla de transformacion de tensores
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cartesianos.

« variable subrayada con tilde: matriz (p.ej. ortogonal, de
rotacion) o variable tensorial de 3¢ orden representada como
matriz por medio de la notacion de Voigt. No se transforma como
tensor. Para transformarla a otros ejes, volver primero a la
notacion tensorial normal, transformar como tensor y retornar a la
notacion de Voigt.

o variable con flecha superior de vector: no es tensor de 1¢" orden
sino variable tensorial de 2° orden representada como vector por
medio de la notacion de Voigt. No se transforma como tensor.
Transformacion como en el punto anterior.

Materiales no Metéalicos ‘., 6




. c
5 Z -
T C n
o 5 2 S
. S
T 5 O &
- 5
o Q
ae (V)]
O - 0w @
-
dSn_rb >
aao 7))
= QO o ..
S| s8¢ 5
1l s s 48 © 3
O c O ®© 2 O
| - N = —
N o =
ol £ 9 3
G QL 0 O n
— T ©
- O @ — 2 BNT)) o
v a O
—| g8 8 ¢ =2 o 2
© 2 c c =
— Q o em 2 2
v ym% n_Hba o o
© .ﬁlwpnnu 2 0 mm
V| 8 3 §T € 0 & o O
ol 52885 %
] 83 2§53 g
I.Iu e
Ol §$8 52 > ‘
Qv s v v 0 o © o
ol 2o & o g ¢ v
o c - .© o O O 3
—~ c g © © w@ 5
S ®) = »n un < =
o mm_m%ﬁla%
S o T S = £
S 9D O C £
w2 0 g S o =

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

(ataen

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



o
= o
v o
TGS
Qo o
Ego
IUOd
Z o £
]
5 ® 5
- CEDG
— T 1T ] —  —
v 2o¢ R R S S
O 2538
- ©
| -
v S
— o .
.mo O w m m_mm
e S8 2 Z z azxs
O -5 D = — - o
S 28 o S Q E=35
—_£E® 1 Q O ke
V)] T S c o Z P E <0
vl s8¢ = 8 2 2o
| =° = °3=
a M |
(o)) ._..._
- m— 0 .‘
Q. % N
(o) hlaw —i [Q\| - & 8
N
bt & g
o :
=
o &
C ~ C @) =

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

QE ENd

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



Numero de
componentes
independientes

Estructura,
en forma
de vector

[ )

Material orientado
0 compuesto
analogo
Ceramica PZT
polarizada
Polimero
semicristalino
polarizado

Y4

Materiales no Metéalicos ‘

Propiedades de 1¢r orden

Clases
4, 4mm

3,3m
6,6mm

nal

C =
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adades de 2° orden, tensor simétrico

3s como la difusividad masica, la conductividad térmica, la
lad y resistividad eléctrica, la permitividad eléctrica, las
dades eléctrica y magnética son propiedades tensoriales de 2°
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tricas que relacionan dos tensores de 1°" orden. Otras, como
ntes de expansion termica relacionan un escalar con un tensor
le 2° orden. Todas estas propiedades son simétricas (so6lo se
la parte triangular superior). Representandolos como

enen las estructuras que se muestran en las siguientes

2 han usado los simbolos:

elemento nulo
° elemento no nulo
e — ¢ elementos iguales

Materiales no Metéalicos ‘- , 10
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n Clases Material orientado Estructura, Numero de
n 0 compuesto en forma componentes
nal analogo de matriz independientes
todas FILAMENTO ORIENTADO \ : 2
UNIAXIALMENTE,
FIBRA

(direccion de orientacién
coincidente con el eje ®)
COMPUESTO LAMINAR
CUASI-ISOTROPICO
(laminas perpendiculares
al eje @)

COMPUESTO REFORZADO CON FIBRA
(fibras alineadas en direccion ®)

todas COMPUESTO . 1
ISOTROPO

Materiales no Metéalicos ‘., 12
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ezoelectricidad (props. 3¢ orden)

cion de Voigt, la matriz de modulos piezoeléctricos para las
lases cristalograficas y morfologias de compuestos tienen las
5 que se muestran en las siguientes paginas. Se han usado los
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simbolos:

elemento nulo
o elemento no nulo
e — e elementosiguales
e_0 ¢€lementos iguales en médulo, signo contrario

0 -2 veces el valor del elemento ¢ al que esta conectado

eriales pertenecientes a clases centrosimeétricas no pueden
r efecto piezoeléctrico. En las tablas siguientes se omiten por
tanto las clases centrosimétricas.
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Numero de
componentes
independientes

Estructura de

0 compuesto
analogo

Piezoelectricidad
Material orientado

Y4

Materiales no Metéalicos ‘

[Ze)

6mm, com
622, 0?2
6m 2

Clases
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Elasticidad (prop. 4° orden)

n de Voigt, las matrices de complianza y rigidez para las
ases cristalograficas y morfologias de compuestos tienen las
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. que se muestran en las siguientes paginas. Se han usado los

elemento nulo
o elemento no nulo
e — ¢ elementos iguales
e_0 ¢€lementos iguales en médulo, signo contrario

Paras O 2 veces el valor del elemento ® al que esta conectado
Parac (O el valor del elemento * al que esta conectado
X —
Para S 2(Sll S12)
1
Parac  x =(Cc,;, —¢C,)

5 de complianza y rigidez son simétricas; en los diagramas siguientes

Se representa la parte triangular superior. También se verifica:

s=c¢

~S ~S
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—  Propiedades elasticas lineales
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=51
Ly ]
« B
E n Clases Material orientado Estructura de Nimero de
S S, n 0] compuesto S C componentes
nal anéalogo iJ* Vi independientes
1""-'::
P O ORTOTROPICO, e o _
— A ..
j§> > tO todas LAMINA BIORIENTA;DA 9
wn NO EQUIBIAXIAL o o . . .
> (I'}'I) 222 mm?2 MADERA
! . . . °
@) o mmm (@ es la direccion tangencial,
m s @ la radial, ® la axial) °
z A COMPUESTO LAMINAR °
. > % UNIDIRECCIONAL
L sC (laminas perpendiculares L ]
— ; al eje @)
> 2
J,' m ) FILAMENTO ORIENTADO - -
>P 6 6/m UNIAXIALMENTE, N I I 5
o4 ’ FIBRA o
" S 622,6mm (direccion de orientacion .
% O L coincidente con el eje ®)
© DVPHM2,6/ mmm COMPUESTO LAMINAR \
o> CUASI-ISOTROPICO
M pom, oo, 00/ M smi i
I 4 y Ly (laminas perpendiculares y
» leje ®
mh al eje @) L i
5’ @) po [ mm , 002 COMPUESTO REFORZADO CON FIBRA
Z (fibras alineadas en direccion ®)
O
(Jf) | ha sido estirado en dos direcciones, pero no en la misma proporcion. O el material compuesto tiene de por si propiedades
o Ds direcciones, p.ej. radial y tangencial en el caso de la madera.
= o
> Materiales no Metdlicos ‘_’ 22
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Propiedades elasticas lineales

n Clases Material orientado Estructura de NUumero de
n 0 compuesto S.. C.. componentes
nal analogo ] L | independientes
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TETRAGONAL, - -
4mm.42m LAMINA BIORIENTADA \: [ I 6
EQUIBIAXIAL o
422,4/mmm (® y @ son las direcciones °
de orientacién equivalentes)* .
COMPUESTO LAMINAR \
BIDIRECCIONAL
(laminas perpendiculares .
al eje ®)

terminado material compuesto a una clase cristalografica por diferentes autores no siempre es coincidente. Pero en general no es
Jue, aunque las estructuras (elementos no nulos) de las matrices de propiedades son diferentes, la combinacién de los valores
tos de dichas matrices conducen a valores casi idénticos (y con discrepancias menores que las incertidumbres experimentales en
. el compuesto cuasi-isotrépico del problema 09 _02_01 es a veces asignado a la clase tetragonal de maxima simetria 4/mmmy a
(mas correctamente) a la monoclinica 2/m. En no pocas ocasiones en la practica industrial, no se miden o no se pueden estimar
hs matrices de complianza y rigidez de un material y es frecuente realizar disefios o calculos s6lo aproximados asignando el
estrictamente no es la correcta. La validez de este procedimiento depende de la aplicacion de que se trate.
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Propiedades elasticas lineales
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n Clases Material orientado Estructura de NUumero de
n 0 compuesto S.. C.. componentes
nal analogo ] L | independientes
3,3 7
6

32,§m,3m

ma trigonal se le llama “romboédrico” y se utiliza una celda L |
es lados y los angulos son iguales (ejes de Miller-Bravais). La

bnal Nno es unitaria pero es equivalente y mas general (Seitz,

Jevelopment of the crystallographic groups”, Z.f. Krist. 88,

9-313 (1935), 91, 336-366 (1935), 100-130 (1936)).
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(p-ej. hormigon,

HM o “metal duro”)
COMPUESTO REFORZADO
CON FIBRA CORTA
ORIENTADA AL AZAR

Materiales no Metéalicos ‘- ,

\<I

m- [ V4 [ [
—  Propiedades elasticas lineales
F
Lo
« B
E n Clases Material orientado Estructura de Namero de
S S, n 0 compuesto S C componentes
—t, nal analogo j? =l independientes
< — _
> —
- j§> todas Q 3
®) >
Py O 23,m3
2 z 432,43m, m3m \\
EE A '
Moo= :
T I
T > .
o — 0000 M ISOTROPO -
o Q COMPUESTO ISOTROPO )
N U
o1 9
= 2
~l (e}
= N
o1
N
N
\l
o

[1bico no es isétropo en lo que se refiere a sus propiedades elasticas (4° orden). Silo es en
e 2° orden (difusividad masica, conductividad térmica, conductividad y resistividad eléctricas).

25
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Material isotropo

miento elastico lineal de un material isotropo (p.ej., un material policristalino no
n material amorfo, un material compuesto como el hormigon o una espuma,
cribe con solo dos parametros (diferentes para cada material).

-
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Complianzas @ mddulo de Young y relacién de Poisson

Rigideces & constantes de Lamé

uencia

cden

oy

s«

maodulo de Young y relacion de Poisson & constantes de Lamé

hlquier caso solo hay 2 parametros independientes para el material isétropo.

nes son las siguientes:
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Material isotropo
Complianzas € mdédulo de Young y relacién de Poisson
deformacion
P e e LR T T e longitudinal 1-1
u S debida a esfuerzo
Ty T 5127, + 54,75 1 v v long. 1-1
(21 + S112-2 + S122-3 ' E ' E .- __ E deformacion
1 [t E longitudinal 1-1
(1 + 51,7, + 5,173 o = i r o+ —7 LT debida a esfuerzo
X 2 E 1 E 2 E 3 long. 2-2
11— S12 )74 AR Y
S —V 1% 1 Tl -
P11 312 )T5 E,. = —T, ——T. +—7T Modulo elastico o de Young
3 1 2 3
NP E E E
P11 12776 1 deformacion angular
ly & = — T, . en el plano 2-3
4 G O debida a esfuerzo
en cuenta la estructurade S Y- cortante 2-3
s decir: 1
85 - _2-5 i\“~~\_
33 G “7=~-. Modulo de cortadura (o
1 “cortante”, o “a cortadura”,
i3 = S3; = S,3 = S5, e = — 1 0 “de cizalla”)
6 G ©
66 = 2(S1; —S1,)
coeficientes: |[s;;, =1/E s,, = —v/E| que son los dos Unicos
ecesarios para describir el material isotropo. Ademas se obtiene el modulo de
funcion de los otros dos parametros: 1/G = 2(s,; — S,,) G =E/[2(1+ V)]
Materiales no Metalicos ‘- , 27
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Resumen

les Il usamos los simbolos de las clases cristalograficas para
gué sistema pertenece un material y por tanto saber qué estructura
de Voigt) tienen propiedades tales como los moédulos
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0s, la complianza, la rigidez, etc.

jSo saber deducir los simbolos para un material dado, ni siquiera
s los elementos de simetria que implica un simbolo.

anteriores sirven, en Materiales I,

pder entender y consultar las fuentes de datos experimentales
edades de materiales anisotropicos (monocristales, materiales

0S Yy materiales compuestos)

nificar el tratamiento de materiales ceramicos, polimeéricos y

stos anisotropos.
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=
— odades de 2° orden en una direccidon dada

a propiedad de 2° orden (p.ej. la conductividad eléctrica) en una direccién
IS cosenos directores se calcula como:

hovuad

J=cE

0L v¥ GV 689:ddVS1LVHM dO T1VO

1. se aplica un campo E en direccion n: E=En

2. se calcula J
vector unitario

@) Q)
Z S C
z 5P
m n
@)
i) :
2y, m = n 3. se determina la componente de J en
;<> )S; 3 direccion de N (proyeccion sobre E ) Jd-n
— 1 5 ‘\\ _ -
E . = = ‘\'i 4. el valor de la propiedad (en este caso
m > iVi '
n by conductividad) es el cociente: ‘J n‘
8 % (r/n) O = fLi—
>
z 3. E
Y C
Tl — _
@) (0)) .= EO‘I
0 29 i (5.Ec.1.)-(5,.1)
» a3 — o= 8T 6.5, =l o, =ll.o
e °"cJ/>) - E — @Y%k — 195 = L9
m =
2 :a
0O o O
m Z .
- = es decir: o=Illo.
Q) i i
= = ]
- n
5 o)
= =2 s
(7) > Materiales no Metélicos ‘_’ 30
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adades de 2° orden en una direccion dada

conveniente elegir un nuevo sistema de coordenadas en el que uno de los
, p.€j. el @', va en la direccion de N . En este caso, la prop. en la direccidon de

0L v¥ GV 689:ddVS1LVHM dO T1VO

S1IN3IdNLS FONIIOS 404 SNOSSAT A1LVAIAd INITINO

-

ANITNO SVYIINOFL SVIHOLNL ‘'STHVINDILYEVC SASVIOD

0L ¥v¥ G¥ 689 :ddVSLVHM VJANT O VIAV T

-

=z

_ _ !
o =1, I1j0ij =0y

yalor de la propiedad en la direccion @’ es 01'1 (lo que resulta evidente de la
p 01'1 ). Es posible interpretar o graficamente de modo muy intuitivo:

10 la superficie O;i % X; = 1 (* esta superficie se llama cuadrica de representacion
para la propiedad de 2° orden)

conductividad eléctrica es un elipsoide (puesto que los tres valores principales
positivos). En una direccidn definida por los cosenos directores |i el radio

decir, el vector del origen a la superficie del elipsoide en esa direccion) tiene por
s X. = rl. y sustituyendo en (¥),

1
| =1 esdecir r‘c=1 = r=—

i7]

Vo
ongitud del radio vector es igual al inverso de la raiz cuadrada del mddulo de la
N esa direccion.
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adades de 2° orden en una direccion dada
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el caso de la conductividad, elipsoide) de representacion de la cond. eléctrica (valida
a propiedad de 2° orden simétrica; si los valores de la propiedad pueden ser negativos o nulos, p.ej. la
a cuadrica puede ser cualquiera, es decir, un hiperboloide de una o dos hojas, un paraboloide o un

rio)
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al cubico es is6tropo para props. de 2° orden

| cubico se caracteriza por tener iguales los tres valores principales de cualquier
le 2° orden simétrica en tres direcciones ortogonales.
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5e deduce inmediatamente que la cuadrica de representacion es una esfera.
la propiedad de 2° orden es la misma en todas las direcciones, es decir, la
s independiente de la direccidn, o lo que es lo mismo, hay invariancia rotacional,

bndicion de isotropia.

1aterial clbico es, para propiedades simétricas de 2° orden, isotropo.
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adades de 4° orden en una direccion dada

, para determinar una propiedad de cuarto orden (p.ej. la complianza S;, (= S;,;,)
rial compuesto) en la direccion definida por el vector unitario n, giramos los ejes
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gue la direccién del nuevo eje @’ coincida con la direccion de n y determinamos
entre la deformacion longitudinal en esa direccion y el esfuerzo de traccion o
. - . . 4 ,

en esa direccion, es decir, calculamos directamente el valor de S;; segun la ley
macion habitual:

’ —
Spp11 = Ili |1 j Ilk |1| Siji
50, la superficie de representacion no es una cuadrica (la regla de transformacion
pductos de cuatro cosenos directores, es decir, sera en general una cuartica. En
props. de 2° orden, la regla de transformacion contiene productos de dos
ectores y la superficie de representacion es una cuadrica).
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ite, la complianza de una barra cortada del material tal y como se indica en el

adades de 4° orden en una d

alcula como
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