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Representacion binaria y decimal

Los ndmeres reales pueden representarse convenientemente mediante una recta que se extiende
hacia el infinito en ambas direcciones. Los enteros son los nimeros 0, 1, -1, 2, -2, 3, -3,...

Los niimeres racionales son aquéllos que consisten en el cociente de dos enteros, como 1/2, 2/3,
6/3; algunos de éstos, por ejemplo 6/3, son enteros. Las expansiones de nimeros reales no enteros
pueden ser finitas o no terminar. Por ejemplo, en el caso de 11/2 ambas expansiones terminan:

11/2=(5.5),5=5x109+5x101
11/2=(101.1),=1x22+0x21+1x20+1x2-1

Sin embargo, el nimero 1/10, el cual obviamente tiene la representacion decimal finita (0.1),5, no
tiene una representacion binaria finita, sino una expansién que no termina:

1/10=(0.0001100110011...),=1x2-4+1x2-5+0x26+0x27+1x28+1x2-9+0x210+

Nétese que esta representacion, aunque no termina, es repetitiva o periddica. La fraccién 1/3 tiene
una expansion interminable tanto en binario como en decimal:

1/3=(0.333...),,=(0.010101...),

Los ndmeros racionales siempre tienen expansiones finitas o repetitivas. Por ejemplo, 1/7:
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WWW. cartf%gena99 .com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documentq en virtud al l | M
értllcul? 1771 dela Let d% Servicios de la Sociedad de la InformaC|on de Comercio Electromco de 1 1de uI|o de 2002 .
I amormamonconem 3 ' aole fe c yai retiraca




Representacion de nimeros en la computadora

¢Cudl es la mejor manera de representar nimeros en la computadora?

Comencemos por considerar los ndmeros enteros positivos. Tipicamente, los enteros se
almacenan en una palabra de 32 bits y si nos concernieran sélo enteros no negativos, la
representacion seria fdcil. Por ejemplo, el entero 71 se almacenaria como:

De esta manera se pueden representar los enteros no negativos desde O (una cadena de
bits de 32 ceros) a 232-1 (una cadena de bits de 32 unos). El nimero 232 es demasiado
grande, dado que su representacion binaria consiste en un uno sequido por 32 ceros.

Necesitamos ser capaces de representar enteros negativos (p.e., -71), ademds de los
enteros positivos y 0. La idea mds obvia es signo-y-mddulo: usar uno de los 32 bits para
representar el signo, y los restantes 31 bits para almacenar la magnitud del entero, que
entonces podria variar entre Oy 231-1,
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Representacion de punto fijo (primeros computadores)

Para la mayoria de propésitos de cémputo numérico, los nimeros reales, sean racionales
o irracionales, se almacenan aproximadamente usando la representacion binaria del
ndmero. Hay dos métodos posibles, llamados punto fijo y punto flotante.

En la representacion de punto fijo, la palabra puede verse como dividida en tres
campos:

1. Un campo de bit para el signo del nimero
2. Un campo de bits para la representacion binaria del ndmero anterior al punto binario
3. Un campo de bits para la representacion binaria posterior al punto binario.

Por ejemplo, en una palabra de 32 bits con anches de 15 y 16 bits
respectivamente, el nimero (11/2),,=(101.1), se almacenaria como:

O] OO0O00O0O0O0010T | TOOOOOOOOOOOOO00

mientras el ndmero (1/10),,=(0.0001100110011...), se almacenaria aproximadamente
como:

N nonnonnnnnnnnnn | nonttontinntannt |
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Representacion en Punto Flotante (I)

Los computadores representan los ndmeros reales utilizando una notacion semejante a la

conocida notacion cientifica normalizada:

signo exponente

- -

+0.602 - 10 -22
- \_Y_/

mantisa base
Notacion cientifica
Normalizada

sigho exponente

- .
+ O 101110 2 e
\_Y_)

mantisa  base
Representacion en punto

flotante normalizada

En todo ndmero en punto flotante se distinguen cuatro componentes:

* Signo: indica el signo del ndmero (O=positivo, 1=negativo)

Mantisa: contiene la magnitud del ndmero (en binario puro)

*
* Exponente: contiene el valor de la potencia de la base (notacion exceso)
*

Base: queda implicitay es comdn a todos los ndmeros (habitual base 2)

Ntracg alternativac menn< e
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Representacion en Punto Flotante (IT)

Un mismo ndmero puede tener varias representaciones (0.110 -2° = 110 -22 = 0.0110 -29)
Los nimero suelen estar normalizados. Un nimero estd normalizado en base dos si tiene la

forma:

Ejemplo: Formato de punto flotante de 32 bits

0.1 xxXXXXXXX

2XXX

_Tienen siempre un 1 a la izquierda: se puede

1. XXXXXXXX

2XXX -

. “almacenar de forma implicita (bit fantasma).

Si el nimero real decimal se puede

1 bit 8 bits 23 bits representar con exponente y mantisa
— A ~— . ocupando los bits asignados, entonces el
. . T ndmero real tendrd una representacion
Sig. exponente mantisa o significado 1 en punto flotante exacta
) "~ denomindndose niimere de méquina.
32 bits

El rango de valores representable por cada uno de los campos es:

» Exponente (8 bits en exceso a la mitad del exp. max: 254/2=127) : indica el rango que el
computador entiende como ndmeros reales.

Exp_min: (00000001),= (1)10 -> emin=(exponente-127),,=(1-127) 10=(-126);,
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Valores del exponente (a;..ag) | Valore numérico representado

(00000000),=(0),,

— (00000001),=(1);

- (00000010),=(2);

9\

" (00000011),=(3)yo

o

S y

LN

d (01111111),=(127),

o

g (10000000),=(128)q

X

v

0 v

L (11111100),=(252),9
(11111101),=(253),
(11111110),=(254),
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+£(0.bybob; byg), 216 5 Ndmero subnormal

+(1.bybobs byg), - 201277126 N

min

+(1.b;b,b;  by3), 271%

Epsilon de maquina:

£(1.bibybs;  byg), 2742 g=223~1.2x107

\Z

+(1.b;h,b; b,j),  2(127-127)=0
i(l'blb2b3,,,b23)2 : 2(128-127):1
v
+(1.b,b,b; b,,), 212
+(1.b,b,b; b,,), 212
+(1.b,b,b; b,g),- 2@54-120=+127 N

max
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Representacion en Punto Flotante (IV) B

Un ndmero x arbitrario se representara de la forma:
_1y(se) B
(X), = (=1)"™ x (Lmy...m,g) x 200 Er e (27ke

v'Rango Representable: en coma flotante con mantisa normalizada nos encontramos con un
hueco alrededor del cero de nimeros reales que no se pueden representar. El cero tampoco
se podra representar salvo que se le asigne una representacion especifica.

No Representable

No ndmeros negativos \ / ndmeros positivos No

representable expresables expresables Representable
4 % h'd - h'd N\

7

(2.0-2-23).2127  _10-2-126 Q 1.0.2 126 (2.0-2-23).2127

v'La cantidad de ndmeros representables es 232, El espacio de representacion no es
uniforme : Mayor densidad cerca del O !l

|||||||||||||||||||
|||||||||||||||||||
1.n

Cartagena99

\7
www. 84 g‘h&ﬂi}]dﬁ r@ DﬁlaOiEGﬁ'liF&?mamon contenida en el presente documentg
Articulo17.1 d Ia Ley de Servicios de Ia Somedd de la fnformacion y de omerC|oEIectron|co de11

N
ol
N
~
\I
o

ONLINE PRIVATE L
CALL OR WHATSAP

On
7
@)
Z
%)
o

RO

~A

GQSCIENCE STUDENTS

TOT oS O CUPSTTY v RSTOOTT T T o =y ot

e
d

D>
<
=35
oCc
Q_Q.
oD
N
o
o
N

Sila mformaClon contenida documn



14

IEEE 754 (T)

v'Hasta la década de los 90 cada computador utilizaba su propio formato en punto
flotante (numero de bits para exponente y mantinsa, como se realiza el redondeo,
acciones tomadas en condiciones excepcionales) :

* En algunas maquinas (Crays, IBM System 370) era necesario utilizar ciertos trucos
para obtener resultados correctos.

Ejemplo: En algunos computadores, algunos nidmeros préoximos a cero sdlo se consideraban
distintfos de cero en comparaciones y sumas (se trataban como ceros en multiplicaciones y
divisiones). Consecuencia: Para poder utilizar de forma segura una variable como denominador
debia multiplicarse por 1.0 antes de comparar con cero!!

* Era fmposible eseribir portables predujesen los mismeos
resultades en méquinas diferentes (Sdlo el pentdgono, AT&T... Podian
permitirselo)

v' John Palmer (Intel) promueve la creacion de un estdndar para punto flotante (1976)
antes de comenzar el disefio del coprocesador matemdtico del i8086/8 y del i432.
Primeras reuniones comenzaron en 1977

v El primer borrador fue elaborado por William Kahan (In‘rel) Jerome Coonen (Berkeley)

v Harold Stone (Berkelev):
CLASES PARTICULARES TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
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TEEE 754 (II)
Precision simple (32 bits): Exponente Exceso 127
Exponente (8) Mantisa (23) Representa
(sm), (000000000, —(127),, __
-127 (combinacién binaria 0) 0 (1) -+(0.0000...0), -2, = )~ (J—r O)10
o(-127hg
-127 (combinacién binaria 0) %0 (=)™ . (0.m,,..m,), - 2420k
[-126, 127] (11, 254];0) \ (=D)E™: . (Lm,,..m,), - 202127k
128 (combinacién binaria 255) 0 (=1)®™: . (0.0000...0), - 21110270 _ (o0
128 (combinacién binaria 255) = - 2(2%12Tho p(12%ho
(=" - (0.my..my), -2%% = (NaN ),

Precision doble (64 bits): Exponente Exceso 1023

Exponente (11) Mantisa (52) Representa
sm), oooooooo)z—(1023)10 _
11023 (comb. binaria 0) 0 (-1 -(0.0000..0), -2 - ===
sm), 2 0
1023 L0 | GO (Omg,..m,), - 210
[ 1N22 1N221/M11 2NA41 \ \/ (=D . (1 m.m). . 2810235

ES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
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Codificaciones con significado especial (IV) "

m=0 —> +000-®
(23 bits =0) Representan cualquier valor de |3 region de
overflow. El estandar especifica aritmética en el

(Combien:xcl:ilét\lblirllcir'lia 255) infinito. Ejemplo: 1/ @=0, atan(w)=n/2.

m0 —> NaN (resultado sin sentido)
Se obtiene n como resultado de operaciones
invalidas. El estdndar especifica que cuando el
argumento de una operacion es un NaN, el
resultado es NaN.
Ejemplo: O x o0, 0/0 y o0~ o0, Estas operaciones
no tienen sentido matem;atico.

m=0000...0 —> O decimal
El cero se representa como nidmero no

normalizado.
e=00000000

(Combinacién binaria 0) m0 —> Ndmeros desnormalizados

Nidmero sin hormalizar cuyo bit implicito se
Cartagcna9 y

PARTICULARES TUTORIAS TE%NICAS ONLINE
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El formato doble TEEE | =] awos.an| bibsbs.bs 64 bits

Valores del exponente (a;..a;;) | Valore numérico representado

(00000000000),=(0) £0b,bb; be), 2% 5 Namero subnormal
— (00000000001),=(1);0 £(Lbybby byy), 2010R=t02
min
§ (00000000010),=(2),0 +(1.byb,b; b,), 2:102 Epsilon de maquina:
T | (00000000011),7(3); £(Lbybyby_bgy),: 2400 §=2742.2x10°°
™
~
§ \ 2
S (01111111111),=(1023),, +(L.b,byb, Dbgy),- 20
O—-
g (10000000000),=(1024),, £(1.b,byb, bey),- 21
X
D)
0 v 2
3 (11111111100),=(2044),, +(L1.b,b,b; bey),- 21021
A (11111111101),=(2045),, +(L1.bb,b; byy), 21022
(11111111110),=(2046),, (Lo D), 20061021028 N

ASES P TICULARES TUTORIAS TECNICAS ONLINE
AMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Caxrtagcna99 .

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
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(X)lo _ (_:I_)(sm)2 % (1_|_ fracic')n) % 2(Exponente—Exceso)lo

Ejemplo 1: ¢ Cudl es el valor decimal de:
1 01111100 11000000000000000000000?

v" El bit de signo es 1 : nimero negativo
v’ El exponente contiene 01111100 = (124),,
v" La mantisa es 0.11000... = (0.75),,

Elvalores: (- D! x (1+0.75) x (27(124-127)) = -1.75 x (2 "(-3)) = - 0.21875

Ejemplo 2: ¢ Cudl es el valor decimal de:
0 10000001 01000000000000000000000?

v El bit de signo es O : nimero positivo
v" Fl exnonente rontiene 10000001 = (129).

CLASES PARTICULAR TUTOBQIAS TECNICAS ONLINE

C 31’tagcna9 9 LLAMA O ENVIA W_HéATSA’pp; 68

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
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TEEE 754 (V).Ejemplos

Ejemplo 3: ¢ Cusl es [a representacién en simple precisién de : 347.625 ¢

1~ Convertir 3 binario: 347.625 = 101011011.101

2-Normalizar el ndmero (mover el punto decimal hasta que haya un solo 1 3 la izquierda) 101011011.101
=1.01011011101 x (2 ™~ (8))

3- mantisa: 01011011101

4~ exponente: 8 en exceso 127 = 8=(exponente-exceso 127) = exponente=( 127+8) = (135),, = 10000111
5- El ndmero es positivo: bit de signo O

Resultado : O 10000111 01011011101000000000000

Ejemplo 4: Representar el namero decimal 5/3 en precision simple.
(5/3),0= 1.6666... x 10°
Mantisa: 1.66666....
= Parte entera: 1 x 2°0=1
= Parte decimal: 0.666... x 2=1.333...
0.333... x 2=0.666... (Es ciclico. Infinitos decimales)
Por tanto (0.66...),,=(0.101010...),

CLASES PARTICULARE S, UT6052I S TECNICAS ONLINE

Cartagcnag 9 CLAMA O ENVIA WHATSAPP: 636 45 44 70

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
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Errores en la representacion de nimeros reales

Ndmero real que no sea un nimere maquina

Se puede deber a:

1. Que el exponente, una vez normalizado, esté fuera del rango admitido (demasiado
grande o pequeiio).

2. Que la mantisa, una vez normalizada, tenga mds de 23 bits (mds bits de los que puede
almacenar).

¢Como resolverlo?

1. Si el exponente se sale del rango admitido se produce el fendmeno de desbordamiento,
bien por exceso (overflow) bien por defecto (underflow).
Desbordamiento por exceso: foma, p.e., el valor +« (segln sea el nimero positivo o
negativo), y sigue trabajando siempre y cuando tengan sentido las operaciones
siguientes (p.e. 1/0=0). Normalmente es el resultado de un error de cdlculo que no ha
considerado el programador.
Desbordamiento por defecto: se asigna, por ejemplo, el valor cero y continua el cdlculo
reemplazando el resultado por cero o se desnormaliza el nimero para poder tener en

ndmero mdquina préoximo en el entorno cero.

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
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ON NE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
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Error de Redondeo Unitario (I)

Representacion en punto flotante de x-> fl(x)=(1.a;a,..a,3)- 2*P (suponemos 23 bits de mantisa)
2-23

Error de redondeo unitario: Depende del n° de bits de la mantisa
épsilon (eps) o precision del computador

- TRUNCAMIENTO:  fl(x)=x1=(1.0a;..a,3)* 2%

Se descartan el resto de bits
- EXCESO: fl(x)=xeg=((1.q4a,...0,3)+2723)* 2xp
El dltimo bit se incrementa en uno
XT
- REDONDEO: fl(x)= Se usa el mas cercano

- (La.a, _a )-2exp = g-2eXp 1< g< 2 Xg
NICAS ONLINE

I

7 l = 7 \\' = I 7 \' =

ena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documentq en virtud al
os de'la Sociedad de la Informacion y de Comercig Electronico, de 11 de julio de 2002,
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Error de Redondeo Unitario (IT)

Formato n Bits eps=2™"

"Axioma de la Representacion en punto Flotante”

ﬂ(X) = Xpedondeado = X‘(1+6),' | 0 | < eps

Precision del sistema: Namero de bits de [3 mantisa (incluido el bit escondido)

Matlab:
eps=2-(P-1)=2-52=22 22044 e - 016

Si estd en efecto el modo de redondeo al mds cercano:

|5|£%eps =2"

ena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documentq en virtud al l | ‘ M
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Error de Redondeo Unitario (IIT)
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Ejemplo: Error al representar (2/3),, en formato simple TEEE754

Calcular el error de truncado absoluto y
Cual es la representacion final

e Se convierte en binario:
(2/3),p=(0.1010...),=(1.010101...),x2-1

relativo

* Los nimeros de maquinas mds cercanos son:
x_=(1.0101..010),x2-1 <——— Obtenido truncando
x,=(1.0101..011),x2-1 <——— Obtenido redondeando

 Determinamos el mds cercano calculando (x-x_.) y (x,-X)

(x-x.)=(0.1010...),x2-24=(2/3),ox 224
(X,-x)=(X,-X_)-(x-x_)=2-24-(2/3),ox2-%4=
« Error de truncado absoluto:
|fI(x)-x|=(1/3)x2-24
« Error de truncado relativo:
|fl(x)-x|/|x|=(1/3x2-24)/(2/3),y=2"2°
 Representacion final:

(1/3)x2-24

< fl(x)=x,

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
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Error de Desbordamiento (I) B

v" Solo se puede representar un rango limitado de valores
1. Principalmente dependen del n° de bits asighados al exponente

v'Overflow y Underflow :
underflow underflow
negativo  positivo

overflow ndmeros negativos nimeros positivos overflow
hegativo expresables expresables positivo
p A ~ A A A A ~ A N
7/ 7/

(2.0-2-23)2127  _10-27126 Q 10-2-126 (2.0-2-23)-2127

v Proteger las conversiones de tipos utilizando | realmax=1.797¢9515486251e+308
los limites representables (realmax, intmax...) | intmax= 2147483647

- , : If 3*intmax then a=intmax
v' Utilizar cédigos especiales para marcar que

: ; . If 3~=0 then c=b/
se ha producido desbordamiento, +-inf AT e
CLASES PARTICULARES TUTORIA S4'£E7%NICAS ONLINE
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Error de Desbordamiento (II)
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Cuidado con las Conversiones (punto flotante = entero)

French Guyana, June 4, 1996
$800 million embedded software failure

IMU

autodestruyo.
At , Software Viat R Software AngDeplex: Angulo

double | Posicionamiento int16 Control int16 Actuadores

. . [nterpretycion
La velocidad horizontal del cohete con pretacio Valor | —+5.1°

/ opuesta
respecto a la plataforma se convertia a un ( maxint
CLASES PART,ICULAR S, TUTOR AS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
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Guayana Francesa, 4 Junio 1996. Un Cohete
Ariane V de la Agencia Espacial Europea estalla
a los 40 segundos del despegue. Era el primer
lanzamiento del Ariane V, después de 10 afios de
desarrollo (7 billones de $). El cohete y su carga
estaban valorados en 800 millones de $.

El error fue debido a un desbordamiento en el
software de Posicionamiento. Cuando se
presentd la operacion invalida, el programa cerré
todo el sistema de guia y el cohete se
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44 70
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Acumulacion de Errores de Redondeo (I) »

Ejemplo : en punte fletante (99.99 + 0.161 = 100.151). Suponemos que:
v" La mantisa puede ser de 4 digitos decimales
v" El exponente puede tener 2 digitos
‘Extraer signos, exponentes y magnitudes.

*Tratar operandos especiales (por ejemplo, alguno de ellos a cero)
/ -Desplazar la mantisa del ndmero mds pequeiio a la derecha |e;-e,| bits

‘Fijar el exponente del resultado al mdximo de los exponentes

1. Alineamiento

. ""‘ N
" 9.999-10! 9.999-10! s 10015 - 107

L 1610107+ 0016110 > 7 71002107

4 redondeo

.......................................................................... . Redondeqr el r'esuH'ado y r'enor'mqhzar' Ia mqnhsa
si es necesario (IEE754 ultimo par si hay duda)

* Corregir el exponente en funcion de los
desplazamientos realizados sobre la mantisa.

2. Operacion

- Sila operacion es sumay los signos son

CLASES PAR ICULARES TUTORIAS TECNICAS ONLINE
Cartagcna9 0
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Acumulacion de Errores de Redondeo (II) u

Hay SITUACIONES EXTREMAS en las que no se puede evitar considerables errores
de redondeo: ERRORES DEBIDO A LA PERDIDA DE DIGITOS SIGNIFICATIVOS

Ejemplo 1: Suma de cantidades grandes a ndmeros pequeiios

(15-1038 )+ (1.0-10°) = 15 -10 38

Alineamiento : es necesario desplazar el punto decimal 38 posiciones a la izquierda

l

Con 16 digitos decimales de mantisa ese desplazamiento
supone convertir al segundo sumando en O!

x= 15-1038 ‘

Cartagena99 ‘
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Acumulacion de Errores de Redondeo (III) “

Ejemplo 2 : Sustraccién de cantidades easi iguales (100.1 - 99.35 = 0.75).
v" La mantisa puede ser de 4 digitos decimales
v" El exponente puede tener 2 digitos

""""""""""""" 1. Alineamiento
. , O
; L . 4yb5noson
~1.001-102 . 1.001-102 @&&..~--""""i""-'-'-ii'ff 7.000 107 " necesarios
9 935-10! - 0994102 $& 77—
.................................................................... W&
¢ 0007x102  "»""  Error de Redondeo Relativo:
...................................................................... (0.05/0 75)-6.7 %

2. Operacion

Problema: En el Alineamiento se pierde 1 digito significativo

- . e
Cartagcnag 9 ONLINE PRIVATE LééSONS E]-Cll)F%OSCIENCE STUDENTS
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Acumulacion de Errores de Redondeo (IV) »

Serie 360 de IBM (1968)
Digitos de Proteccion (guard digits) :
Para minimizar este problema, el estandar IEEE 754 especifica que los
cdlculos intermedios deben realizarse utilizando 2 digitos de proteccidn.

'f Ejemplo 2 revisado

1. Alineamiento

e _ S
e . R ———
~1.0010-102 ™, 1.0010-102 (@\?_ £ 75000 - 10
9 9 35 O- 1 01 _ O 9935.10 2 (\0( ................................................
.............................................. | — O Y
00075102 e 4y 9 o son
.......................................................................... necesarios
2. Operacién Resultado Correcto

Si utilizamos 2 digito de guarda para realizar las substracciones

[ CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
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Acumulacion de Errores de Redondeo (V) N

Supongamos un computador decimal de 5 digitos (epsilon del computador = 1075) en el
que se utiliza formato extendido para cdlculos intermedios y dos nimeros maquina x e y:

x=3.1426102 y=92577-104
OPERACION  RESULTADO NORMALIZADO REDONDEO ERROR RELATIVO

Multiplicacion 2.909324802 ‘10 7 2.9093 10 7 85-10 -6
Suma 9.289126 -10 4 9.2891-10 4 2.3-10 ¢
Resta - 9.2262740 -10 4 -9.2263 -10 4 2.8-10 -6
Divisidn 3.394579647 -10 -3 3.3946 ‘10 -3 6.0 -10 -6

v' X e y nimeros maquina (es decir, son representables de forma exacta)
v © operacion aritmética bdsica (+, -, x, +)

Axioma fundamental de la aritmética en punto flotante:

Flotante (x ©® y) = (x ® y) (1+8) | 5| <eps
CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
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Acumulacion de Errores de Redondeo (VI) 7

Como se acumulan los errores al encadenar varias operaciones?

A pesar de que el error de redondeo al realizar una operacion aritmética bdsica pueda
ser pequeiio, al encadenar operaciones dichos errores pueden magnificarse
(acumularse) considerablemente.

Ejemplo: x, y, z nimeros mdquina, se desea realizar la operacion (x - (y+z)). Siendo |3/,
15,] y |8]<eps.

Flotante (x -(y + z)) = (x - Flotante (y + z)) (1+5,) 15, ] < eps
—lv .t

AL WA NI W4 PN W AN B
CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
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Acumulacion de Errores de Redondeo(VII). Ejemplo >

Guerra del Golfo, 25 Febrero 1991. Una bateria de
antimisiles Patriot en Dharan (Arabia Saudita), no
consiguio interceptar un misil Scud iraqui, que
impactd contra un barracén de la armada americana,
muriendo 28 soldados.

La prediccion de la "puerta de alcance” (range gate)
se calcula en funcién de:

v Velocidad del Scud (dato conocido : 1676 m/s)

v’ Tiempo transcurrido desde que el Scud fue
detectado por el radar por dltima vez

v'Para las mediciones de tiempo, el sistema utiliza un reloj interno con una pr'ecusuon de

Adrimne Ao coniinda FEl +io
CLASES PARTICULARES TUTORIAS TECNICAS ONLINE
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Acumulacion de Errores de Redondeo(VIII). Ejemplo

El fiempo en segundo se almacena en un registro de 24 bits. Aunque el reloj interno
daba décimas de segundo, para hacer los cdlculos, el nimero entero con las décimas de
segundo franscurridas se convertia a punto flotante, multiplicdndose el valor por 0.1
para obtener el tiempo en sequndos. Es decir, el reloj interno de la computadora que
controlaba el sistema de defensa almacenaba el tiempo como un valor entero en
unidades de décimas de segundo, y el programa de la computadora lo convertia a un
valor de punto flotante en unidades de segundos, redondeando consiguientemente la
expansion.

¢Qué pasa con el 0.1? @

¢ Cudl es la representacion en simple precision de: (0.10),, ?

1- Convertir a binario: 0.10 = 0.0001100110011001100110011001100 ...
2- Normalizar el nimero : 1.100110011001100110011001100 ... x 24
3- Truncar el nimero: 23 bits de mantisalll 1.10011001100110011001100 x 24

0.10 no se puede escribir como una suma finita de po‘rencias de 2 !l
0.10 se r'epr'esen‘ra en precision simple por el nimero 0.09999999403953552

TCLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
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Acumulacion de Errores de Redondeo(IX). Ejemplo *

Bateria Antimisiles Patriot:El error de redondeo cometido al representar 0.1 es ~ de 5.9

x 10 -9,
00011001100110011001100

La bateria llevaba unas 100 horas en funcionamiento antes de producirse el fallo. El error
cometido al representar 0.1 SE HABIA ACUMULADO

5.9 x 10 -? x (100x60x60x10) = 0.0212 segundos

!

1sequndo=10x0.1

En ese intervalo, un misil Scud recorre 35.60 m. Este error solo se tenia en cuenta en
algunas de las partes del software (LOS ERRORES NO SE CANCELABANII)

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
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Anulacion Catastrofica (II) "

Regla Prdactica: Se debe evitar situaciones en las que se restan cantidades casi iguales

Ejemplo 1

Implica una cancelacidn por sustraccion y pérdida de

2
«—xc+1-1 . P 4
X digitos significativos para valores pequefios de x

¢Como evitarlo? 7

Solucion: utilizar una forma alternativa de asignacion

Multiplicando y Dividiendo por el Conjugado

v iz glaPeied)) o2

X
ES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
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Anulacion Catastrofica (IV)

Ejemplo 3
y < X —sin(x) Implica una cancelacién para valores pequefios de x
¢Como evitarlo? Desarrollo en serie de Taylor para sin(x)

y =X -—sin(x)

3 (5 7
:x—[x—x L XX +J

Si x estd cercano a cero, se puede utilizar una serie truncada
3 2 2 2
6 2 42 72
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Cartagcna9 0

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
uno con su propio rango

WWW. cartz%genagg .com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documentqg en virtud al l | M
értllcul? 1771 dela Let d% Servicios de la Sociedad de la InformaC|on de ComerC|o Electromco de 1 1de uI|o de 2002 .
Iain ormaC|on contenida ' a0 e s agar reti

QNLINE PRIVATE L “SSONS FOR SCIENCE STUDENTS
WH P: 4470

o))
(00)
©
N
(€)]




Calculos Estables e Inestables (I)

39

Proceso/Algoritmo Numérico Inestable (Informal) :

Los pequefios errores que se producen en alguna de sus etapas se agrandan en etapas
posteriores y degradan seriamente la exactitud del resultado final, a pesar de que en

aritmética exacta el algoritmo sea correcto.

Algoritmo Estable (backward stability) :

Si alg(x) representa la versién discreta de un algoritmo ALG(x), en el que se incluye el
efecto del error de redondeo, se dice que alg(x) es estable si para todo los datos de

entrada x existe un pequefio dx tal que alg(x)=ALG(x+ &x)

backward error
EJEMPLO 1: sucesidn de nimeros reales
Xo = 1
J . B (1)” 1
1 = — > = — = — _
3 . g n“l3) 3"t
13 4 Por induccidn, se puede
- . - CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
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Cadlculos Estables e Inestables (II)

40

Valor Valor Error Error Relativo

Inestable Estable Absoluto Xp —X'n

# iter  Xp X'n ‘Xn Xn

l 1.0000e+000 | 1.0000e+000 0 0 - Error absoluto : se multiplica
3.3333e-001 | 3.3333e-001 0 0 por ~13/3 en cada iteracién, en

1 | 1.1111e-001 1.1111e-001 16653e-016 | 1.4988e-015 10 iteraciones:

2 | 3.7037e-002 | 3.7037e-002 | 7.7716e-016 | 2.0983e-014

3 |1.23462-002 | 1.2346¢-002 | 3.1641e-015 | 2.5629¢-013 (13/3)° 10" ~ 1010

4 |4.11522-003 | 4.1152e-003 12675e-014 | 3.0800e-012 . X, es una sucesién monétona

5 11.3717e-003 | 1.3717e-003 5.0707e-014 | 3.6966e-011 decreciente

6 | 45725e-004 | 45725¢-004 | 2.0283e-013 | 4.4359e-010

7 1152422-004 | 1.5242e-004 | 8.1133e-013 5.3231e-009

8 | 5.0805e-005 | 5.0805e-005 | 3.2453e-012 | 6.3878e-008

9 11.6935¢-005 | 1.6935¢-005 | 1.2981e-011 7.6653e-007 ﬂ

10| 5.6450e-006 | 5.6450e-006 | 5.1925e-011 | 9.1984e-006 ,

11| 1.8815¢-006 | 1.8817e-006 2.0770e-010 | 1.1038e-004 El error Relativo
6.2639¢-007 | 6.2723e-007 | 8.3080e-010 | 1.3246e-003 crece
2.0575e-007 | 2.0908e-007 | 3.3232e-009 | 1.5895e-002 considerablemente
5.6399¢-008 | 6.9692e-008 | 1.3293e-008 | 1.9074e-001
_2.9941e-008 | 2.3231e-008 | 5.3171e-008 | 2.2889e+000
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