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Senales y Ruido

1 La demodulacién es una operacion necesaria también para
seifales en banda base (ya en forma de pulsos) porque la sefial
recibida esta afectada por varias fuentes de distorsion:

L Un filtrado imperfecto para limitar la sefial en banda antes de la
transmision

U El ruido del canal de transmision
Q El filtrado imperfecto en recepcion
[ Todas las causas anteriores generan Interferencia Intersimbolo (ISI)

] Existen también fuentes de ruido de natura eléctrica e
interferencias de dos tipos:

O Fuentes externas: ruido galactico y atmosférico, transitorios de
conmutacion, ruido de intermodulacion e interferencia de otras
fuentes

O Fuentes internas: ruido térmico (proceso aleatorio con distribucién
Gaussiana)

Nl o oo € a1 ) 1 =l
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Senales y Ruido

JEl ruido térmico es de tipo blanco (white noise),
es decir tiene una densidad espectral de potencia
constante G, ( f )=N,/2 para todas las frecuencias
de interés (hasta 1012 Hz)

JEl ruido térmico es la fuente principal de ruido
para la mayoria de sistemas de telecomunicacion
por ello las propiedades del ruido térmico
(aditivo, blanco, y gaussiano —AWGN) se utilizan

I para modelar el ruido que afecta al proceso de
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Senales y Ruido

Predetection
point
H(6)= s.(6)*h () nle) forreal chanmel Step 1: waveform-to-sample transformation Step 2: decision making

r(t)=s,(t)+ nlt) for distorsionless channel :r Demodulate & sample | . Detect |
| Sample | I |
Received I Matched fifter ate=T : I Threshold comparison |
waveform | e — Py . '

i) | Receiving ;( ) l .; I a

s{1) — N —O —— m, or n,
| filter ;:(f) : =Z{T) | Z(T) < Y |

; s wr— _— 4 | H, I 4
Transmitted | For bandpass signals Compensation for ' | |
waveform | channel-induced IS! | ! !
(=[50 0SEST forbinary 1 o ntegrated with matched fiiter) L J
s, (e) 0£¢<T  for binary 0
) Baseband pulse
3 optional block (possibly distorted) Bé(?zit;a(f:)ci ?;i?e
[ Essential block ST
_ Sample Message
n(1) is zero-mean AWGN pracess (test statistic) symbol m, or
AN =a{Ty+ny(T) channel symbol i1,

Si el mensaje enviado no incorpora ningun tipo de codificacion para la deteccion y

correccion de errores, la salida del detector es una serie de estimaciones de simbolos de
mensaje (o bits), I’hi (hard decisions). Si el mensaje utiliza codigos para deteccion vy
correccion de errores, la salida del detector es una serie de estimaciones de simbolos de
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Senales y Ruido

 El proceso de demodulacién se divide en dos partes:

L Demodulacion: que consiste en generar una serie de pulsos no
distorsionados en banda base

[ Deteccion: gue consiste en determinar el significado digital del pulso
recibido

Al final de cada tiempo de simbolo T el sistema muestrea un valor de

tension z(T)=a;(T)+ny(T) directamente proporcional a la energia del
simbolo y del ruido recibidos

 a,(T) es la componente de sefial, ny(T) la componente de ruido (Gaussiano
con media nula)

L Si el ruido es un proceso aleatorio de tipo Gaussiano y el filtro de
recepcion es lineal, la salida del filtro z(T) serda también un proceso
aleatorio de tipo Gaussiano

2(T) es una variable Gaussiana con valor medio &, o a, dependiendo de si
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Senales y Ruido

Verosimilitud de s, Verosimilitud de s,
plz|sy)= ! exp S plz|s)= . exp ~Ljz=a 2
\ i \‘{ o271 2l o,

(! | ;.'RT} i)
Probabilidad de haber '
transmitido s, y detectado s-

La demodulacion es ligada a la energia de la sefial y no a su forma, de hecho el filtro de

recepcion (matched filter) asocia a todas las sefiales con la misma energia el mismo valor
de z(T). z(T) representa el rango de posible valores de las muestras en la salida del

demodulador, mientras que =y, representa el umbral de recepciéon oéptima para
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Senales y Ruido

d Un conjunto arbitrario de formas de onda puede ser
generado a partir de una base de funciones ortogonales

Ly} 5,t)=aall) 2+ + 2, (1)
.Sz (t) = a21W1(t)+ A/, (t)+ SRR PINUAY (t)

Sm (t): aMl‘//l(t)+ Ay 2‘//2(t)+ PR IVINL Y (t)

J Esta relacién se conoce también como transformacion de
Fourier generalizada y puede expresarse de forma mas
compacta como:

1 Donde: =
A Ml dt i=1. .M i=1__N
, T

0<t<T
ECNICAS ONLINE
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Senales y Ruido

ui() O Un espacio ortogonal N-dimensional esta
formado por un conjunto de N funciones
7 Bttty yr {0} linealmente independientes tales

& | .
|L__ ___________ ¥y {P.«ulﬂ.l.-'* ﬂ.l.ul] que'
|
|
|
|
|

Iml W“} J‘(;rl//J(t)'?Vk(t)dt:KJé‘Jk J,k:].,,N OStST
' |

&

______________ 37 U Donde el operador &, (conocido como delta
(D)= YA(E) F 2 Y6(0) F 3 Ys(2) de Kronecker) es deflmdo como:

Ys(t) 1 for j=k
Kk =

10 otherwise
L Silos Kj¢0 el espacio es ortogonal

O Si la base esta normalizada de manera que
los K;=1 el espacio es ortonormal

J Generar sefales a partir de una base
ortogonal simplifica el proceso de deteccion
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Senales y Ruido

U La energia E;asociada a una seiial si(t) durante el tiempo de
simbolo T es:

E = s dt—j{Zaut// }dt—Zau_[ w2(t)dt = Za”K i=1...M

dSi las {y(t)} pertenecen a una base ortonormal, E;
representa la energia normallzada durante el tiempo de

simbolo:
E. Zau

 Si todas las sefiales s;(t) que representan el alfabeto de
simbolos a transmitir tienen la misma energia, la expresion
anterior se vuelve:
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Senales y Ruido

Q El ruido n(t)=A(t)+n(t) que afecta al receptor puede considerarse como la
suma de dos contribuciones:

3 La componente A(t) es la parte de ruido que interfiere con el proceso de
deteccion

Q La componente n(t)=n(t)-A(t) es la parte de ruido que es efectivamente
filtrada por el receptor

U En ruido AWGN n(t), en el mismo modo que las sefiales, puede ser
expresado como una combinacion lineal de una base de funciones
ortogonales, es decir:

 Por consiguiente:
an . j n(thy; Ot [ Aty (t)dt=0 vj

 La contribucion de ruido que interesa es soélo n(t) por tanto se la indicara
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Senales y Ruido

J La densidad espectral de potencia del ruido AWGN es
constante e igual a Ny/2 para todas las frecuencias de
interés, por tanto la potencia media de ruido es igual a la
varianza (ya que n(t) es un proceso aleatorio con media

nula) y es infinita:

o’ = var[n(t)]|= roo(l\;"jdf =0

—00

(J No obstante para ruido AWGN filtrado se puede demostrar
que la varianza es finita e igual a:

)
I o? = varln. ):EJ‘ I n(thz/;(t)Td
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Senales y Ruido

1 Las formas de ondas analdgicas son sefales de potencia
(con potencia media finita y energia infinita) por tanto la
potencia (velocidad de entrega de la energia) es una
medida mas adecuada para su caracterizacion

d Las formas de ondas digitales son sefiales de energia
(energia finita pero potencia media nula) por tanto la
energia de un simbolo (es decir, la potencia integrada
durante el tempo de simbolo T) es la figura de mérito mas
adecuada

d Asimismo, formas de onda digitales con la misma relacién
I S/N pueden estar codificando un numero de bits distintos,

por lo que los requerimientos en términos de relacion S/N
por bit transmitido cambian
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Senales y Ruido

d E, /Ny es una version normalizada del
SNR que se utiliza en sistemas
digitales

JE=ST, es la energia por bit
transmitido (S es la potencia de senal
y T, el tiempo de bit)

d Ny=N/W es la densidad espectral de

potencia de ruido (N es |la potencia de
ruidoy W el ancho de banda)

4 El tiempo T, de bit puede expresarse
también en funcién del bit-rate R,
por tanto (simplificando la notacion
poniendo R=R,) E,/N, resulta ser:

For Eh.-"l;ﬁ\'ru ET” PEEP“

E/No

E, _ ST, _S/R, _S (Wj

N, NW NW N\R
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Deteccion de Senales Binarias con Ruido Gaussiano

(] La decisidon en recepcion se basa en comparar una muestra z(T) con una
tension de umbral y y de aplicar una regla H; si la muestra es mayor que ¥
y una regla H, en caso contrario

O Un criterio razonable para la toma de decisiones se basa en la

comparacion de las probabilidades a posteriori:
Hl

P(s,12)Z P(s, | 2)

H2
O Aplicando el teorema de Bayes, la probabilidad a posteriori puede
relacionarse con la probabilidad a priori P(s;) de transmitir el simbolo S; Y
con la verosimilitud de recibirlo (es decir su PIDF condicionada):
> (215) > P(s,)
> P\Z]S) > S,
p(Z | Sl)P(Sl) p(Z S, )P(Sz):>
H<2 p(Z|52)H<2 P(Sl)
1 El test se basa en escoger el simbolo con la mdxima probabilidad a
posteriori (maximum a posteriori criterion —MAP) por lo que se conoce
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Deteccion de Senales Binarias con Ruido Gaussiano

Q Si P(s;)=P(s,) y las verosimilitudes p(z|s;) (con 1=1,2) son simétricas
se obtiene:

H,
+a
Z(T)z & 5 L=y,
H2

1 Donde a, es la componente de sefial de cuando es transmitido s,(t)
y &, es la componente de sefial de cuando es transmitido S,(t)

4 » es el umbral 6ptimo

J Un detector con estas caracteristicas se denomina detector de
madxima verosimilitud (Maximum Likelihood Detector —MLD)
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Deteccion de Senales Binarias con Ruido Gaussiano

(1 Las probabilidades de error de recepcidn son:

Plels,)=P(H,Is)=[" p(zls)dz Plels,)=P(H,|s,)=[ " p(z|s,)dz

0

 La probabilidad Py de recibir incorrectamente un bit es la suma de
todas las probabilidades de error. En el caso binario:

P = i P(e’ Si): ZZ: P(e s, )P(Si): P(e | Sl)P(Sl)+ P(e s, )P(Sz): P(Hz | Sl)P(Sl)+ P(Hl | Sl)P(SZ)

4 Si las probabilidades a priori son idénticas (P(s;)=P(s,)=0.5) y las
PDFs son simétricas (P(H,|s;)=P(H4|s,)), la probabllldad de error
resulta ser:

2
» . 1(z—-a
PB:P(H2|Sl)=P(H1|52):L ~(ay+a, )2 p(Z|SZ)dZ—L =(a+a,)2 o xﬁ [ ( O Zj ]dz
o=(a,+a, o=\d1+a, 0

I ( Donde %, es la varianza de ruido en la salida del correlator (primer
paso de demodulauon) Imponiendo U=(z-a,)/ g, ,resulta o,du=dz y
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Deteccion de Senales Binarias con Ruido Gaussiano

O Q(X) deriva de la funcion complementaria de error e indica la
probabilidad relativa a la “cola” de una distribucion Gaussiana (en
otras palabras es la probabilidad que una variable aleatoria con
distribucion Gaussiana asuma un valor superior a un valor y,)

1 X 1 = u’
X)= —erfc = exp| —— |du
QAx)=, (ﬁj 2z | Xp( 2}
O Q(X) sélo puede ser determinada numéricamente y es presente en

forma tabular

d También existen aproximaciones analiticas sobre intervalos
restringidos:
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Deteccion de Senales Binarias con Ruido Gaussiano

[ Un filtro adaptado (matched filter) es un filtro lineal disefiado para realizar

la maxima relacion S/N

O En el instante T, la muestra z(T) es la suma de dos contribuciones (una

componente de sefial 8; y una componente de ruido n,), es decir: z(T)=a, +
No
Ny es un proceso Gaussiano de media nula por lo que la potencia media de
ruido es n%,=c?,. Por tanto:
S) &’
o

 El objetivo del disefio es encontrar un filtro con una funcién de

transferencia Hy( f ) que maximiza la relacion S/N

 SiH(f) eslafuncién de transferencia del filtro no éptimo resulta:

a,(t)= [ H(f)s(f )e*"df

o0

Q Donde S( f)=F{s(t)}
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Deteccion de Senales Binarias con Ruido Gaussiano

O En el caso de ruido AWGN, la densidad espectral de potencia es uniforme, bilateral
e igual a Ny/2 W/Hz, por tanto en la salida del filtro se obtiene:

N, ¢+ 2
o =2°LOH(f) df

O Por consiguiente la relacion S/N se vuelve:
(s) ) [TH(f)s(t

N . N, ¢+ 2
T ) [ H(f) of

O Para encontrar el filtro 6ptimo, es decir, el filtro con H( f )=H,( f ), se recurre a Ila
desigualdad de Schwartz:

J RS <[ TH(rar [ s(r e

O Sustituyendo en la anterior expresion de la relacion S/N se obtiene:

(<3 s a A 2FE
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Deteccion de Senales Binarias con Ruido Gaussiano

s(1)

d Es importante observar que (S/N);
depende de la energia de la senal y
no del tipo de forma de onda

r utilizado para la transmision

s(-1)

Forma de onda de la sefial D La dESIgualdad de Schwarz es valida

s6lo si H(f)=k(s(fX'* ) ,por tanto el
E!rerardoThacequefarespue§radef f||tr0 c’)ptlmo reSU|ta Ser
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t
Senal reflejada
h(t)=s(T-t)

filtro sea causal y por tanto realizable
—j2AT
H(f)=H,(f)=ks"(f )e "

 La respuesta al impulso del filtro se

s s el Girninen Gornettas Gommitagipneg bigitales

vicios de la

obtiene antitransformando
| teniendo en cuenta que S7( f)=S(-f)
st y que FH{S(-f)ed2T}=5(T-1):

h(t): l{ks*(f)e—jZﬂfT}:h(t):{lSS(T—t) OStST
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Deteccion de Senales Binarias con Ruido Gaussiano

Sample
at =T
Correlator 1

hd

(D)

Correlator 2

v

0 Z:{f)

M)———¢

hd

0 Z _.lhr( f)

Cartagena99
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Correlator M
T
Jr(e ks, (z)dz —OO‘;<-—>

O La respuesta z(t) de un filtro causal en
el dominio del tiempo puede ser

Zl{TJ'

(T)

zulT)

Comparator

descrita con la convolucién entre Ia
sefal recibida r(t) y la respuesta al
impulso del filtro h(t):

2(t)=r(t)*h(t)= [ r(eht—)de

O Sustituyendo la h(t) del filtro adaptado
con k=1 se obtiene:

2(t)= I; r(z)s[T —(t—7)dz = _E r(z)s(T —t+7)dr

— max {z{ 1)}

0 Cuando t=T, la respuesta se vuelve:

2(T)= J: r(z)s(r)dz

(d La operacidon de deteccidon se reduce a
la correlacidon entre la senal recibida
r(t) con la senal que representa el

PARTICULARES, UTORIAS TECNICAS ONLINE
P:689 4544 70

I:§SONS OR;GQ:CIENCE STUDENTS

bEOIRGimrinen Gornetins Gamumitagiones Digitales

a informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona b|enes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.




Deteccion de Senales Binarias con Ruido Gaussiano

z(1)
~«——Correlator output

i Matched filter output

4 Respuestas a una entrada
sinusoidal de un correlator y de
un filtro adaptado durante ef

p tiempo de simbolo T. La
respuesta del filtro adaptado es
una onda sinusoidal modulada
en amplitud por una rampa (es
decir la respuesta del
correlator). Las dos respuestas

son idénticas en i=T.

O Aunque la funcion de un filtro adaptado y de
un correlator es la misma, se trata de dos
técnicas distintas de deteccion:

O Un filtro adaptado realiza una operacién de
convolucion entre la seial recibida y la respuesta al

impulso del filtro (igual a una réplica de la sefal
invertida en el tiempo)

Un correlator realiza la correlacion entre la sefal
recibida y una réplica de la misma

La convolucién implica otra inversion
temporal, por tanto un filtro adaptado
realizara una operacion idéntica a la
correlacion de una seial con su réplica

No obstante las respuestas de un filtro
adaptado y de un correlator son iguales sdlo
en el instante de muestreo t=T

Q

g

Matchedto [ - - 77 I
$1(1)-5:L0) | $10)s:(0) |
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Deteccion de Senales Binarias con Ruido Gaussiano

O Para minimizar Pg hay que:
O Escoger el umbral dptimo del detector

O Escoger el filtro adaptado que maximiza el argumento de Q(X), es decir (a;-
a,)/20,, 0, deforma equivalente (a;-a,)%/20%,

d (a;-2,) es la diferencia entre las sefiales deseadas al tiempo t=T, por
consiguiente  (a;- a,)° representa la diferencia entre las potencias
instantaneas

[ Un filtro adaptado se diseia para maximizar la relacién S/N para una sefial
dada y el SNR maximo alcanzable es 2E/N,

 Si el filtro es adaptado a la diferencia entre las sefales esperadas [S,(1)-
S,(t)] la relacion S/N al tiempo t=T es:

(S) _(ai_aZ)Z_ZEd
N J; o7 N,
d Donde N, es la densidad espectral de potencia de ruido en la entrada del

filkranv c _ l' [« (+) (Y2 4+ ac la anarain da 1o difarancia antra lac canalac

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Cartagena99

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

— I‘O LI“O \ LUO / \\IL|“0/
B v1500/0033. 0 w0 @2010 Giomingn GounetiosGamunitasiones Digitales

a informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona b|enes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.




Deteccion de Senales Binarias con Ruido Gaussiano

O Es posible determinar una expresidn mds general para Pg definiendo un
coeficiente de intercorrelacion en el tiempo (cross-correlation) p que mide el nivel
de similitud entre dos sefales:

o2 [

O Sisy(t) y s,(t) se representan como dos vectores S; y S, separados por un angulo 6,
£=C0SH (por tanto -1<p<+1)

 La energia de la diferencia entre las sefiales es:
E, _j [s,(t)— dt—_[( dt+j s, (t)f dt — 2j s, (t)s, (t)dt

 Recordando que la energia por bit Eb es:

E, j F dt —j s, (t) dt

(] Se obtiene:

E, = E, +E, —2pE, = 2E,(1- p)
-
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Deteccion de Senales Binarias con Ruido Gaussiano

p=1 (8=0°). Maxima correlacion entre las

! » () sefales s, ys dgran_te el tiempo de simbolo T. D Pa r a S e ﬁ a I e S
0 s, v 8, son indistinguibles.
JE, antipodales:
2./E,
s, | S| ;_-_:::—J (0=1 Ec(}i:'). S y s son anticor{elatas 2 E
< 1 » vl (seriales antipodales) durante el tiempo de P Q
0 simbolo T. B \
JE; ~E
(1)
Sz
~
=0 (68=90°). s, y s, son ortogonales durante el ~
V{E 2E, tiempo de simbofo T. D Para sen 0/65
b
ortogonales:
> w(t)

0 S| E
— P,=Q | ®
JE, B Q *\ No

Pg es una funcién de la distancia entre S; y S, (mas grande

es Ia distancia, mas pequena sera Pg). Para sefiales

Cartagena99

Aau S ABROYR00 3 lece. seneuOnR O

a Informacion contenida en el documento es llicita
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Deteccion de Senales Binarias con Ruido Gaussiano

7 U Sefales unipolares son un ejemplo de conjunto de
s?) Y T I sefales ortogonales en banda base:
Average energy per bit: E, =—— _
2 s(t)=A 0<t<T forbinary1
A s,(t)=0 0<t<T forbinary 0
O La propiedad de ortogonalidad es satisfecha ya que:
T T
. | | r [ s.t)s,(t)dt= | (A-0)dt=0
T 2T 3T 4T 5T O Cuando r(t)=s,(t)+n(t), la componente de sefial a,(T)
_ de una muestra z(T) result ser:
Reference 5‘9”3" a,(T)=E{z(T)Is,(t); = E?[ r(t)s,(t)-s, (t)]dt}=
'-!l{f} $2(¢)=A . ° .
. _ E{[O A? + An(t)dt}: AT + AE{[O n(t)dt}: AT
r(t) —F®—> J » Z[szfa —Fff(f] O Donde E{z(T)|s,(t)} es el valor esperado de z(t)
0| z(7) H, cuando es transmitido S;(t) y n(t) es un proceso
Gain: Gain: gaussiano con valor medio nulo
- O Andlogamente, cuando r(t)=s,(t)+n(t), resulta a,(T)=0.
v [5] Por tanto el umbral Optimo es
|V wo=lay(T)+ay(T)/2=AT/2
K_Overah‘ gafn; O Ladiferencia energética Ed entre las sefiales es
VJS—‘_ Poules—‘ E, —I [S dt = AT
‘i.'.-' "i.'.-'
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Deteccion de Senales Binarias con Ruido Gaussiano

sf) )  Sefiales bipolares son un ejemplo de
Average energy per bit: E,=AT conjunto de senales antipodales en banda
y base:

s,(t)=+A 0<t<T forbinary1
s,(t)=—A 0<t<T forbinary 0

0 | |
T 2T |37 4T ST ; L La propiedad de antipodalidad es satisfecha
ya que S;(t) =-S,(t)
-A (d El detector evalia una muestra formada a

partir de la diferencia de las salida de los dos
correlatores z(T) = z,(T)-z,(T)

Reference signal

si(n)=A O Para sefales antipodales a,=-a,, por tanto el
= -1 umbral éptimo es = [al(T)+a2%T)]/2 0
—>®—> [ T d La diferencia energética E, entre las sefiales
: es
N
5 . T
oy O wZo | =[s0)-s,0Fdt=(AFT
7 O Por tanto la probabilidad de error Py resulta:
_F®_> '[ z:(7) °
° ([E_ ). [ oaT) ([ DE )
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Deteccion de Senales Binarias con Ruido Gaussiano

L Es posible utilizar el concepto de funcion de base para definir las funciones de referencia de un
correlator

Para senales binarias unipolares y bipolares el espacio de senales completo puede ser descrito
mediante una Unica funcidn base

Conviene definir un espacio de funciones ortonormales (es decir, Kj=1), por lo que resulta v, (t): AT
Para sefiales binarias unipolares:
1
Sl(t):an‘//l(t): A\ﬁx(\fJ: A

52 (t)= 2.1 (\f J

s1<t>=aﬂm(t>=Aﬁ{\F]=A
s, (t)=a,,(t)=-AJT x[\f J

Q Cuando r(t)=s,(t)+n(t), la componente de sefial a,(T) de una muestra z(T) resulta ser:

a (1)) 1s 0} =€l riw =gl A+ "War=am e Lepey=ar

U Recuerde que, para sefiales ntlpodales la energia por bit es E,=AT, por tanto la salida del integrador
es una sefial de tension a (T /Eproporaonal a la energia de la senal

Ne farma anilnoa A (T\—

oo O

Q Para sefiales binarias bipolares:

A
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Deteccion de Senales Binarias con Ruido Gaussiano

w(t)= = Utilizando y;(t) como funcion de referencia
es posible utilizar un unico receptor tanto

T

r(t)=s,()+ n(ﬂ—ré()—»

H,

SEF LTS Y para sefiales bipolares como pare sefales
=(T) 5,

=R

unipolares.
_|+A4 0=¢=T forbmary]l , . .
5 (r]_{—fl 0=r=T forbinary 0 Bipolar signalling - LI B — [ — T T
A 0=t=<T for b 1 i i ; ¥ _
35(;}={0 0<ioT fgﬁ bﬂ:“-; 0 Unipolar signalling 10 Matched fter -
reception of unipolar
102 baseband signalling |
, v o , < E, 7
A paridad de relacion sefial-ruido (E,/N,) una Ji QU;J
e p . . .1e = 10° -
codificacion bipolar tiene una probabilidad 2+ -
de error de bit Pg inferior a la de una [N .
op . s . . 5 2E, _
codificacion unipolar. De forma equivalente, |2 Q[?
a.parldad det tasa de error, una codlflcguon L veoreaier l ———————— .
bipolar requiere 3 dB menos de potencia de reception of bipolar !
., o ., 101 baseband signalling : B
transmision respecto a una codificacion - : -
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