Tema 3. Analisis de Fourier de senales y sistemas de
tiempo continuo.
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Introduccién

Introduccidn

Tema anterior. Sistemas LTI

@ Tanto x(t) como x[n| se pueden expresar como combinacién lineal de
impulsos.

@ Por tanto, la salida de un sistema y(¢) o y[n] serd la combinacién lineal
(convolucién) de funciones de respuesta al impulso h[n] o h(t).

Objetivo

Expresar las sefiales de tiempo continuo z(¢) como combinacién lineal de otro tipo
de seiales basicas que permitan:

@ Calcular la salida de un sistema sin realizar la convolucién.
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Autovalores y autofunciones

Respuesta de sistemas LTI a exponenciales complejas:
Autovalores y autofunciones

Consideracion

Las exponenciales complejas son autofunciones de los sistemas LTI.

z(t) = e*t — y(t) = / h(7)e** " dr = H(sg) - et

— 0o

H(so) = / h(r)e=*°"dr — Autovalor

ot 5 Autofuncién

Conclusién

~
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RGBS [T ER R N Sl Desarrollo en serie de Fourier

Exponenciales complejas armdnicamente relacionadas

Proposicion

Una sehal periddica con periodo T se puede expresar como una combinacién de
exponenciales complejas arménicamente relacionadas = Desarrollo en serie de
Fourier.

Definicién

La familia de exponenciales complejas arménicamente relacionadas son:

Op(t) = ot k=0,+1,42,---




Desarrollo en serie de Fourier

Ecuacién de sintesis

Sea una sefial periddica x(t) con periodo fundamental Ty = se puede poner como
combinacién lineal de exponenciales complejas armdnicamente relacionadas:

oo
E apel®ot: g e C

k=—o0

9 ay: Coeficientes del desarrollo de Fourier

@ k =0 — Componente continua

@ k = +1 — Componente fundamental (Primer armdnico)
@ k= +£N — N-ésimo armédnico




RGBS [T ER R N Sl Desarrollo en serie de Fourier

Ejemplo de sintesis:

Sea una sefial periddica x(t), cuya pulsacién fundamental es wy = 27 rad/s,

expresada como:
3
x(t) = E apelk?rt
k=—3

donde:
1 1
ap =lia1 =a_1 = p2=02=5a=a03=3
Vamos a representar la sefial, para ello se reescribe la ecuacién y se aplica la
relacién de Euler:
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z1(t) = Leos(2mt)
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2T @ (t) + @1 (t)




Ejemplo de DSF

o(t) +z1(t) + o (t)

ol




Ejemplo de DSF

.T()(t) + l'l(t) + .Tz(t) + .Tg(t)

Lt
2
\/\/\1/\/\1 1[\11\ | |
VU LI ! ViV TtV Ty VOV
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Sefiales periddicas: series de Fourier G

Obtencién de los coeficientes del DSF

Obtencidn de los coeficientes
La sefal se expresa:
oo
t) = E ape’®ot: g e C
k=—o0
Los coeficientes de la combinacién lineal se obtienen mediante la ecuacién de
analisis:

a = — z(t) - e~ IRwot gy




Ejemplo de anadlisis: Tren de pulsos rectangulares

A
] i
—To —r/2 /2 Ty t
Los coeficientes del DSF seran:
2
e 1 ™/ Aokt gy — Asen(kzwor/2)
T() —7/2 k?T

AT | kwoT
ar = —-sinc
T T 2
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Tren de pulsos rectangulares. Fenémeno de Gibbs

Recuperacién de la sefial a partir del DSF:

N
= E ape’*ots g e C
k=—N

N=1




Tren de pulsos rectangulares. Fenémeno de Gibbs

Recuperacién de la sefial a partir del DSF:

N
= E ape’*ots g e C
k=—N

N=3
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Tren de pulsos rectangulares. Fenémeno de Gibbs

Recuperacién de la sefial a partir del DSF:

N
= E ape’*ots g e C
k=—N

N=5
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Tren de pulsos rectangulares. Fenémeno de Gibbs

Recuperacién de la sefial a partir del DSF:

N
= E ape’*ots g e C
k=—N

N =25
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Tren de pulsos rectangulares. Fenémeno de Gibbs

Recuperacién de la sefial a partir del DSF:

N
= E ape’*ots g e C
k=—N

N =100




Convergencia de las series de Fourier
Convergencia de las series de Fourier

Condiciones de Dirichlet

Condicién 1. Sobre cualquier periodo, x(t) debe ser integrable en valor absoluto:

/ le(6)]dt < oo
T

Ejemplo donde no se cumple:

1
x(t) = ? 0 <t < 1; Periddica con periodo T' =1




Convergencia de las series de Fourier
Convergencia de las series de Fourier

Condiciones de Dirichlet

Condicién 2. La variacién de z(t) en cualquier periodo estd acotada; esto es, hay
un ndmero finito de maximos y minimos en un periodo.

Ejemplo donde no se cumple:

2
x(t) = sen (%) ; 0 <t <1; Periddica con periodo T' =1
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Convergencia de las series de Fourier

Condiciones de Dirichlet

Condicién 3. En cualquier periodo sélo hay un nimero finito de discontinuidades
finitas.

Ejemplo que no cumple

Sefial periddica con T' = 8, compuesta por infinitas secciones donde cada una de
ellas tiene la mitad de anchura y de altura que la anterior




PROPIEDADES DE LA SERIE CONTINUA DE FOURIER

Propiedad

Seiial Periédica

Coeficientes de la serie

x(t)
y(t)

frecuencia fundamental @, = 27t/T

} Periddicas de periodo Ty

Ak
by

Obtencién de coeficientes

— Zak ejk(l)ni
K=—oo

a, = lJ.T x(t)e ket gt

T

x(t) Sefial par

7J.1/2 cos(kay,t)dt

x(t) Sefial impar

= —%I;/zx(t)sen(kmot)dt

Linealidad Ax(t)+By(t) Aa,+Bb,
Desplazamiento en el tiempo x(t—ty) a, e Ikento
Desplazamiento en frecuencia x(t) Mot ay
Conjugacién x"(t) a’y
Inversién de tiempo x(=t) a_y
Escalamiento en el tiempo (axt), o > 0 (Periédica de periodo T/cx) ay

Convolucién periddica

Cartagcna99
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PROPIEDADES DE LA SERIE CONTINUA DE FOURIER

Propiedad Senal Periodica Coeficientes de la serie
Diferenciacién dL(Q jkaya,
dt
Integracién Lﬂ x(t)dr (de valor finito y periédica 1
solosi a, =0) Mak
a,=a’,

Re[ak]:Re[a—k]
Im[ak]=71m[a7k]

Simetria conjugada para x(t) Sefial real
seflales reales. lai=la]

(P[ﬂk]: _(P[a—k]
Sefial real y par x(t) real y par ay real y par
Sefial real e impar X(t) real e impar 3y imaginaria e impar

Relacién de Parseval para sefiales periédicas

(t)]:%jT\x(tydt - i\ak\z
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Representacién espectral

Representacién espectral

El espectro de frecuencias de una sefial ondulatoria muestra cudl es la proporcién
de cada una de las frecuencias que la componen (sonora, luminosa,
electromagnética,...).




Representacién espectral de sefiales

Representacién espectral de senales

El valor de los coeficientes del DSF son la proporcién de cada uno de los arménicos
que forman la sefial. Se representa el valor de los coeficientes para cada frecuencia.

Ejemplo coseno
x(t) = Agcos(wot + ¢o)
x(t) = @e*j“‘)t e J%0 4 20 Ao 20 gjwot | ido
2

i Cudl es la representacion espectral?
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Representacién espectral de senales

Ag/2 ‘ Ao/2
—wo l wo w
Médulo
Po
—{o wo w
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Representacién espectral de sefiales

Ejemplo de representacion espectral

Representar el desarrollo en serie de la sefal:

x(t) = 1 + sen(wopt) + 2cos(wot) + cos(2wot + 7/4)

Identificando términos: si lo ponemos en funcién de exponenciales complejas

quedara:
z(t) =1+ 1—|—1 elwot 4 1—i e dwol 4.
2j 2j
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—2wy —wo wo 2w w
Amplitud
/4
arctg(0,5) |
U
—4wo —Wwo 0 2w w
rctg(0,5)
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Representacién espectral de sefiales

Ejemplo. Espectro tren de pulsos

A, k
Para representarlo tomamos Tp = 27: ap = Esmc (5)

Médulo del espectro:

Fase del espectro:
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