Tema 4. Analisis de Fourier de senales y sistemas de
tiempo discreto.
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Transformada de Fourier de sefiales de tiempo discreto [EENENEIELER: RIS

Andlisis de Fourier de senales no periddicas

Sefial aperiodica (no periédica)

Se puede considerar que una sefal aperiodica es una sefal periddica con periodo
infinito = el desarrollo en serie de Fourier de sefales periédicas puede
generalizarse al caso no periddico.

Periddica Aperiddica
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Andlisis de Fourier de senales no periddicas

Ejemplo del tren de pulsos rectangulares

sin(kQo(N1+3)) i .
— o, 0,N
Nak — sin(knTO) ;é )
2Ny + 1, k=0,N

N es el periodo y g = =% es la pulsacién fundamental.
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Andlisis de Fourier de senales no periddicas
Si representamos:
sin(kQo(N1+3)) -
2 o N
Naj, = sin(k42) 7 .
2N, + 1, k=0,N

para distintos valores de IV veremos el efecto producido al separar cada vez mas los
pulsos.

N =10, 2N; +1=5
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Andlisis de Fourier de senales no periddicas
Si representamos:
sin(kQo(N1+3)) -
2 o N
Naj, = sin(k42) 7 .
2N, + 1, k=0,N

para distintos valores de IV veremos el efecto producido al separar cada vez mas los
pulsos.

N =20, 2N +1=5
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Andlisis de Fourier de senales no periddicas
Si representamos:
sin(kQo(N1+3)) -
2 o N
Naj, = sin(k42) 7 .
2N, + 1, k=0,N

para distintos valores de IV veremos el efecto producido al separar cada vez mas los
pulsos.

N =40, 2N +1=5




Andlisis de Fourier de senales no periddicas

Conclusiones

@ La envolvente no depende del valor de V.
@ El aumento de N solo afecta al espaciado entre arménicos.
@ En el limite N — oo el espectro es la envolvente y la sefhal pierde la periodicidad.




i Ml Transformada de Fourier

Transformada de Fourier

Consideremos una sefial cualquiera periédica, &[n]:

o T T

—Ni' Ny

z

A partir de ella consideramos la versién aperiodica cuando N = oc:




Transformada de Fourier de sefiales de tiempo discreto [EENENEIELER: RIS

Definicidn de la transformada de Fourier

Sefial periddica

La sefial Z[n] se puede desarrollar en serie de Fourier:

§ akejkﬁgn

k=<N>
1 )
A —7kQon
ar = — E Z[nle™?
N
n=<N>

Sefal aperiddica

La sefial z[n] se puede expresar en términos de la transformada de Fourier:




., S
Relacién entre DSF y TF

#ln ‘ z[n]

‘ n

N N

-N
Consideracién
Teniendo en cuenta que z[n] = &[n] para |n| < N1 y que z[n] = 0 fuera de ese intervalo, tendremos:
i il
ok = i[n]efﬂkaon = Z m[n]eijknon =
N=—N; N=—N;
1 oo
— Z x[n]efjkﬂon
N n=-—oo
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., S
Relacién entre DSF y TF

| £l |.:[n]
] HH e I
—N

N TN N NN

n
Consideracién

Teniendo en cuenta que z[n] = Z[n] para |[n| < Ni y que z[n] = 0 fuera de ese intervalo, tendremos:
Ny 1 M

ar =~ Z i[n]e—]kngn - — Z x[n]e—jknon _

N=—N; N=—N;

1 = j
=% Z x[n]ef"knon

Teniendo en cuenta la transformada de z[n]:

oo

X@)= > aln]e "




Transformada de Fourier de sefiales de tiempo discreto [EENENEIELER: RIS

Relacién entre DSF y TF

#[n]

-N

N, T N

Consideracion

‘ ol
Teniendo en cuenta que z[n] = &[n] para |n| < N1 y que z[n] = 0 fuera de ese intervalo, tendremos:
Ny 1 Ny
Z j[n]efjkﬂon — Z w[n]efjkﬂon —

N=—N; Ry N=—N;

2|~

i [n]e—jkﬂon

N

los aj, de la versién periddica se pueden expresar:




., S
Relacién entre DSF y TF

Conclusién
@ La TF de la aperiodica es la envolvente del DSF de la periédica.
o El DSF de la periddica es el muestreo de la TF de la aperiddica.
L X (k)
ap = —
FEN 0
Na,k
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Transformada de Fourier de sefiales de tiempo discreto [EENENEIELER: RIS

Transformada de Fourier: definicidon

Ecuacién de andlisis: Transformada de Fourier

o0

X(Q) = Z x[n]e= I

n=—oo

Ecuacién de sintesis: Transformada inversa de Fourier

zln] = — [ X(Q)e/™MdQ

Condicion de existencia

La TF existe siempre y cuando la senal sea de energia finita:
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@ Transformada de Fourier de sefiales de tiempo discreto

@ Ejemplos de transformadas de Fourier
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Ejemplos de transformadas de Fourier

Ejemplol
Obtener la transformada de Fourier de la sefal:

z[n] =a"uln] ; |a| <1

Resultado

X(@) = 1 — ae—i9

| X ()] ?(2)

I | | .\ Q .
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@ Transformada de Fourier de sefiales de tiempo discreto

@ Tabla de Transformadas de Fourier
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RICUETIEER EU ST ERIL PR R DI ES Sl Tabla de Transformadas de Fourier

Tabla de Transformadas de Fourier

Sefial

Transformada

Sefial Periédica, con periodo N

x[n] = Z ape?ton

oo

Z ard(Q— k—

k=<N>
oln] = A X(@ =24 3 60— 2nh)
—
z[n] = Ad[n] XQ)=A

x[n] = Ad[n — no)

X(Q) = Ae~9%m0

3

x[n] = Z o(n —kN)

k=—o0

21— 27k
=% > 5(&277)

Lf—x

T[n] — AC.IXI(NL

=274 Z 5(Q — Qp — 2k)

Caragns F%me
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Tabla de Transformadas de Fourier
Tabla de Transformadas de Fourier

Sefial Transformada
Pulso rectangular de anchura 2Ny + 1 _ Asin (Q (Nl + é))
X(Q) = —q
A, ol <N sin (3)
z[n) =
0, |n|>N;
sin(§2 Q. Q 1, 19 <Q,
ofn] = sin(Qen) _ Qe (Lﬂ) 0<Q<m X(Q) = 9] < Qe
™ ™ ™ 0, Q<9 <m
1
x[n] = uln] X == =a+ Z 78(Q — 27k)
k=—c0
wlnl = an 1 X(Q) = —1
z[n] = auln), |a| < ) =1—ra
z[n] = (n+1)a™uln], |a| <1 X(Q) = ! 3
(1 —ae7?)
(n+7r—11 I C

Cartagenag OIS PR ATEARS SN HA%S
BV RS AeRRrsaale R BdNIRATR CREa ARG




Transformada de Fourier de sefiales de tiempo discreto Propiedades
e

@ Transformada de Fourier de sefiales de tiempo discreto
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Transformada de Fourier de sefiales de tiempo discreto Propiedades

Propiedades de la transformada de Fourier

Propiedad Sefial Transformada
X(Q), Y(Q
x[n], y[n] @. Y@
Periédicas con periodo 27
=
Definicién 2] = & [, X (Q) /2mdq X(Q) = Y alnein
n=—oo
Sefial periédica _ k% = 2n
zn]= Y ape’t¥ X(Q) =21 Y ad(Q-k%)

periodo N s> koo
Sefial periédica z[n] = z[n + N] ar = X (k%) = £ X (kQo)
Linealidad axln) + by[n] aX(Q)+bY(Q)
Desplazamiento )

x[n — ng) X(Q)e—im0
en el tiempo
Modulacién x[n]esShon X (92— )
Conjugacién r*[n] X*(-Q)
Inversién temporal z[—n] X(-Q)

., z[n/N] n=N
Expansién temporal | ax [n] = i X(NQ)
0 n#N
s

| .
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Propiedades de la transformada de Fourier

Propiedad

Sefial

Transformada

z[n], y[n]

X(9), Y(9)

Periédicas con periodo 27

Acumulacién

@

> wlm]

m=—oc

~
S L aX(0) Y 6(Q - 2nk)
k=—o0

Diferenciacion

en frecuencia

nx(n)

L dX(2)
J—aa

Simetria

sefales reales

X(Q) = X*(Q)

Re{X (Q)} = Re {X (—Q)}

Im{X (Q)} = —Im{X (—Q)}
[X (@) = 1X (=)

px@) () = —pxa) (Q)

Simetria sefiales

reales pares

x[n] real y par

X(Q) real y par

Simetria sefiales

reales impares

x[n] real y impar

’ | .
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Transformada de Fourier de sefiales de tiempo discreto Propiedades

Algunas propiedades interesantes

Relacién tiempo-frecuencia

[ I Ty X(@)
4 5 T T T T

M=5

;0]

figm,. X

- A -
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Algunas propiedades interesantes

Expansién en el tiempo

.. . [x[n/k tiplo de k
- Expansion en tiempo : yln]=x, [n] =1 ek} o de <y
10, resta de

-Ejemplo :

n X ()

X(z)[n]

¥(Q)= X (k2)

X(@)

t (VAW
[L]1] et
2 0 2 R R

X(6)




Algunas propiedades interesantes

Convolucién
- Convolucién : plnl=x[n]=v[n] <  PQ)=x(Q) r(Q)

-E. 1 . x|n|= l ”un R | = l”ulr
jemplo )= | ul] b (%] o

! o
J\[n]:{;) u[n] — x ()= o
2
y[n]= {é]” u[n] i ¥ (0)= . _le
3
TF 1

pln]= x[n]* »[n] «—  PQ)=Xx(Q)rY(Q)=

C A E DNV W ENS AP 630 1%
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Transformada de Fourier de sefiales de tiempo discreto Propiedades

Algunas propiedades interesantes

Modulacién

- Modulacién :  plr]l=xln] 3[n] <=

«s  POQ)=

L x@ev@)- - [x(e)¥©@-p)dp
2w 2 e

-Ejemplo : Obtener la TF del producto de x[n] e y[n], (X(Q2): TF de x[n]).

ynl=(=1) =™ s y(@)= 2271'-()‘(52—7{—2/(/7)

Z(Q)f;X(Q)@Y(Q):iJ‘X(q/))rZin)‘(erpfiz}d(p:X(Q*ﬂ)-jd(ﬂ*@*ﬁ)d(p X(Q-r)

27
X(Q)




Transformada de Fourier de sefiales de tiempo discreto Propiedades

Algunas propiedades interesantes

Teorema de Parseval
Son aquellas en las cuales la energia es finita. Cumplen por tanto:

oo

E;= ) |zl <oo

n=—oo
En ese caso también se puede calcular la energia a partir de la transformada de Fourier:

1
E, = IX( )[2dQ
o

Por esta razdn, el mdédulo del espectro estd relacionado con la distribucién de la
energia en la frecuencia.
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@ Transformada de Fourier de sefiales periddicas
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Transformada de Fourier de sefales periddicas

Hasta ahora

@ Sefales periédicas — DSF
o Sefiales aperiédicas — TF

Se puede calcular la TF de una sefal periédica??

Sea la siguiente sefal:

fln] = &% & F(Q) = 27 i 5(Q — Qo — 27r)

T=—00

Si ahora consideramos la sefial:




RICUETIECERC PN ST R PR SR DI IES M  Transformada de Fourier de sefiales periédicas

Transformada de Fourier de sefales periddicas

Proposicion:
La transformada de Fourier de una senal peridédica consiste en un tren de impulsos
(deltas) equiespaciados en frecuencia y con periodo 27.

ot

Expresion de la transformada

x[n] = Z ape?®hn o X(Q) = Z i 2maRd(Q — kQo — 27r)

k=<N>
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Transformada de Fourier de sefales periddicas. Ejemplo

Obtener la transformada de Fourier la sefal:
. (27 .
x[n] = sin (—n) = sin (Qon)
N
Los coeficientes valen:

ag =0, a1=2—j, az = 0, ---,CLN—1=G—1=2—].

La Transformada de Fourier:
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Transformada de Fourier de sefales periddicas. Ejemplo

| X ()]
™ s
—t————+——0
-7 —QO QO T

Figura: Médulo

1
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Respuesta en frecuencia de sistemas LTI

Respuesta en frecuencia de sistemas LTI

Dominio del tiempo

Sea un sistema LTI, la salida y[n] es:

afir}——| >0 T ——yln) = ] bl

Dominio de la frecuencia

Si obtenemos las transformadas de Fourier de z[n], y[n], h[n] y aplicamos la propiedad de
la convolucién de la transformada de Fourier:




Respuesta en frecuencia

Despejando H (2):

Y(©) 611 (2)
= S X(Q H(Q) = = |H(Q)| - &%
V(@)= H@) X@),  H@) = a5 = HQ) e

9 H(Q) es la respuesta en frecuencia del sistema.

9 |H(R2)| es el médulo de la respuesta en frecuencia o respuesta en amplitud.

@ La fase, ¢ (£2), se conoce como respuesta en fase.




Respuesta en frecuencia

Despejando H (2):
Y(Q)=H(Q) - X(Q), HQ) = 222 — |H(Q)] - /5@

9 H(Q) es la respuesta en frecuencia del sistema.
9 |H(R2)| es el médulo de la respuesta en frecuencia o respuesta en amplitud.

@ La fase, ¢ (£2), se conoce como respuesta en fase.

Efecto de la respuesta en amplitud:
Tiene un efecto de filtrado:

9 si |[H(€2)| es nulo o casi nulo en unas determinadas frecuencias, esas se atenuardn

en la salida A DA - R H- A
AMAD "{v‘ A A T APP. 089 4%
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Respuesta en frecuencia

Ejemplo de la respuesta en fase:

Supongamos que |H(2)] =1y la fase es lineal (¢ (2) = —Qnyp):
H(Q) = [H(Q)| - /5D = 730 = Y(Q) = eI X (Q)

En el dominio del tiempo:
yl[n] = z[n — no]

Conclusién: en el dominio del tiempo se produce un desplazamiento sin distorsién
de la sefial




Sistemas definidos por ecuaciones en diferencias

M

Zaky[n—k] :Zbkx[n—k]
k=0 k=0

Consideramos sistemas LTI causales (reposo inicial):

Sistemas IR (Infinite Impulse Response)

Se evalian de forma recursiva:

N M
—Zaky[n—k]+Zbkx[n—k]
k=1 k=0

donde se ha considerado ag = 1. Generalmente se implementan de un modo muy
eficiente.

La respuesta en frecuencia es:




Respuesta en frecuencia de sistemas LTI

Sistemas definidos por ecuaciones en diferencias

M

N
Zaky[n—k] :Zbkx[n—k]
k=0 k=0
Consideramos sistemas LTI causales (reposo inicial):

Sistemas FIR (Finite Impulse Response)

son un caso particular con todos los ar = 0 (excepto el ag = 1), se pierde la recursién,

n]:Zbkx[n—k]

Son interesantes porque pueden tener fase lineal. La respuesta en frecuencia es:
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© Respuesta en frecuencia de sistemas LTI
@ Autofunciones de un sistema LTI




Respuesta de un sistema LTI a una exponencial compleja

Autofuncién

Sistema LTI
h[n]

z[n] = eI — ———y[n] = z[n] * h[n)

Las exponenciales complejas son autofunciones de los sistemas LTI:

oo
z[n] = 2" 5 yln] = Z Rim]eI =) = F(Q) - %0

m=—o0

oo

H(Q) = Z h[n]e=7%™ — Autovalor (Respuesta en frecuencia)

n=-—oo

e7m 5 Autofuncién




Respuesta en frecuencia de sistemas LTI Autofunciones de un sistema LTI

Respuesta de un sistema LTI a una senal sinusoidal

Problema:
Si se introduce a la entrada una sefial sinusoidal:

z[n] = A - cos(Qon + 0)

Se puede poner en forma exponencial mediante la relacién de Euler:

2[n] = A % (ej($20n+9) + e—j($207z+9)) _ g Cedf . gim | g IO . p=i%m

Cartagenad) | o inePRAATEARSERNS HORE




Respuesta en frecuencia de sistemas LTI Autofunciones de un sistema LTI

Respuesta de un sistema LTI a una senal sinusoidal

Aplicando la propiedad de linealidad y de autofuncién:
A : A ) .
y[n] = H(Q) - 7 el eIom 4 H(—Qp) - R e 90 . gmiSton

yin] = [H ()| - €920 . g L0 BN | (= Q)| - F-0) . g T

Consideracién

Si h[n] es real se cumplen las siguientes propiedades de la transformada:

[H (Q0)| = [H(—$0)|
B(Q0) = —d(—Q)

H*(Qo) = H(*Q()) = {

A -

Cartagena9. oy ine ARATEARSSRNERIRE




Respuesta en frecuencia de sistemas LTI Autofunciones de un sistema LTI

Respuesta de un sistema LTI a una senal sinusoidal

Usando esta propiedad:

. A . . . A . .
yn] = [H(Qp)| - e?¢(%) . 5 10 I | H ()| - e 7790 5 e 40 . ¢=iQm
Finalmente:
Ay )
— - 7 (Qon+0+¢(Q0)) —3(Qon+0+¢(Q0))
yln] = [H ()| (e +e )

yln] = A-|H(Qo)| - cos(Qon + 0 + ¢(Qo))

Conclusién

@ El coseno es atenuado o amplificado por el médulo de la respuesta en frecuencia y se
desfasa con la fase de la respuesta en frecuencia.
@ En ambos casos la respuesta en frecuencia se evaliia en la frecuencia del coseno.
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