
INSTRUMENTOS MATEMÁTICOS PARA LA EMPRESA

EJERCICIOS � LÍMITES

1. Sobre la de�niión de límite.

Los ejeriios de este apartado tienen por �nalidad revisar la de�niión (asi)

formal de límite que vimos en lase, así omo su onexión on la idea intuitiva de

límite. En ellos f(x) es una funión uyo dominio es R (por simpliidad) y x0 es un

punto �jado.

Ejeriio 1. La idea intuitiva de lo que signi�a ĺımx→x0
f(x) = L es que uando

x se aproxima a x0, la funión f(x) se aproxima a L. Explia, en estos mismos

términos intuitivos, lo que signi�a que el límite de f(x) en x0 no sea L.

Ejeriio 2. Supongamos que queremos alular el límite de f(x) en el punto

x0 = 0 y observamos que podemos enontrar valores de x arbitrariamente próximos

a x0 = 0 para los que suede que f(x) = 1. ¾Podemos onluir que el límite de f
en x0 es 1?

Ejeriio 3. Considera la funión

f(x) =

{

0 si x es raional

1 si x es irraional

Así, por ejemplo, f(2) = 0 y también f(−2/3) = 0 porque tanto 2 omo −2/3 son

raionales, pero f(
√
2) = 1 o también f(π) = 1 ya que

√
2 y π son irraionales.

La pregunta que hay que responder es esta: ¾uál es el límite de esta funión en

x0 = 0, si es que existe? (No se puede haer un dibujo útil de esta funión, así que

tendrás que usar tu imaginaión.)

Reuerda que para entender grá�amente la de�niión formal de límite usábamos

un ódigo de olores: las bandas horizontales eran rojas y los intervalos en torno

al punto x0 eran azules. Seguiremos re�riéndonos a ellos omo �bandas rojas� e

�intervalos azules�.

Ejeriio 4. Supón que para una banda roja de anhura ǫ = 1 enuentras

un intervalo azul que satisfae los requerimientos de la de�niión de límite.

Ahora tomas una banda de anhura ǫ = 2. ¾Podría ser que para ella no

pudieses enontrar un intervalo azul adeuado?

¾Siempre suede que al estrehar la banda roja neesitas estrehar también

el intervalo azul? ¾Podrías poner un ejemplo en el que eso no ourra?

Ejeriio 5. Consider la funión de�nida a trozos

f(x) =

{

2x si x ≥ 0
0 si x ≤ 0

Convénete, utilizando la de�niión formal de límite, de que ĺımx→0 f(x) = 0.
Para una banda roja de anhura ǫ = 1, ¾qué longitud máxima puede tener el in-

tervalo azul orrespondiente para satisfaer la ondiión requerida por la de�niión

de límite? ¾Y para una banda roja de anhura ǫ > 0 arbitraria? Repite ahora para

el punto x0 = 1 (ten en uenta que ahora el límite de la funión en el punto será

otro, no ya 0).

Ejeriio 6. Repite lo mismo que has heho en el ejeriio anterior, también para

los puntos x0 = 0 y x0 = 1, on la funión f(x) = x2
.
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2. Cálulo de límites.

Reordatorio de la teoría. Reuerda que en lase hemos visto algunas ténias

generales para eliminar indeterminaiones:

0/0 en una funión f raional: fatorizar numerador y denominador y anelar

fatores omunes;

0/0 en una funión que involure raíes: utilizar la ténia del onjugado;

∞/∞: omparar los tamaños de los in�nitos más grandes en el numerador y

el denominador;

1∞: utilizar la fórmula

ĺım
x→x0

fg = eL, donde L = ĺım
x→x0

g · (f − 1).

También dediamos algunos minutos a disutir qué queremos deir uando es-

ribimos expresiones omo

0/0, 0 · ∞, 1∞,

∞/∞ y otras semejantes, que no tienen

sentido matemátio. En este sentido va el próximo ejeriio:

Ejeriio 7. De las siguientes, señala uáles son indeterminaiones y uáles no, y

razona en ada aso por qué:

1∞ , 2∞ , (1/2)∞ , 0∞.

Ejeriio 8. Calula los siguientes límites (en algunos asos puede ser neesario

alular límites laterales). No utilies la regla de l'H�pital en ninguno.

Nota. Si reuerdas bien ómo se alulan límites probablemente no hae falta que

hagas el ejeriio entero, pero sí deberías haer los apartados 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 11, 12,

15, 19, 20, 21, 23 y 31, 32, 33 y 34.

1) ĺım
x→3

√

x2 − 9

2) ĺım
x→2

x+ 1

(x− 2)2

3) ĺım
x→3

1

x2 − 9

4) ĺım
x→1

x2 + x− 2

x2 − 2x+ 1

5) ĺım
x→∞

2x2 − 3x+ 1

−x2 + 2x+ 1

6) ĺım
x→1

x2 + 4x− 5

x3 − 3x2 + 3x− 1

7) ĺım
x→∞

2x+ 5

x2 − 7x+ 3

8) ĺım
x→0

√
x+ 4− 2

x

9) ĺım
x→+∞

3x+ 2
√
x2 − 1

10) ĺım
x→2

(

1

x− 2
−

4

x2 − 4

)

11) ĺım
x→2

√
x+ 2−

√
2x

x2 − 2x

12) ĺım
x→+∞

(
√

x2 + 2x− x)

13) ĺım
x→2

√
x2 + 5− 3

x2 − 2x

14) ĺım
x→+∞

1−
√
x

1 +
√
x

15) ĺım
x→2

√
6− x− 2

√
3− x− 1
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16) ĺım
x→+∞

(

x2

x− 1
−

x2 + 1

x− 2

)

17) ĺım
x→+∞

(

√

x2 + 3x−
√

x2 + x
)

18) ĺım
x→−∞

6x+ 1
3
√
8x3 − 2x2 + 1

19) ĺım
x→+∞

√
4x4 + x2 + 1

x2 + 1

20) ĺım
x→+∞

(

x+ 3

x+ 2

)x−1

21) ĺım
x→−∞

(

2x− 3

x+ 1

)x

22) ĺım
x→−∞

x2 + 3x− 1
√
x6 − 2x

23) ĺım
x→−∞

(

2x− 1

3x+ 2

)x2

24) ĺım
x→+∞

(

2x− 2

3 + 2x

)x+1

25) ĺım
x→+∞

(

√

4x2 − 1− 2x
)

26) ĺım
x→−∞

√
x2 + 1

x+ 1

27) ĺım
x→+∞

√
x2 + 1− 1

√
x2 + 2− 4

28) ĺım
x→−2

x+ 2
√
3 + x− 1

29) ĺım
x→2

(

x− 2

x2 − 4
−

x2 − 4

x− 2

)

30) ĺım
x→+∞

√
2x+ 1−

√
2x− 1

√
x+ 1−

√
x− 1

31) ĺım
x→2+

(

x+ 1

x− 1

)
1

2−x

32) ĺım
x→+∞

(

1−
1

x2

)x

33) ĺım
x→+∞

(

2x− 1

2x+ 4

)
x
2

x+1

34) ĺım
x→0

(

√

x2 + 1
)

x
2+1

x

Ejeriio 9. Calula los siguientes límites utilizando la regla de l'H�pital. Los

apartados 1) y 2) también se pueden alular de forma elemental; hazlos de ambas

maneras y ompara los resultados.

1) ĺım
x→−1

x3 + 2x2 + 3x+ 2

2x3 + x2 − 3x− 2

2) ĺım
x→3

√
x2 − 5− 2

x− 3

3) ĺım
x→0

(

1

ln(1 + x)
−

1

x

)

4) ĺım
x→±∞

(x2 − 3x+ 1)e2x+1

5) ĺım
x→0

ex − e−x

1− ex

6) ĺım
x→+∞

x

2x+ lnx

7) ĺım
x→0+

(x3 − x) · lnx

8) ĺım
x→+∞

e−x · lnx
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Ejeriio 10. Haz un dibujo esquemátio de ada una de las siguientes funiones

en las proximidades de aquellos puntos x0 que no perteneen a su dominio. Para

ello neesitarás alular los límites laterales de f a la izquierda y a la dereha de

x0.

1) f(x) =
x+ 2

x2 − 2x+ 1

2) f(x) =
x2 − 2

x2 + 2x+ 4

3) f(x) =
1

x2 − 1

4) f(x) =
x2 − 3x+ 2

x3 − x2 + x− 1

5) f(x) =
x

x2 + 2x+ 1

6) f(x) =
x+ 2

x3 + x2 − 2x
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