Derivacion de instrucciones simples

{A=m=MAn=NAXY=u+mn}
Instrucciones a derivar
{B=m=Mdiv2An=2NAXY =u+mn}

(mn) = (mdiv2,2xn)
iA=pmd({m,n) = (mdiv2,2x*n), B)?
Bt div 2241 o 1y div 2 = M div 2 A2n = 2N A XY = u + (m div 2)2n

m div 2,2xn

m es par mn = (m div 2)2n 'y A A\ par(m) = By, ,
m no es par mn = (mdiv 2)2n +n, luego XY =u+n+ (mdiv2)2ny

AN —par(m) = B%,‘}lb‘[ 2, 2%t

{A=m=MAn=NAXY=u+mn}
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Esquema de derivacion de bucles

{Pre. A} ® Disenar I y b a partir de B tal que
Py ; {inicializacién } I N =b=B.
{ Inv. I, Cota C } @® Diseiiar Py tal que { A} Py {1 }.
mientras b hacer o
(IAD) ©® Disenar C talque I A b= C > 0.
Py; {restablecer} © Disefiar P, y construir R = pmd(P», I).
iR} @ Diseiiar P; comparando I A b con R
P, {avanzar}
(1} ytalque {I Ab} Py {R}.
fmientras ® Comprobar
{POSt.B} {INbANC=z}Py; P{C<z}.
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Division entera

{A=m>0An>0}
fun div-ent(m,n : ent) dev (q,r: ent)
{B=m=nxqg+r NO<r ANr<n}

Postcondicién conjuntiva Ry A Ry: una parte como invariante y la otra como
negacion de la condicién del bucle.

b=m=nxgq+r I=0<r Ar<n
-b=0<r [=m=n*xgq+r Nr<n
—b=r<mn I=m=nxqg+r N0<r
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Division entera

Inicializacién  j{ A } (g,7) == (0O,m) {1 }?
(m:n*q+r/\0§r)2j;” & m=nx0+m AN 0<m
<= m>0An>0

Funciéon de cota C=r >0

Avanzar r :=r—1
iPodemos avanzar mas rapido? r>n —r :=r—n

R=I" em=n*xq+(r—n) N 0< (r—n)
sm=nx(q—1)+rN0< (r—n) N
Restablecer ;{I Ab}g:=qg+1{R}?

RZH(:)m:n*(q—l—l)—l—(r—n) ANOZ<(r—m)<IAD

Terminacién ({IANb ANr=z}qg:=q+1;, ri=r—n{r<z}?
(r<2) ™ or—necsl I AbAr=2
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Division entera

{m>0 A n>0}

(q,r) == (0,m);
{m=nxg4+rAr>0An>0}
mientras r > n hacer

qg:=4qg+1;
ri=r—mn
fmientras

{m=nxqg+r NO<r A r<n}

Coste: ©@(m div n)

Cartagcna99

Yolanda Ortega Mailén {11TM]
Si la informacion contenida en e

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

documento es ilicita o lesiona

FAL 19-20
de un tercero haganoslo saber y sera retirada.




Raiz cuadrada entera

{A=n>0}
fun raiz-ent(n : ent) dev r: ent
{B=r>0Ar*»<n<(r+1)*}

Invariante ¥ >0 A 2 <mn
Condicién bucle n > (r 4 1)?

Funcién de cota C = n — 72 >0

{n>0)
fun raiz-ent(n: ent) dev (7: ent)
r .= 0;
{r>0Ar»<n}
mientras n > (r +1)? hacer
ri=r+1
fmientras
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{A=m>0An>0}
fun potencia(m,n : ent) dev r: ent

{B=r=m"}

No hay conjunciones. Sustituir constantes (pardmetros de entrada) por nuevas
variables:

e r=m* ANx=n
° r:yn N Yy=m
er=y" ANy=m A x=n

=n
= m*

=X = r
CLASES PARTICULARES, UTeogl STE%NICAS ONLINE
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Inicializacién (x,r) := (0,1)

(r = mx)%} & 1=m' & cierto

Funcion de cota n — x. Anadimos al invariante 0 < x < n:

INb=n—x>0

Avanzar x := x+1

REI§+1<:>r:mx+1 A O§x+1§n<?:1 A D

Restablecer r :=

mxr

Terminacién {I Ab An—x=z}lr:=mxr; x :=x+1{n—x<z}
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Potencia

{m>0An>0}
fun potencia(m,n
var X : ent

: ent) dev r: ent

(x,7) := (0,1);
{I=0<x<nAr=m*}
mientras (x # n) hacer

ri=rxm;
x =x+1
fmientras
ffun

{r=m"}
Coste: O(n)

Ejercicio
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Yolanda Ortega Mailén {11TM]
Si la informacion contenida en e

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

documento es ilicita o lesiona

FAL 19-20
de un tercero haganoslo saber y sera retirada.




Suma de elementos buenos

N> 1}
fun suma-buenos(X|0..N) de ent) dev s : ent
{s=(Xi:0<i<N A bueno(i,X) : X|[i])}

bueno(i, X) = (X[i] = 2)

No utilizar ninguna operacién que calcule potencias.

I=s=()i:0<i<mn A bueno(i,X): X[i]) ANO<n <N

b=n#N

Inicializacién (n,s) := (0,0)

Fiinciédn de cota N —u
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Suma de elementos buenos

[l = (Li:0<i<n+1 A bueno(i,X) : X[i]) ANO<n+1<N

EZIAD

La dltima parte:

0<n<NAn#N=0<n+1<N.

Para hacer cierta la primera igualdad:
s=(Yi:0<i<n+1 A bueno(i,X) : X|[i])

s=(YXi:0<i<n A bueno(i,X) : X[i ])_|_{ X[n]  sibueno(n, X)

0 si =bueno(n, X)
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Suma de elementos buenos

(n,s) := (0,0);
{I=s=(i:0<i<n A bueno(i,X) : X[i]) A 0 <n <N}
mientras n # N hacer

{INn # N}

si bueno(n, X) entonces s := s+ X|[n| fsi ;

{1}
n:=n-+1
fmientras

i Cémo comprobar eficientemente bueno(n, X)?
Introducir en el invariante una nueva variable p = 2":

bueno(n, X) < X[n| =p

Inicializacidn de |Ia nueva variahler n -— 1
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Suma de elementos buenos

(n,s,p) = (0,0,1);

{INp=2"}

mientras n #= N hacer
{INp=2"An# N}
si X[n] = p entonces s := s+ X|n| fsi ;
{Iittnp=2"}
restableeer p??
{p};—i—l Ap = 2n+1}

n:=n-+1
fmientras
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Suma de elementos buenos

(N> 1)
fun suma-buenos(X|[0..N) de ent) dev s : ent
var p,n: ent
(n,s,p) := (0,0,1);
{IAp=2"}
mientras n # N hacer
si X[n| =p entonces s := s+ X|[n| fsi ;

p = 2%p;
n:=n-+1
fmientras

ffun
{s=(Li:0<i<N A bueno(i,X) : X[i])}

Coste: O(N)

Sustituir N por n permite realizar un recorrido del vector de izquierda a derecha.
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Segmento de suma maxima

Dado un vector no vacio de enteros, calcular la suma del segmento no vacio de
suma maxima.
Un par p, g representa el segmento [p,q).

N =1}
fun seg-suma-max(X|[0..N) de ent) dev r: ent
Ur=(méx p,g:0<p<g<N:5(pq));

S(p.q) = (XLi:p <i<q:X[).

[=1<n<NAr=mixp,g:0<p<qg<n:8(p,q))

/_NT
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Segmento de suma maxima

Inicializacién (n,r) := (1,X][0])
Funcion de cota N —n

Avanzar n :=n+1

1<n<NAn#N = 1<n+1<N.

(méx p,q:0<p<qg<n+1:5(p,q))
= (maxpg:0<p<qg<n:S(pq))
max
(méx p:0<p<n+1:S(p,n+1))
= rmax(max p:0<p<n+1:S(p,n+1)).

Anadimos al invariante esta expresién, pero con n en vez de n + 1 pues

"CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
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Segmento de suma maxima

var r,n,s : ent
(n,r,8) := (1,X][0],X[0]) ;
mientras n #= N hacer
{INSAn# N}
restablecer s??
{IAnsi}
r := r max s;
{IZJrl /\SZ—l_l}
n:=n+1
{INS}

fmientras

Desarrollando la expresién del maximo en S+l

(méx p:0<p<n+1:S(p,n+1))
= (max p:0<p<n:S(pn+1)) mix S(n,n+1)

L O /L AV . xz[ TN\ xz[ 1
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Segmento de suma maxima

(N> 1)
fun seg-suma-max(X|[0..N) de ent) dev r: ent
var r,1,s : ent
(n,r,s) := (1,X][0],X[0]) ;
{INS}
mientras n # N hacer

s := (s+ X[n]) méax X[n]|;
r := r max s;
n:=n+1

fmientras

ffun
{r=(max p,q:0<p<g<N:S8(p,q))}

Coste: O(N).
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Segmento de suma maxima (2)

Devolver el segmento correspondiente (ademas de la suma).

(N> 1}
fun seg-suma-max(X|[0..N) de ent) dev (r: ent,a,b:0..N)
{r=(méx p,g:0<p<g<N:S(pq) N0<a<b<NAr=S8(ab)}

Enriquecemos el invariante:
[=1<n<NAr=maxpq:0<p<g<n:5(p,q))
NO<a<b<nAr=S8(ab)

Afriadimos la inicializacién: (a,b) := (0,1).

i Codmo afecta la actualizacién der aay b?

Variable c: misma informacién con respecto a s que a,b con respecto a 7.

Anadimos al invariante
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Segmento de suma maxima (2)

i Cémo restablecer a y b?

mientras n # N hacer
{INSARANn#N}
s := (s+ X[n]) max X[n]|;
restablecer ¢??
{I NS AR
si ¥ < s entonces (r,a,b) := (s,c,n+1) fsi;

n:=n-+1
fmientras
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Segmento de suma maxima (2)

(N >1)
fun seg-suma-max(X|[0..N) de ent) dev (r: ent,a,b: nat)
var n,s,c: ent
(n,r,a,b,s,¢) := (1,X][0],0,1,X][0],0) ;
mientras n # N hacer
{INSARANn#N}
si s > 0 entonces s := s+ X|n]
sino (s,c) := (X|n|,n)
fsi ;
{IASHT AR
si 7 < s entonces (7,a,b) := (s,c,n+1) fsi;
n:=mn+1
fmientras
{r=(méx p,g:0<p<g<N:S(pq))N0<a<b<NAr=S5(,b)}

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

Cartagenagq =~ =" 2

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

Yolanda Ortega Mailén {11TM] FAL 19-20

Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona

de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



Problemas de busqueda

Raiz cuadrada entera de n: “buscar el mayor natural i tal que 2 < n”

r=(méaxi:0<i A > <mn:i
O también:
L 4ot . . 2 L
r=(mini:0<i A (i+1)°>n:i)
es decir, buscamos el menor natural i tal que (i 4 1)% > n.

e Busqueda lineal
e Busqueda lineal acotada

e Budsqueda binaria
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Busqueda lineal (de menor a mayor)

Encontrar el primer elemento que cumpla una propiedad P(i) a partir de una
cota inferior c;;r, y sabemos que existe.

{ (Fii>cpp: P>A)) }
fun bisqueda-lineal(...) dev x: ent
{x= (mini:i>cyr A P(i):i) }

Otra forma de expresar la postcondiciéon es

chinf A P(x) A\ (ViZCZ’nf §i<x:ﬂP(i))

Invariante I =x > cje A (Vi:cpyr <0< x:-P(i))
Condicién del bucle =b = P(x)

Inicializacion x := cjyy
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Busqueda lineal (de menor a mayor)

(G0 > e P() )
fun bisqueda-lineal(...) dev x: ent
X = Cinf;
mientras —P(x) hacer
x = x+1
fmientras

ffun
{x= (mini:iZcmf A P(i):i) }

Terminacion
I= (Vi:i>cpe A P(i):i2>x)

Por la precondicién, existe un M tal que M > ¢;,r A P(M).

[I=M>xM—x>0

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

Cartagenagq =~ =" 2

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

EA) 19-20

Yolanda Ortega Mailén {11TM]

Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona de un tercero haganoslo saber y sera retirada.




Busqueda lineal acotada

Dado un vector de booleanos B[0..N), con N > 0, devolver en x el menor valor
i, con 0 < i < N, tal que Bli] sea cierto (EXITO).
Si no existe, x debe valer N (FALLO).

(N>0}
fun bisqueda-lineal-acotada(B[0..N) de bool) dev x : ent
{(x=NA (Vi:0<i<N:-B[]))Vex=(mini:0<i<N A Bfj]:i) }

Reescribir la postcondicién como
0<x<NA (Vi:0<i<x:-Bli]) AN P(x)

P(x) = (0 <x < NAB[x]) V (x =N)

N es el centinela; B[N| no puede ser accedido
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Busqueda lineal acotada

Invariante I=0<x <N A (Vj:0<j<x:-B[]).
Condicién del bucle =P(x) < x # N Ac =B|x].
Inicializacién x := 0

Funcién de cota N —x

Avanzar x := x+1

Il o 0<x4+1<NA(V:0<j<x+1:-B[j])
&= IA(x#NA-B[x])

{N=0}
x :=0;
{I=0<x<NA (Vj:0<j<x:-B[])}
mientras (x # N A. —B[x|) hacer
x = x+1
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Busqueda lineal acotada: otra posibilidad

Invariante I=0<x<y<N A (Vj:0<j<x:-BJj]) N P(y)
Condicién del bucle x # y

Inicializacién (x,y) := (0,N)

Funcion de cota y — x

Avanzar x := x+1
& 0<x+1<y<NA(Vj:0<j<x+1:-B[j])AP(y)
& 0<x+1<y<NA(Vj:0<j<x:=B[j])A-Blx]AP(y)
& INx #y
Solo si —B|x]

Restablecer si —B[x| entonces x := x+ 1 si no y := x fsi
{N=>0}

(x,y) = (O,N);

{I=0<x<y<NA (Vj:0<j<x:-B[j]) AN P(y)}

- S I /)\ﬁ _L Al\ | PR
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Ejemplo

En un vector de enteros un indice es gordote si el valor del vector en dicha
posicidn es igual a la suma de los valores de todas las posiciones que le siguen.
Determinar el mayor indice gordote de un vector de enteros V[1..N], con

N > 0. En caso de no existir ningin indice gordote el resultado debe ser 0.

{N=>0}

fun gordote(V[1..N] de ent) dev x : nat
{(x=0 A (Vi:1<i<N:—gordote(V,i)))
Vex = (méxi: 1 <i <N A gordote(V,i) : i)}

gordote(V,j) = (V[j] = (Xk:j+1 <k <N:V[k]))

Simétrico al esquema de busqueda lineal acotada:
P(x) = (x=0) V(0 <x <N A, gordote(V,x))

(x,y) := (N,0);
{I=(j:x+1<j<N:—gordote(V,j)) N P(y) AN 0 <y <x <N}

mientras (v £ 17) hacer
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i Comprobacién eficiente de gordote(V, x)?

Introducir una variable S =s = (Y k:x+1 <k <N : VI[k]).
Comprobar Vx| =

Inicializacion s := 0

Restablecer IANSA (x #Zy) A (V]x] #5s) = ((IA S)§—1)§+VM

{N=0}
fun gordote(V|[1..N] de ent) dev x : nat
var y,s : ent
(x,y,s) := (N,0,0) ;
{INS}
mientras (x # y) hacer
si V[x] #5 entonces s+ V[x]; x := x—1sino y := x fsi
fmientras
ffun
{(x=0 A (Vi: 1 <i<N: ﬂgordote(V ])))
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Busqueda binaria

(N>1Af(0) <A<f(N) )
fun bisqueda-binaria(A: ent...) dev x: ent

{f(x) <A<f(x+1) NO<x<N}

Introducimos una nueva variable: f(x) <A <f(y) Ny=x+1

Invariante [ =f(x) <A<f(y) NO<x<N Ax<y<N
Condicién del bucle b =y # x+1 hay un valor entre x e y
Inicializacién (x,y) := (0,N)

Funcion de cota y — x

Avanzar Elegimos h tal que x < h <y
e fl)<A<fY) NOSKH<NAhW<y<N<IAD

Iﬁ@f(x)§A<f(h) ANO<Sx<NAx<h<N<IAD
Casos
FINN < A s v -— L
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Busqueda binaria

(N>1Af(0)<A<f(N)}
fun bisqueda-binaria(A: ent...) dev x: ent
var y,h : ent
(%y) = (ON);
{I=f(x) <A<f(y) NO<x<N A x<y<N}
mientras y #= x + 1 hacer
h = (x+y)div2;

fmientras
ffun
{f(x) <A<f(x+1) NO<x <N}
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Ejemplo: raiz cuadrada entera

{n=>0}
fun raiz-ent-log(n : ent) dev r: ent
{(r>0ArP<n<(r+1?}

2

N—"

=X

flx

n>0=0><n<(n+1)>?

fun raiz-ent-log(n:ent) dev r:ent { O(logn) }
var y,h : ent
(ry) = (0,n+1);
mientras y # v+ 1 hacer
h:=(r+y)div2;
si hxh <mn entonces r := h
sinoy :=nh
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Buscar un elemento en un vector ordenado

En el algoritmo bisqueda-binaria 0 <h < N = f(0) y f(N) no se consultan

La precondiciéon se utiliza solo para inicializar x e v.

Relajamos en la precondicién
£(0) A <F(N) VF(0) > AV f(N) < A
Y la postcondicidn seria

0<x<NA (fx) <A<f(x+1)Vf(0)>A V f(N) <A)

Buscar un elemento en un vector ordenado

{N>1 A (Vi,j: 0<i<j<N:V[i] <V]]) }
fun esta?(V[0..N) de ent, A : ent) dev r: bool
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Buscar un elemento en un vector ordenado

f(x):{ Vix]si0 <x<N

o0 e.0.C.
La postcondicién se simplifica:

0<x<NA (Vix] <A< V[x+1] v V[0] > A)
Si se cumple la postcondiciéon y ademads el vector estd ordenado:
(FJi:0<i<N:V][i|=A)< (Vx] =A)

fun esta?(V|[0..N) de ent, A : ent) dev r: bool { ©O(logn) }
var x,y,h: ent
(%y) == (O,N);
mientras y #= x + 1 hacer
h = (x+y)div2;
casos
Vih| <A — x:
0 Vh>A — vy

frncnc

h
h
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Manipulacién de vectores mediante intercambios

Muchos problemas se resuelven intercambiando posiciones de un vector.

aux := oli| ;

vli] = v|j] ; intercambiar(v,1,j)
vlj] := aux
vli] siiFx NiFy
Extendemos la notacién de asig(v,x,y, X, Y)[i] =< X sii=x

Y sii=1y

P = def(asig(v, i, ], v[i], v[j])) A Q258 H2lilel])
{P} intercambiar(v,i,j) {Q}
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La bandera holandesa I

{N>0AN0v=V}

proc bandera(E/S v[0..N) de {A, B,R})

{vePerm(V) N (Bp,g:0<p<g<N:(Vi:0<i<p:v]|i]=R)
A(Vj:p <j<q:v[j] =B)
AVk:q<k<N:vkl=A))}

Solo se permiten operaciones de intercambio en el vector.

Invariante [ =v € Perm(V) N P, AP, AP, ANO<r<b<a<N

P,=(Vi:0<i<r:v[i] =R)
P,=(Vj:r<j<b:v|j] =B)
Pp=Vk:a<k<N:vk=A)

Entre b y a — 1 atlin no se han procesado los elementos del vector.
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La bandera holandesa

Avanzar consultamos v[b|:

(r,b,a) := (0,0,N) ;
mientras (b # a) hacer

Casos

vlb] =R — S,

D U[b] —B — Sb

0 op)=A — S,
fcasos
fmientras

S, avanzar b: INv[b] =B = IZH
Sa intercambiar v[b] y v]|a — 1] para colocar un azul mis:

{IN(b#a)A(v]b] =A)}
intercambiar(v,b,a—1);
Sy Pova(XZ)Y_A D A D AD AN < » < h a < N A (74 11 — A
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La bandera holandesa

S, a partir de P, sabemos que:

e r<b=v[r]=8B
Intercambiando v|r] con v[b] colocaremos un rojo y un blanco mas:

{I/\(byéa)/\gv[lz]:)R)/\(r<b)/\(v[r]:B)}

intercambiar(o,0,r) ;

{vePerm(V) N PpA(Vi:r+1<i<b:oli]=B)AP;A
(v[r] =R)AN0O<r<b<a<NA (v]b] =B)}

(r,b) == (r+1,b+1)

U}

e ¥ = b = no hay blancos colocados de momento
Tendremos solamente colocado un rojo mas.
Un intercambio entre v[r| con v[b] no afecta al vector y evitamos una
distincion de casos:
{IN(b#a)A(ob] =R)A(r="0)}

intercamhiar(ns h v\
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La bandera holandesa

{N>0ANv=V}
proc bandera(E/S v[0..N) de {A, B,R})
var 7,b,a : ent
(r,b,a) := (0,0,N) ;
{I=P, NP, AP, NO<r<b<a<N}
mientras (b # a) hacer
casos
v[b] = R — intercambiar(v,b,r); (r,b) := (r+1,b+1)
0 vb)]=B — b:=b+1
0 v[bp) =A — intercambiar(v,ba—1); a :=a—1
fcasos
fmientras
ffun
{vePerm(V) N (p,g:0<p<g<N:(Vi:0<i<p:v[i]=R)
A(Vj:p <j<q:v[j] =B)

Al - 5 < I N - ma[l] — AN
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Algoritmo de particion

Recolocar los elementos de un vector de forma que primero aparezcan los

menores que el valor de la primera posicién, a continuacién los iguales y por
ultimo los mayores.

{N>0A0v=V}

proc particién(E/S v[0..N) de ent)

{vePerm(V) AN (Fp,g:0<p<g<N:(Vi:0<i<p:oli] <V|[0])
A(Vjip <j<q:olj] = VI[0])
AVk:qg <k<N:vk]>V[0]))}

Cambiar en el algoritmo anterior las condiciones por v[b| < V[0], v[b] = V[0] y
v|b] > V|[0].
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Algoritmo de particién

(IN>0A0=V)
proc particién(E/S v[0..N) de ent)
var pivote,r,b,a : ent
(pivote,r,b,a) := (v[0],0,0,N ) ;
mientras (b # a) hacer
casos
v|b] < pivote — intercambiar(v,b,r); (r,b) := (r+1,b+1)
U v[b] = pivote — b :=b+1
0 v[b] > pivote — intercambiar(v,b,a—1); a :=a—1
fcasos
fmientras
ffun
{vePerm(V) N (Fp,q:0<p<g<N:(Vi:0<i<p:v[i]<V[0])
AV ip <j<q:oli] = Vo)
AVk:g <k<N:vk]>V[0]))}
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