
Ingeniería en Informáti
a, UCM. Curso 2014-2015.Cal
ulabilidad y Complejidad, ejer
i
ios a entregar, primera parte.1. A 
ontinua
ión se muestran diversos modelos de 
ómputo:(I) Los programas repeat son los de�nidos a través de las siguientes reglas de forma
ión deprogramas:
S ::= Xi := Xi + 1 | Xi := Xi

· 1 | Xi := 0 |
if Xi = 0 then S1 else S2 | (S1;S2) |
repeat S1 until Xi = 0donde el signi�
ado de la última 
onstru

ión es eje
utar S1 obligatoriamente una vez y,después, mientras Xi no valga 0, volver a eje
utar S1.(II) Los programas for_fijo son los de�nidos a través de las siguientes reglas de forma
iónde programas:

S ::= Xi := Xi + 1 | Xi := Xi
· 1 | Xi := 0 |

if Xi = 0 then S1 else S2 | (S1;S2) |
for K do S1donde el signi�
ado de la última 
onstru

ión es eje
utar S1 un número de ve
es igual a

K, donde K es un número natural.(III) Los programas como_mucho_cinco_whiles son los de�nidos a través de las siguientesreglas de forma
ión de programas:
S ::= Xi := Xi + 1 | Xi := Xi

· 1 | Xi := 0 |
if Xi = 0 then S1 else S2 | (S1;S2) |
while Xi 6= 0 do S1 | for Xi do S1donde el signi�
ado de la última 
onstru

ión es eje
utar S1 tantas ve
es 
omo valgala variable Xi justo al llegar al bu
le. Además, en 
ada programa cinco_whiles, 
omomu
ho pueden apare
er 5 instru

iones del tipo while Xi 6= 0 do S1.Para 
ada uno de los modelos mostrados en (I), (II), (III), haz lo siguiente:(1) Si 
rees que la 
lase de fun
iones que se pueden 
omputar 
on di
ho modelo es la 
lasede las fun
iones re
ursivas par
iales, (a) expli
a por qué los programas que podemoses
ribir en di
ho modelo se pueden simular 
on programas while o 
on máquinas MRI(lo que pre�eras); y (b) expli
a por qué los programas while o las máquinas MRI (lo quepre�eras) se pueden simular 
on los programas de di
ho modelo.(2) Si 
rees que la 
lase de fun
iones que se pueden 
omputar 
on di
ho modelo es la 
lasede las fun
iones re
ursivas primitivas, (a) expli
a por qué los programas que podemoses
ribir en di
ho modelo se pueden simular 
on una fun
ión re
ursiva primitiva; y (b)expli
a por qué las fun
iones re
ursivas primitivas se pueden simular 
on los programasde di
ho modelo.(3) Si 
rees que el tipo de fun
iones que se pueden 
omputar 
on di
ho modelo es otro,justifí
alo e identi�
a 
on la mayor pre
isión que puedas 
ómo serán di
has fun
iones.2. Dado un programa MRI P que re
ibe n números naturales 
omo entrada, y dados q < nnúmeros naturales y1, . . . , yq, ¾existe algún método para 
rear automáti
amente, a partirde P , un programa Q que re
iba n − q números naturales 
omo entrada, de forma que se
umpla Q(x1, . . . , xn−q) = P (y1, . . . , yq, x1, . . . , xn−q)? O, di
ho 
on otras palabras, ¾existealguna manera de 
rear un nuevo programa Q que se 
omporte 
omo P , asumiendo que en

P los q primeros parámetros fueran obligatoriamente y1, . . . , yq, y sólo re
ibiéramos los n− qparámetros restantes? Si siempre es posible 
rear tal programa Q, expli
a 
ómo se 
rearía enel 
aso general y muestra qué aspe
to tendría en el 
aso 
on
reto en que n = 5, q = 2, y1 = 1y y2 = 2. Si no siempre es posible 
rear tal programa, expli
a por qué.
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3. Demuestra que si A y B son un 
onjuntos in�nitos de
idibles, enton
es A ∪B es el rango deuna fun
ión re
ursiva 
re
iente.4. Responde a las siguientes 
uestiones:(a) Supongamos que A y B son 
onjuntos re
ursivos. ¾Se 
umple siempre que A\B es re
ur-sivo? Si es así, demuestra por qué. Si no, muestra un 
ontraejemplo.(b) Supongamos que A y B son 
onjuntos re
ursivamente enumerables. ¾Se 
umple siempreque A\B es re
ursivamente enumerable? Si es así, demuestra por qué. Si no, muestra un
ontraejemplo.5. A 
ontinua
ión se muestran dos modelos de 
ómputo:(I) Los programas whilefor son los de�nidos a través de las siguientes reglas de forma
iónde programas:
S ::= Xi := Xi + 1 | Xi := Xi

· 1 | Xi := 0 |
if Xi = 0 then S1 else S2 | (S1;S2) |
whilefor Xi 6= 0 do S1donde el signi�
ado de la última 
onstru

ión es eje
utar S1 mientras se 
umplan lasdos siguientes 
ondi
iones: (i) Xi es distinto de 0; y (ii) el número de ve
es que se haeje
utado S1 es menor o igual que el valor que tenía Xi 
uando el programa al
anzó lainstru

ión whilefor.(II) Los programas if_sin_else son los de�nidos a través de las siguientes reglas de forma-
ión de programas:

S ::= Xi := Xi + 1 | Xi := Xi
· 1 | Xi := 0 |

if Xi = 0 then S1 | (S1;S2) |
while Xi 6= 0 do S1Para 
ada uno de los modelos mostrados en (I) y (II), haz lo siguiente:(1) Si 
rees que la 
lase de fun
iones que se pueden 
omputar 
on di
ho modelo es la 
lasede las fun
iones re
ursivas par
iales, (a) expli
a por qué los programas que podemoses
ribir en di
ho modelo se pueden simular 
on programas while o 
on máquinas MRI(lo que pre�eras); y (b) expli
a por qué los programas while o las máquinas MRI (lo quepre�eras) se pueden simular 
on los programas de di
ho modelo.(2) Si 
rees que la 
lase de fun
iones que se pueden 
omputar 
on di
ho modelo es la 
lasede las fun
iones re
ursivas primitivas, (a) expli
a por qué los programas que podemoses
ribir en di
ho modelo se pueden simular 
on fun
iones re
ursivas primitivas o 
onprogramas for (lo que pre�eras); y (b) expli
a por qué las fun
iones re
ursivas primitivaso los programas for (lo que pre�eras) se pueden simular 
on los programas de di
homodelo.NOTA: Los programas for son iguales a los programas while salvo que se sustituye lainstru

ión while Xi 6= 0 do S1 por la instru

ión for Xi do S1, la 
ual eje
uta S1 unnúmero de ve
es igual al valor de Xi 
uando el programa al
anzó la instru

ión for.(3) Si 
rees que el tipo de fun
iones que se pueden 
omputar 
on di
ho modelo es otro,justifí
alo e identi�
a 
on la mayor pre
isión que puedas 
ómo serán di
has fun
iones.6. Responde a las siguientes 
uestiones:(a) Supongamos que ϕ es una fun
ión re
ursiva inye
tiva. ¾Se 
umple siempre que la fun
ióninversa de ϕ, es de
ir ϕ−1, es re
ursiva? Si se 
umple, demuéstralo. Si no es así, muestraun 
ontraejemplo y justifí
alo.(b) Supongamos que P (x, y, z) es un predi
ado re
ursivo. ¾Se 
umple siempre que el predi-
ado ∃ y ∃ z P (x, y, z) es re
ursivamente enumerable? Si es así, demuestra por qué. Sino, muestra un 
ontrajemplo.
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(
) Sea ϕ una fun
ión re
ursiva par
ial sobreye
tiva (e.d., tal que ran(ϕ) = IN). ¾Se 
umplene
esariamente que ϕ es re
ursiva? Si es así, demuéstralo. Si no es así, muestra un
ontraejemplo.(d) Sea A un 
onjunto r.e. y B un 
onjunto re
ursivo tales que A ∪ B = IN y A ∩ B es un
onjunto re
ursivo. ¾Se 
umple ne
esariamente que A es re
ursivo? Si es así, demuéstralo.Si no, muestra un 
ontraejemplo.7. Sea K1 = {x | ϕx(x) ≃ 7}. Demuestra que el 
onjunto K1 es inde
idible. Para ello, toma lademostra
ión que vimos en 
lase para probar que el 
onjunto K = {x | ϕx(x)↓} es inde
idible,y modi�
a di
ha demostra
ión para 
rear una demostra
ión similar que pruebe que K1 esinde
idible.8. Supongamos que A y B son 
onjuntos r.e. in�nitos. Demuestra que existe una fun
ión re
ursiva
ϕ tal que el 
onjunto de valores devueltos por ϕ para las entradas pares es igual a A, y el
onjunto de valores devueltos por ϕ para las entradas impares es igual a B. Es de
ir:

A = {ϕ(0), ϕ(2), ϕ(4), ϕ(6), ϕ(8), . . .}
B = {ϕ(1), ϕ(3), ϕ(5), ϕ(7), ϕ(9), . . .}9. Las máquinas MRI' son iguales a las máquinas MRI salvo que 
ambia el signi�
ado de lainstru

ión J(n,m, k), que pasa a signi�
ar lo siguiente: si Rn < Rm enton
es salta a lainstru

ión k; en otro 
aso, pasa a la instru

ión siguiente. ¾Tienen las máquinas MRI' lamisma 
apa
idad de 
ómputo que las máquinas MRI? Si es así, demuestra que 
ualquierprograma MRI se puede 
onvertir en un programa MRI' equivalente. Si no es así, expli
a porqué.
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