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Nombre: Número de matrícula:
 

sólo una respuesta es correcta•
las respuestas incorrectas no restan puntos•
usar por favor bolígrafo, pluma o rotulador•
usar estas mismas hojas para hacer los cálculos •
60 min, 0.5 puntos cada problema•

Las soluciones aparecerán en AulaWeb dentro de los dos días hábiles siguientes a
la finalización de la prueba.

1. Un disco de freno está fabricado de un material compuesto de una matriz cerámica (A), policristalina,
isotrópica, y de fibras (B) de carbono orientadas paralelamente entre sí, y paralelas a las caras del disco,
como se indica en la figura. Las dimensiones del disco a temperatura ambiente son Ri 0.13= m y Re 0.23= m
; y todas las componentes del coeficiente de dilatación térmica expresado en los ejes convencionales del

material son conocidas: α11 7.1 10 4−×= K-1, α22 7.1 10 4−×= K-1 y α33 4.4 10 4−×= K-1. Durante una

frenada el disco sufre un calentamiento ∆T 250= K  respecto a la temperatura ambiente. La deformación
causada por la dilatación del material compuesto obedece a la ley:

Tε α= ∆

Determinar cuál es la variación relativa (incremento de radio dividido por radio inicial), debida al
calentamiento, del radio del taladro interior medido en la dirección de las fibras. 

Sol. :  e l  mater ial  es de la c lase l ímite 
∞

mm
   y  la  d i rección de las f ibras es la  d i rección

convencional  3.  La var iación relat iva del  radio inter ior  en esa dirección es p or tanto:

33
i

i

R
T

R
α

∆
= ∆ ∆T α33⋅ 0.11=

0.030•
0.034•
0.110•
0.046•
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0.0036•
ninguna de las anteriores; la respuesta correcta es:•
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2. Un tirante de material compuesto está fabricado con dos tipos de fibras A y B, cuyos módulos elásticos
y radios son EA 4.05= GPa y EB 0.4= GPa, y RA 1.05=  mm y RB 0.9= mm, respectivamente, y una

matriz C  de módulo elástico EC 0.027= GPa. Las fibras de A y de B son todas paralelas entre sí, y los

centros de las secciones transversales de las fibras de A están situados sobre una red cuadrada, como
se indica en un detalle de la sección del tirante (figura siguiente). Determinar el módulo elástico del tirante
en la dirección de las fibras.

Sol. :  e l  módulo en la d i rección de las f ibras corresponde a isodeformación,  y  se calcula con
la regla de mezcla de Voigt .  Las f racciones volumétr ica están dadas por:  

VA
π RA

2⋅

2RA 2RB+

2









2
= VB

π RB
2⋅

2RA 2RB+

2









2
=

VC 1 VA− VB−=

VA 0.454= VB 0.336= VC 0.21=

Ec VA EA⋅ VB EB⋅+ VC EC⋅+= Ec 1.978= GPa

0.766 GPa •
4.266 GPa •
1.978 GPa •
0.673 GPa •
2.546 GPa•
ninguna de las anteriores; la respuesta correcta es:•
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3. Un cristal está formado por una red cúbica P y la base es una molécula tetraédrica, con cuatro
sustituyentes como se indica en la figura. Las líneas continuas indican átomos que están en el mismo plano.
Determinar a qué clase cristalográfica pertenece el cristal.

F

ClH
Br

y

z

Sol. :  debido a la asimetr ía de la base,  el  cr istal  sólo t iene ejes de orden 1,  y es t r ic l ín ico.  No

t iene centro de inversión, por tanto pertenece a la c lase 1.

43
3

1
3
ninguna de las anteriores, la respuesta correcta es:

m
m

m

•
•
•
•
•
•
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4.  Los planos de deslizamiento (donde sufre deformación plástica un cristal con  más facilidad) de la
estructura BCC son los de la forma {110}. Determinar la densidad superficial de átomos en los planos de esa

forma para un material de estructura cristalina BCC cuyos átomos tienen un radio de r 1.44 10 10−×= m.

1.455 1019⋅  átomos/m2•

1.279 1019⋅  átomos/m2•

1.644 1019⋅  átomos/m2•

8.96 1018⋅  átomos/m2•

1.049 1019⋅  átomos/m2•

ninguna de los anteriores, la respuesta correcta es:•

Sol: en una estructura BCC, la arista del cubo está relacionada con el radio atómico (p. 47 del texto)
por:

a
4r

3
= a 3.326 10 10−×= m

En la f igura se representa uno de los planos de la
forma dada con los átomos que cont iene.  La
densidad superf ic ia l  es  

ρ
1 4

1

4
⋅+

a 2a⋅
= ρ 1.279 1019×= átomos/m2
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5.  La difusividad a través de la piel (considerada isótropa) de un medicamento que se aplica como un

parche en la piel es D 4.8 10 9−×=  m2/s. Los capilares sanguíneos más superficiales se encuentran a

una profundidad de x 2.5 10 4−×= m. ¿Cuánto tiempo hay que esperar para que la concentración del
medicamento  a la profundidad de estos capilares alcance un valor que sea tres cuartas partes del
valor de la concentración en la superfice?.

4750 s•
1620 s•
64 s•
550 s•
134 s•
ninguna de las respuestas anteriores, la respuesta correcta es:•

Sol.: de los datos se deduce que
Cs 0.75Cs−

Cs
erf

x

2 D t⋅






=

de donde se despeja  e l  t iempo:  t 64.12= segundos
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6. En un láser de tres niveles, el bombeo se realiza con fotones de frecuencia νb 2.7 1014×= Hz y la

transición rápida (en la cuál no se emite radiación) ocurre entre niveles cuya diferencia de energía es de 
∆E 0.06= eV. ¿A qué longitud de onda emite el láser?
   

2.386 10 6−⋅  m•

3.08 10 7−⋅  m•

6.99 10 7−⋅  m•

1.17 10 6−⋅  m•

9.81 10 7−⋅  m•
ninguna de las anteriores, la respuesta correcta es:•

Sol: la longitud de onda a la que emite el láser es la correspondiente a la diferencia de
energía entre el nivel de bombeo y ∆E, por tanto:

λ
c

νb
1.6 10 19−⋅ ∆E⋅

h
−

=λ
h c⋅

h νb⋅ 1.6 10 19−⋅ ∆E⋅−
= λ 1.174 10 6−×= m
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7. Un PE semicristalino tiene una densidad de ρ 865= kg/m3. Se sabe que el PE cristaliza en el
sistema ortorrómbico siendo los parámetros de red de la celdilla unidad que contiene dos UER los
siguientes: a 0.742=  nm, b 0.493=  nm y c 0.253=  nm. Si la densidad del PE totalmente amorfo es 

ρa 862=  kg/m3, determina el grado de cristalinidad de este PE semicristalino (el grado de

cristalinidad se define como la fracción volumétrica de la fase cristalina).
0.204•
0.288•
0.913•
0.021•
0.688•
ninguna de las anteriores, la respuesta correcta es:•

Sol. :  la UER t iene una masa molecular de MwUER 2 12⋅ 4 1⋅+=

Si la cr istal in idad fuera el  100%, la densidad del  PE ser ía:

ρc
2MwUER 1.660⋅ 10 27−⋅

a b⋅ c⋅ 10 27−⋅
= ρc 1004.4= kg/m3

La densidad del PE semicristalino está dado por: ρ Va ρa⋅ Vc ρc⋅+= 1 Vc−( ) ρa⋅ Vc ρc⋅+=

de donde: Vc
ρa ρ−

ρa ρc−
= Vc 0.021=
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8. Determina las componentes (en dos dimensiones, 2D) del tensor deformación para los siguientes
desplazamientos (u) de los puntos A, B, C y D de la estructura de la figura y para el lado L 0.32= m. 

0.001 0.002 0.001 0
0.002 0.002 0 0A B C Du u u u

       
= = = =       

       

A (L,0)

B (L,L)C(0,L)

D (0,0) A (L,0)

B (L,L)C(0,L)

D (0,0)

§ ¨

§ ¨

§ ¨

§ ¨

§ ¨

5 4

4

3 3

3

4 4

4

3 3

3

4 4

4

6.711 10 1.007 10
1.007 10 0

3.125 10 4.688 10
4.688 10 0

4.739 10 7.109 10
7.109 10 0

1.316 10 1.974 10
1.974 10 0

1.577 10 2.366 10
2.366 10 0

ε

ε

ε

ε

ε

− −

−

− −

−

− −

−

− −

−

− −

−

 × ×
• =  × 

 × ×
• =  × 

 × ×
• =  × 

 × ×
• =  × 

 × ×
• =  × 

ninguna de las anteriores. La solución correcta es:•

Sol. :  a part i r  de la def inición del tensor de deformación, e integrando, resulta:

1 2 1

1 1 211 12

12 22 1 2 2

2 1 2

1
2

1
2

u u u
x x x

u u u
x x x

ε ε
ε

ε ε

  ∂ ∂ ∂
+  ∂ ∂ ∂    = =    ∂ ∂ ∂   + ∂ ∂ ∂   

© ¬ª ­« ®
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( )
( )

1 1 2 11 1 2 12 2

2 1 2 22 2 1 12 1

,

,

u x x x Cx x K

u x x x Cx x K

ε ε

ε ε

= + + +

′= − + +

Las constantes de integración K y  K' son cero porque el  desplazamiento del  punto D es cero.
Sust i tuyendo los desplazamientos de los puntos B y C en la expresión anter ior,  se obt iene:

( )
( )
( )
( )

1 1 2

2 1 2

1 1 2

2 1 2

11 12

22 12

12

22

,

,

,

,

B B B

B B B

C C C

C C C

u x x L CL L

u x x L CL L

u x x CL L

u x x L

ε ε

ε ε

ε

ε

= + +

= − +

= +

=

de donde: ε11
0.001

L
= ε12

0.003

2L
= ε22 0=

ε11 3.125 10 3−×= ε12 4.688 10 3−×= ε22 0=
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Problema 1 Nombre: Número de matrícula:

Las fibras modacrílicas son fibras acrílicas modificadas en las que el acrilonitrilo (A) se asocia con otros
monómeros con el objeto de mejorar las propiedades del material polimérico, especialmente su resistencia a
la combustión. Entre los monómeros que se suelen emplear se encuentra el cloruro de vinilo (B) y el cloruro
de vinilideno (V, ver fórmula abajo).
Se desea preparar un terpolímero (D) formado por unidades de acrilonitrilo, cloruro de vinilo y cloruro de
vinilideno, que cumpla las siguientes especificaciones:

su arquitectura molecular debe presentar S1 15= residuos de acrilonitrilo por cada 100 átomos de•

carbono de la cadena principal,
su porcentaje (% en masa) de cloro debe ser del S2 56.64= %.•

El terpolímero D se puede obtener por mezcla de los copolímeros siguientes:

un copolímero E de acrilonitrilo-cloruro de vinilo, con una fracción másica de acrilonitrilo de S3 59=  %•

un copolímero F de acrilonitrilo-cloruro de vinilideno.•

Determinar
la composición molar del terpolímero D (en fracciones molares de A, B y V)1.
las cantidades necesarias (en kg) de E y F para obtener 100 kg de D.2.
la composición molar del copolímero F (en fracciones molares de A y V)3.

(3 puntos, 45 minutos)

H2C C

Cl

Cl(V)
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Sol.: usamos como base de cálculo 1 kg de terpolímero D; las fracciones molares se representan con
mayúsculas (Xi), las fracciones másicas con minúsculas (xi).

Las masas moleculares de los residuos monoméricos de A, B y V son:

MwH 1= MwC 12= MwN 14= MwCl 35.5=

MwA 3 MwC⋅ 3 MwH⋅+ 1 MwN⋅+= MwA 53= kg/kmol

MwB 2 MwC⋅ 3 MwH⋅+ 1 MwCl⋅+= MwB 62.5= kg/kmol

MwV 2 MwC⋅ 2 MwH⋅+ 2MwCl+= MwV 97= kg/kmol

La pr imera especi f icación impl ica:

(número de residuos de A por cada 100 átomos de C en la
cadena principal, es decir por cada 50 residuos monoméricos
de la cadena principal) 

2S1

xDA

MwA

xDA

MwA

xDB

MwB
+

1 xDA− xDB−

MwV
+

100⋅=

La segunda especi f icación impl ica:

S2 xDB 1⋅
MwCl

MwB
⋅ 1 xDA− xDB−( ) 2⋅

MwCl

MwV
⋅+









100⋅=

Despejando de estas dos especi f icac iones (que son dos ecuaciones l ineales en xD A  y

xD B )  se obt iene la  composic ión másica de D:

xDA 0.201= xDB 0.111= xDV 1 xDA− xDB−= xDV 0.688=

Por tanto la  composic ión molar  de D es:
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XDA

xDA

MwA

xDA

MwA

xDB

MwB
+

xDV

MwV
+

= XDB

xDB

MwB

xDA

MwA

xDB

MwB
+

xDV

MwV
+

= XDV 1 XDA− XDB−=

XDA 0.3= XDB 0.14= XDV 0.56=

La composic ión de E es: xEA
S3

100
= xEB 1 xEA−= xEV 0=

La cant idad de F necesar ia  para obtener  1  kg de D,  y  la  composic ión de F se pueden
obtener  de las dos condic iones (balance de A y  de V en la  mezcla de E y  F) :

1 F−( ) xEA⋅ F xFA⋅+ xDA=

F 1 xFA−( )⋅ xDV=

F 0.73= xFA 0.057= xFV 1 xFA−= xFV 0.943=

Por tanto,  para obtener 100 kg de D son necesar ios:

100 1 F−( )⋅ 27.04= kg de E 100F 72.96= kg de F

y la  composic ión molar  del  copol ímero F es:

XFA

xFA

MwA

xFA

MwA

xFV

MwV
+

= XFB 0= XFV 1 XFA− XFB−=

XFA 0.1= XFB 0= XFV 0.9=
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Extremo de la línea (especificación S1) sobre el lado AB

f xDA( )

xDA

MwA

xDA

MwA

1 xDA−

MwB
+

100⋅ 2S1−=

x 0.2= xQA root f x( ) x,( )= xQA 0.267= xQB 1 xQA−= xQB 0.733= xQV 0=

Extremo de la línea (especificación S1) sobre el lado AV

f xDA( )

xDA

MwA

xDA

MwA

1 xDA−

MwV
+

100⋅ 2S1−=

x 0.2= xRA root f x( ) x,( )= xRA 0.19= xRB 0= xRV 1 xRA−= xRV 0.81=

Extremo de la línea (especificación S2) sobre el lado AB

f xDA( ) 1 xDA−( ) 1⋅
MwCl

MwB
⋅









100⋅ S2−=

x 0.2= xSA root f x( ) x,( )= xSA 2.817 10 3−×= xSB 1 xSA−= xSB 0.997= xSV 0=

Extremo de la línea (especificación S2) sobre el lado AV

f xDA( ) 1 xDA−( ) 2⋅
MwCl

MwV
⋅









100⋅ S2−=

x 0.2= xWA root f x( ) x,( )= xWA 0.226= xWB 0= xWV 1 xRA−= xWV 0=

Solución gráf ica:  se dibujan en el  d iagrama las dos especi f icaciones,  que son l íneas rectas
en el  d iagrama t r iangular .  De la intersección de estas dos l íneas se lee la  composic ión
másica del  terpol ímero D. 
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B

 

 

E

D

A V
T F

La composic ión másica del  copol ímero F se obt iene pro longando la  l ínea ED hasta e l
lado AV del  t r iángulo (F no cont iene B).  Por la regla de la palanca las cant idades de E y F
necesar ias para fabr icar  la  base de cálculo:  las cant idades necesar ias de E y  F están en
la proporc ion de los segmentos DF/ED.

Las composic iones molares se obt ienen a par t i r  de las másicas y  de las masas
moleculares.
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Problema 2 Nombre: Número de matrícula:

El material del núcleo magnético de un transformador es un material compuesto formado por láminas planas
paralelas de un material magnético (A), que también es conductor eléctrico, separadas por capas de un
material (B), mal conductor de la electricidad. A y B son homogéneos e isótropos y ambos obedecen la ley de
Ohm.  Los espesores de las láminas son δA 0.032=  m y δB 0.0012=  m, y sus conductividades eléctricas son 

σA 342=  S/m y σB 5.6=  S/m respectivamente. Sus densidades son ρA 5.85 103×=  kg/m3 y ρB 1800=

kg/m3. Sus calores específicos o capacidades caloríficas a presión constante son CpA 2.042 103×=  J/kg.K y

CpB 1800=  J/kg.K.

En un punto del núcleo del transformador, el campo eléctrico forma un ángulo de θ 78= o con la normal a las
láminas de A y B, y su módulo es Emod 860=  V/m. Determinar en ese punto:

la conductividad eléctrica          (S/m)  del material compuesto del núcleo expresada en los ejes•
convencionales del material compuesto.

 

el módulo de la densidad de corriente eléctrica          (A/m2).•
 

la disipación de potencia eléctrica por unidad de volumen en ese punto (W/m3), sabiendo que está dada•
por                   .

 
la capacidad calorífica a presión constante (J/kg.K) del material compuesto del núcleo.•

 
si no hubiera refrigeración, a qué velocidad (K/s) subiría la temperatura en ese punto del núcleo debido a•
la disipación de potencia eléctrica.

(3 puntos, 45 minutos)

σ

J

J E⋅
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/ mm∞Solución: el material compuesto laminar pertenece a la clase límite

Por tanto a estructura de la conductividad eléctrica (prop. de segundo
orden, simétrica) es: 

. .
.

• 
 • 

•  

Las f racciones volumétr icas se obt ienen di rectamente de los espesores de las capas:

VA
δA

δA δB+
= VB

δB

δA δB+
=

VA 0.964= VB 0.036=

Para esta c lase,  e l  e je convencional  3 va di r ig ido perpendicularmente al  p lano de las láminas
(ver 03_01_01) (v er caso análogo para resist iv idades en 09_01_01).  Las conduct iv idades en
direcciones 1 y 2 (componentes A y B en parale lo,  caso de isogradiente o isotensión
eléctr ica),  están dadas por:

σc11 VA σA⋅ VB σB⋅+= σc11 329.84= S/m

La conduct iv idad en dirección 3 (componentes en ser ie,  caso de isof lu jo eléctr ico,  o isocorr iente)
está dada por :

σc33 VA σA
1−

⋅ VB σB
1−

⋅+( ) 1−
= σc33 107.8= S/m

Y la conduct iv idad, representada como matr iz,  es por tanto:

σc

σc11

0

0

0

σc11

0

0

0

σc33













=

El campo eléctr ico,  expresado en e l  s is tema de coordenadas convencional  del  mater ia l  es:

( )
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E

Emod Sen θ( )⋅

0

Emod Cos θ( )⋅











= E

841.207

0

178.804











= V/m

Por la ley de Ohm:
J σc E⋅= J

2.775 105×

0

1.928 104×













= J J⋅ 2.781 105×= A/m2

La potencia e léctr ica d is ipada por  unidad de volumen debido a la  res is tencia del  mater ia l  es:

J E⋅ 2.369 108×= W/m3

La densidad de l  compuesto es:

ρc VA ρA⋅ VB ρB⋅+= ρc 5.704 103×= kg/m3

Puesto que es una propiedad especí f ica másica (por  unidad de masa),  la  capacidad calor í f ica
del  compuesto (por  unidad de masa)  es:

Cpc
1

ρc
VA ρA⋅ CpA⋅ VB ρB⋅ CpB⋅+( )⋅= Cpc 2.039 103×= J/kg.K

De un balance de energía no estacionar io,  d i ferencial ,  usando como volumen de control  un
elemento de volumen dV en torno al  punto considerado,  se obt iene:

ρc dV⋅ Cpc⋅ dT⋅ J E⋅ dV⋅ dt⋅=

de donde la  ve loc idad de ca lentamiento  dT/dt  es:
J E⋅

ρc Cpc⋅
20.36= K/s

También puede hacerse usando la  capacidad ca lor í f ica por  un idad de vo lumen de
compuesto:

Cpvc VA ρA⋅ CpA⋅ VB ρB⋅ CpB⋅+= Cpvc 1.163 107×= J/m3.K

En este  caso e l  ba lance de energ ía  es:

dV Cpvc⋅ dT⋅ J E⋅ dV⋅ dt⋅=

de donde la  veloc idad de calentamiento dT/dt  (K/s)  es:
J E⋅

Cpvc
20.36= K/s
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