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Nombre y apellidos: NUmero de matricula:

solo se calificardn los problemas en los que se haya marcado una respuesta.

solo puntuaran las respuestas con un razonamiento matematico, grafico, etc.

usar estas mismas hojas para hacer los calculos, no usar ningun otro papel ni lapiz
80 min, 0.5 puntos cada problema

Las soluciones apareceran mafiana en AulaWeb. Las notas se publicardn en AulaWeb el dia 6
de julio y la revision de examen sera el 8 de julio a las 10:00 horas en la sala R3.

1. Se conocen las siguientes complianzas elasticas (todas en Pa-1) de una fibra de kevlar orientada
unidireccionalmente:

S1111 = 4.1x 10_8 $3333 = 8.9 % 10_9 Sp211 = —1.23 % 10_8 $1133 = —2.3 % 10_9 S2323 = 3.1 x 10_9

Determinar la componente cq,1, de la rigidez elastica de la fibra en Pa.

o 4583.10° Pa
e 528510 Pa
e 3.222.10° Pa
e 6.30510° Pa

e 0.381.10° Pa
e ninguna de las anteriores; la respuesta COrrecta €S: ........cocvvvvereereiieeieereseese e

Sol.: una fibra de kevlar orientada unidireccionalmente pertenece a laclase  c/ mm
y sus matrices de complianza y de rigidez elastica tienen la siguiente

estructura:
\: I S Para s — x = 2(s;-s,)
o .. . ypara ¢ — x = i(c,—cp,)

\ y se verifica que : s=c
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1
2(s1111 - S2211)

1212 = C1212 = 9.381 x 106 Pa

No es correcto hallar las siguientes "‘componentes falsas™:

1
C1122 =
S1111 S2211

. 1
C1111 = y aplicar 5(01111 - C1122) = 5.285x 107
porqgue el cuadrante superior izquierdo no es diagonal; para hallar su inversa no se puede invertir cada
término, sino que hay que invertir la matriz completa (aprendido en Algebra).

2. Un poliuretano reticulado (P) se obtiene por la reaccion de dos mondmeros A 'y Z en cantidades
estequiométricas y con conversion total. Determinar la masa (kg) de mondémeros necesaria para obtener 1 kg
de P.

Masas atomicas: Mwgo =16 Mwy =1 Mwc =12 Mwy = 14 kg/kmol
A HO" “~cH  “oH Z:  O=C=N—CH,—CH,~CH,~N=C=0

0.665 kg de Ay 0.335 kg de B
0.335 kg de Ay 0.665 kg de B
0.327 kgde Ay 0.673 kg de B
0.673 kg de Ay 0.327 kg de B
0.523 kgde Ay 0.477 kg de B

Sol.: las masas moleculares de los monémeros son:
Mwa = 3Mwc + 3Mwg + 8MwHy Mwp = 92 kg/kmol

Mwz = 5Mwc + 2Mwg + 6MwH + 2Mwy Mwz = 126 kg/kmol

El poliuretano es reticulado porque el monémero A es trifuncional. Si reaccionan en cantidades
estequiométricas hasta que se consumen totalmente los reactivos, deben reaccionar 2 kmol de A
con 3 kmol de Z para formar 1 kmol de UER de P. La fraccion masica de A en el poliuretano seré:
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3. Determinar a qué clase cristalografica pertenece el siguiente monocristal:

/X T =
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Sol.: el cristal tiene 4 ejes de rotacion ternarios y 3 ejes de rotacion binarios. No tiene ni centro de
inversion ni planos de reflexion; pertenece a la clase:

23

4. Un material ceramico AB cristaliza en un estructura tipo CsCl. Determinar la densidad ionica
superficial en los planos de la forma {111} (nGmero de iones / m? ; los iones pueden ser solo aniones,

solo cationes o los dos  tipos juntos) en funcién de los radios iénicosde A*yB:ra= y rg= m.

o 8163108 iones/m?
o 3.061-1018 iones/m?
o 6.122-10' ionesim?
o 1.531-1018 iones/m?

e 353510 jones/m?

Sol.: la figura representa, sombreada, una porcién de un plano de la forma {111}, algunos de los
iones que estan contenidos en él y tres celdas convencionales.

N —

w

el
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ellos contiene 1 ién (aunque ninguno de los &ngulos de las cuatro esquinas es recto, los cuatro juntos
suman 360°, que corresponden a un ion completo).

Por otro lado, en la estructura tipo CsCl los iones son tangentes a lo largo de la diagonal de la celda,
por lo que la arista de la celda esta relacionada con los radios idnicos segun:

av3=2(r, +1,)

Sustituyendo los valores de la base y de la altura (ver figura) del paralelogramo y el nimero de
iones que contiene se obtiene una densidad superficial:

- 11 B
- J2ah \/Eaz\/g A(r,+1, )2
2

\/3

18 :
Pionica_sup = —— Pisnica_sup = 3-535x 10 iones/m?
4-(rA + rB)

Notese que esta densidad ionica superficial puede referirse a aniones o a cationes, por separado, pero
nunca ambos juntos, porque en la estructura del CsCl ambos tipos de iones ocupan posiciones
equivalentes.
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5. Una cordierita K se obtiene calcinando magnesia segtin: MgCO, — CO, T + MgO
y una unica arcilla A, de composicion aAl,03 - bSiO, (en base seca). Se especifica que K tiene que tener una
fraccion masica de MgO: Xmgo = 0.31 y por cuestion de precio tiene que encontrarse sobre la linea dibujada

en el diagrama ternario (en fracciones masicas). ¢Qué arcilla A es necesario utilizar? Dar la relacion a / b entre
los coeficientes a y b en la férmula quimica de A como nimero decimal.

Sugerencia: utilizar un boligrafo fino, regla y hacer las lecturas con precision. Masas atomicas:
Mwc = 12 Mwo =16  Mwyyg = 24.3 Mwsj = 28 Mwa| = 27 kg/kmol

e a/b=0.5 (quecorresponde a laarcilla Al,03:2Si0O,)
e a/b=0.25 (que corresponde a la arcilla Al,03:4Si0,)
e a/b=15 (que corresponde a la arcilla 3Al,05:2Si0,)
e a/b=0.4 (quecorresponde a la arcilla 2Al,053-5Si0,)
e a/b=0.67 (que corresponde a la arcilla 2Al,05-3SiO,)

Sio,

NN/
/NONCN/N
NONINININ

D

W
/NN VAVAVAN
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El producto K se obtiene de la mezcla de MgO pura con una arcilla A que so6lo contiene aliminay
silice. Las mezclas de MgO y una arcilla de este tipo estan sobre rectas que parten del vértice de
MgO puro y terminan sobre la linea de composiciones binarias SiO,-Al,O4 (linea de puntos). Ademas

K tiene que estar sobre la recta Xpgo = 0.31 de la primera especificacion (linea de trazos), y

cumplir la condicion del precio, es decir, tiene que estar sobre la linea continua del enunciado. La linea
de puntos a trazar tiene que pasar por la interseccion de estas dos ultimas. La composicion (masica)
de la arcilla se lee sobre el lado SiO,-Al,Oj:

Xal203 = 0.836 Xsio2 = 1-Xal203 Xsio2 = 0.164

Sio,

AlLO,

Esta composicion en fracciones masicas corresponde a la calculada usando los coeficientesay by
las masas moleculares de alimina y silice para una arcilla A de formula aAl,O, - bSiO, :
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. . a . . 1
se obtiene una relacion: b = 3 que corresponde a una arcilla de composicion 3Al,05-SiO,

6. Un sensor de seccion cuadrada de lado L = 0.02 my espesor h = 3x 10 3 m esta fijo sobre un plano

inclinado y estd sometido a una fuerza normal distribuida uniformemente sobre toda la superficie del sensor, tal
y como se indica en la figura, de médulo F = 4 N, que forma un angulo con el eje 1: 6 = 30 °. Determinar

el tensor de esfuerzos (o tensor de tensiones) en el sensor (Pa), en los ejes de la figura y expresarlo en forma de

matriz.
866 0 O] @)
o/ 0 -5 0|MPa A
0 0 0]
-5 0 0]
e/ 0 -866 O0[MPa
0 0 0]
-346 0 0
o 0 2 OIMPa
0 0 0
75 433 0
o 433 -25 O0|MPa
0 0 0
[-75 433 0
/433 -25 0|MPa o
| 0 0 0
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Sol.: expresando el estado de tension del sensor en unos ejes nuevos 1', 2" y 3' como los de la
siguiente figura, el tensor de esfuerzos (o tensiones) es especialmente sencillo: el sensor esta

sometido Unicamente a una tension de compresion 7';; (negativa).

©)

ejes enunciado

—52 0 0
L
El tensor de tensiones expresado en los ejes 1%, 2" y 3" y en forma de matriz es: IIg ]] 10 0 O

y se transforma a los ejes del enunciado utilizando la ley de transformacion 0 0 0
de tensores de 2° orden:

cosd¢ -send Of 7, 0O O} cosd send O
lz]=L]z'|L =|sen@ cos6 0| 0 0 0f-send cos® O
0 0 1110 0 O 0 0 1

r',c0s’0 7', cosfsend O

lz]=| rucososeno  z'ysen’o 0

0 0 0

las filas de la matriz de transformaciéon son los vectores unitarios de las direcciones 1, 2y 3 en
funcién de los ejes 1°, 2°, 3'. El tensor de tensiones resulta:

—%00529 —% cos@send 0

lz]= —Ezcos gsend —izsenze 0
L L

0 0 0]

y sustituyendo valores:
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7. Una cerdmica PZT monocristalina es una solucion solida de titanato de plomo (PbTiOs) en circonato de
plomo (PbZrO,) con una fraccion molar de titanato XppTio3 = 0.48 , y una estructura tipo perovskita. En la

solucion solida se mantienen las dimensiones de la celda unitaria igual que en el circonato de plomo puro.
Determinar la densidad (kg/m3) de esta ceramica PZT. Datos:

Mwri = 479  Mwg = 16 Mwpp, = 207.2 Mwz, = 912  kg/kmol

11 11

ri=61x10 7 rg=132x10 1 rpp=149x10° 0 1, =75x10

e 7470 kg/m?3
e 7190 kg/m?3
e 6406 kg/m3
e 7619 kg/m?
e 6938 kg/m®

Sol.: en la solucién sélida se sustituyen los cationes Zr4+ por cationes Ti4* uno a uno, porque
tienen la misma carga, sin aparecer vacantes en la estructura de la perovskita. Cada cristal tiene
la formula estequiométrica: .

9 PbTi, Zr,, O,

donde z es el grado de sustitucion de iones circonato (fraccion de iones Zr4+ que son sustituidos por
iones Ti4*), y que en este caso coincide con la fraccién molar de titanato.

Z = XPphTiO3

. : -10
El parametro de celda en la estructura de la perovskitaes: a = Z(rZr + ro) a=414x10 m

y cada celda contiene una molécula con la formula anterior,
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con lo que la densidad de la solucidn sélida se calcula:

Mwpp + z-MwTj + (1 — 2)-Mwz, + 3-Mwg
Pss = I r Pss = 7.619 x 10° kg/m3

a>-6.023-10%°

8. Para fabricar una resistencia (figura) cuya resistividad no varie con la temperatura se combinan capas de dos
materiales isétropos A 'y B cuyas resistividades varian linealmente con la temperatura absoluta:

p(T)=p, (1+kT)

y cuyos coeficientes k son positivo para uno y negativo para el otro. Calcular cual debe ser la relacion entre los
espesores ha, hg de las capas de A y B para conseguir que la resistividad del material compuesto en la direccior

del flujo de corriente no varie con la temperatura. El plano de las capas es perpendicular a esta direccion.

Datos:

Pa0=003 y ppg=022 Qm, kn=666x10 %y kg=-616x10" " K1
A BAB

L hA/hB:22 A B A B

o hpa/hg=12.79
o hp/hg=34.56
e hp/hg= 6.78
e ha/hg=19.62
e ninguna de las anteriores, la respuesta correcta es: .................

Sol.: los dos componentes estan en serie, por lo que la resistividad del compuesto en la direccion del
flujo de corriente se obtiene de la regla de mezcla lineal.

Pc(T)=V,0n (1+ kAT)+(1_VA)pBO (1+ kBT)

de donde se ve que la resistividad del compuesto dependen linealmente de T. Para que la resistencia
no dependa de la temperatura, el coeficiente que multiplica a T debe ser nulo:
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Problema 1

Nombre y apellidos: NuUmero de matricula:

Un material compuesto M utilizado en la industria aeronautica presenta la estructura tipo sandwich que se
indica en la figura. Esta formado por una lamina exterior de un material A, con espesor§, = 1-1073m,
una lamina central B de espesor 65 = 5+ 1073m y con estructura de panel de abeja (honeycomb) y otra
ldmina exterior de un material C con espesor §; = 2 - 10~3m. La lamina B esta formada a su vez por dos
materiales: D que forma la estructura regular del panal y E que constituye el material de relleno, siendo la
fraccion masica X5 = 0.25. Los materiales A, C, D y E por separado y sin darles ninguna estructura, son
homogéneos e isotropos.
1. Indicar razonadamente la clase cristalogréafica del material compuesto M, sefialando sobre alguna de
las figuras las direcciones de los ejes convencionales.
2. Calcular la densidad volumétrica (kg/m3)y la densidad superficial (kg/m?)del material
compuesto M.
3. Determinar la capacidad calorifica a presion constante (J/kg K) para el material compuesto M
4.  Calcular la conductividad térmica del material (W /m K) en la direccion perpendicular al plano de las
laminas
5.  Del material compuesto anterior M, se talla un cilindro de R =5-1072 m de manera que su eje
coincida con la direccién perpendicular al plano de las l1dminas. Suponiendo que solo existe gradiente
de temperatura en la direccion del eje del cilindro, determinar la cantidad de energia que fluye en la
unidad de tiempo a través del cilindro anterior, cuando las temperaturas entre las bases del cilindro
son 373 Ky 393 K. Suponer estado estacionario.

Datos: densidades: p, = 1700 kg/m3; p. = 1050 kg/m3; p, = 1000 kg/m3; pp = 120 kg/m3.

Capacidad calorifica a presion constante:
Cpy =710]/kg K; Cp; = 1880 /kg K; Cpp = 1200]/kg K; Cpy = 710]/kg K;

Conductividad térmica: k, = 120W/mK ;k; = 0163 W /mK ;kp, = 013W/mK ; kg = 0.036 W/ mK ;

& /
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Sol:
1. Indicar razonadamente la clase cristalografica del material compuesto M, sefialando sobre
alguna de las figuras las direcciones de los ejes convencionales.
El material presenta un eje de rotacién senario perpendicular al plano de las laminas,
caracteristico del sistema hexagonal. No hay centro de inversion, pero el material presenta 6
planos de simetria que contienen al eje de rotacidon. Clase 6mm. El eje ® se sitla paralelo al eje
senario, mientras que los ejes @ y @ son perpendiculares al anterior y entre si (ver

estereograma).

6mm —y, —
T i :

\

ol

‘.

2. Calcular la densidad volumétrica (kgm® vy la densidad superficial (kgm?) del material

compuesto M.
A partir de las fracciones volumetricas

64
T
Sp
(P ET
Sc
(T

se puede determinar la densidad volumétrica del material compuesto M:

Py = Vapa +Vepp + Vepc

una vez conocida la densidad de B, que es a su vez, un material compuesto por D y E:

1 Xg+XE 0.25 075 153.85ka)
— b, TE _ = m3
ps po ps 1000 120 PET g
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Vapa
X, = = 0.372
AT Vapa + Vsps + Vepe
Vepg
X = = (0.168
B Vapa + Vepp + Vepe
V,
X, che = 0.460

 Vapa + Veps + Vepe

y la capacidad calorifica del material B

Cpg = XECpp + XECpg = 0.25-1200 + 0.75 - 710 = 832.5 J/kg K
Por lo tanto, sustituyendo simplemente

Cpy = X,Cpy + XpgCpg + XCp; = 1268.78 ] /kg K

4. Calcular la conductividad térmica del material (W/(m K)) en la direccion perpendicular al
plano de las laminas
Para obtener la conductividad térmica en la direccion del eje @, teniendo en cuenta que los

materiales A, B y C se encuentran en serie se utiliza la regla de Reuss:

L _Va Vs Ve

ky ki kg ke
Por otra parte, es necesario homogeneizar el material B para obtener el valor de su
conductividad térmica. A lo largo de la direccion del eje @, los materiales D y E se encuentran

en paralelo, por lo que

B B

Xp XE
kg = V5kp +VFky siendo V5 = 25 =3.85-1072 y Vf = —25 = 0.962
D E D E
PpPE Pp PE

kg =VEkp + VEky =3.96-1072 W/mK
Y por lo tanto, la conductividad pedida:
1V, Vg Vo 0125 0.625 0.250

Ky K, Tky ko 120 '396-102 10163

= ky =5.77-10"2 W/mK

5.  Del material compuesto anterior M, se talla un cilindro de R =5-10"2 m de manera
gue su eje coincida con la direccion perpendicular al plano de las ldminas. Suponiendo
gue solo existe gradiente de temperatura en la direccion del eje del cilindro, determinar

la cantidad de energia que fluye en la unidad de tiempo a través del cilindro anterior,
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Problema 2

Nombre y apellidos: Numero de matricula:

Se desea construir un actuador piezoeléctrico para generar ultrasonidos. Se dispone de un material ceramico
cuyos médulos piezoeléctricos (C/N), referidos a los ejes cartesianos convencionales del material, son:

d222>O ) d211 = _d222 ' d112 = d121 = _d222

y el resto de los médulos son nulos.

A partir de un monocristal eumorfico de dicho material ceramico, se talla una muestra con forma de cubo
de lado L (m), cuyas aristas estan alineadas con los ejes convencionales del material. Esta muestra cubica
se somete a un campo eléctrico E de componentes E; , E, y E3 (V/m) conocidas, todas positivas y

distintas de 0, referidas a los ejes convencionales del material, y con E, > E; .

Se pretende determinar como se deforma esta muestra con forma de cubo debido a la aplicacién del
campo eléctrico; en todas las preguntas siguientes los resultados tienen que expresarse en funcion de
las componentes de E, de los mddulos piezoeléctricos del material dados en el enunciado (es decir,
en notacidn tensorial con 3 subindices) y de las demas variables que se consideren necesarias:

1. escribir el tensor deformacion en forma de matriz, con el valor de todas sus componentes &
claramente expresado,

2. determinar las variaciones longitudinales (m) de las aristas del cubo en las tres direcciones de los

ejes convencionales (AL, AL, y AL,),

determinar todas las variaciones angulares (radianes) que se producen en el cubo,

representar todas las variaciones longitudinales y angulares obtenidas en los puntos 2 y 3 sobre
las figuras de mas abajo, es decir, dibujar la forma final de cada cara del cubo,

how

. . . AA _
5. calcular las variaciones relativas de area ( N ) de las caras del cubo situadas: en el plano 1-2,

en el plano 1-3y en el plano 2-3,

- . . AV
6. calcular la variacion relativa de volumen de la muestra del material (7).

Nota: considerar siempre pequefia deformacion. (45 minutos, 3 puntos)
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&

Sol.: a la vista de los médulos piezoeléctricos, el material es de la clase:  6m2
y le corresponde la estructura de la matriz de modulos piezoeléctricos:

O_/O 0 o 00 O -2d,
T obien: 9=|-d, d, 0 0 O 0

Del monocristal se prepara (se ""talla™) un cubo (dibujo de la derecha) con las aristas paralelas a
los ejes convencionales indicados en el estereograma.

O]

1. Ante un campo eléctrico externo el cubo de material se deforma; aplicando la ley de la
piezoelectricidad inversa en notacion de Voigt:

& =[E] d
resulta:
0 0o 00 0O -2d,
*T=[El E, E3] -d, d, 0 0 O 0 =[—E2d22 Ed, 0 O O —2Eld22]
0 0 0O 0

gue en notacidn tensorial, y escrito en forma ~Bdy, —Edy, O
de matriz, es el siguiente tensor deformacion: [[eﬂ =|-Ed,,, E)d,, 0

0 0 0

2. Segun el enunciado: E,>0, E,>0, d,,>0

_an la AdirarriAn 1 rnnmiianrinnal _la arvicta daol ciiho cnifro1in acartamionta: Al 1 o 1 Ad
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3. En el plano 1-2 hay una deformacion angular, en radianes, de: 2¢,, =g, =—-2Ed,,
es decir, los angulos rectos de los vértices disminuyen unos y aumentan
otros en esta cantidad, resultando un paralelogramo con angulos de: ﬁ; 2Ed,,,
2
y en los otros planos no hay deformacion angular: 2, =26,,=0

4. Para representar en un esquema como se deforma el cubo, se utilizan las figuras del
enunciado. En planos 2-3 y 1-3 no hay deformaciones angulares y ademas la longitud de la arista
en direccion 3 queda constante; el cubo original es el de linea discontinua, y el rectdngulo
después de la deformacion se dibuja con linea continua.

® A, 4, o
) = @) ® = @

AL, AL

En el plano 1-2 se puede realizar la deformacion en dos pasos, primero solo las deformaciones
longitudinales y segundo solo la deformacion angular; la figura de partida (antes de la deformacién)
en cada paso se representa con linea de trazos y la figura resultante tras la deformacion se dibuja
con linea continua:

@ @ @

AL

1
1
1
1
| + =
1
1
1
1
©) = ONNE) Q) b——— @
AL
solo deformaciones s6lo deformacién angular a deformacion total
longitudinales partir del rectangulo anterior
(ce mantienen Ing L - L T
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pero sin cambio de la longitud de los lados, resultando finalmente un paralelogramo.

También se puede hacer directamente, con las coordenadas de cada punto y aplicando:

|:u1 } _ |:511 1 :|{X1} _ {511)(1 T &%, }
U, S Ep L% E1p% T &%, u=g,L<0

u,=¢&,L>0

en el enunciado se dice que E, > E; asi que
el modulo de g,,, que es negativo, es menor

que g,,, que es positivo. Ok

u=¢,L<0

7 @

u, =g,L<0

5. Lavariacion relativa del &rea de la cara del cubo situada en el plano 1-2 seré:
AA  L(l+g,)L(1+6,)- L?
A E

=l+g,+&,+e,6,-1
y para pequefia deformacion:
— =g, +¢&,=-E,d,,+E,d,,=0 nohay variacion de area de la
cara del plano 1-2
De forma anéloga se obtienen las variaciones relativas de area de las caras del cubo
) AA N . ]
en el plano 2-3: — =g, +&,=E,,, la variacion relativa de area de la cara del plano

A 2-3 es positiva, como se comprueba en la figura
correspondiente a este plano,

la variacion relativa de area de la cara del plano

AA
enel plano1-3: —= = . . :
y P A b1t 8 =Bl 1-3 es negativa, como también se ve en su figura.

6. La variacién relativa de volumen de material se calcula: tr(g) =0

A
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