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Motivacién

Supongamos que queremos estudiar dos variables a la vez:

Ejemplo 1:
X/Y 1 2 3 4 n;
5 1 21 3 7
10 2 1 3 2 8
15 3 2 1 2 8
nj 6 5 5 7 23
Ejemplo 2:

‘Emplead@ Desemplead@ Total

Mujer 105 15 120
Hombre 122 8 130
Total 227 23 250
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Tablas de correlacién

X1 mi e m;j e Mk ny.
Xi ni1 e n,-j s njk nj.
Xh Np1 e Npj e Nhk np.
ny, ny -+ nj - n N

Por ejemplo, n1; muestra el namero de veces que x; aparece
conjuntamente con yi; nio es la frecuencia conjunta de xq y y», etc.
En el caso de datos cualitativos, la llamaremos tabla de contingencia.
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Distribuciones Marginales

@ A partir de la distribucién bidimensional, podria interesarnos estudiar
solo una variable. En este sentido, de la distribucién bidimensional se
obtienen 2 distribuciones unidimensionales (la de X y la de Y).

@ Para el i-ésimo valor de X, la frecuencia marginal es:

k
ni-:ni1+ni2+---+nij+---+nik:Znij
j=1

@ Del mismo modo, la frecuencia marginal del j-ésimo valor de Y es:

h
nj=ny+ gy =)0
i=1
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Distribuciones condicionales

@ Nos pueden interesar obtener otras distribuciones unidimensionales
para una variable asociadas a una condicién en relacién con la otra
variable.

@ Por ejemplo, la distribucién de X condicional a que Y tome el valor
yo. Los valores y frecuencias de esta distribucién son:

X/Y =y ny,
X1 nio

Xij ni2

Xh Np2

n.op
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Distribuciones condicionales

En general:

X/Y =y ny, Y/X =xi ny
X1 nij i1 ni1

Xi njj Y njj

Xp Npj Yk Nik

n.j n;.

Las frecuencias relativas de la distribucion condicional de X dado algin
valor de Y, y la distribucién condicional de Y dado algin valor de X son
respectivamente:

_ Ny
ilj =

n.j
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Relaciones de dependencia

@ Dependencia funcional:

@ Y depende funcionalmente de X si existe una funcién que relaciona
los elementos de X y los elementos de Y: Y = f (X)

@ Dependencia estadistica:
Y depende estadisticamente de X si las variables estan relacionadas,
pero la relacion no puede expresarse mediante una funcién
matematica.
La dependencia estadistica puede medirse gradualmente, ya que puede
haber relaciones mas débiles 0 mas fuertes. Llamamos a esta relacién
correlacion entre variables cuantitativas y contingencia entre
variables cualitativas.

@ Independencia:
Dos variables X y Y son independientes cuando no existe ninguna
relacién entre ellas.
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Independencia estadistica

@ Dos variables son estadisticamente independientes cuando su
freciencia relativa conjunta es igual al producto de las frecuencias

relativas marginales:

ng_me ny
N NN T

@ En este caso, las frecuencias relativas condicionales son iguales a las
frecuencias relativas marginales:

g (ming) /N me
I‘J n.j n.j N "
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© Covarianza
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Momentos bidimensionales

@ Momentos con respecto a cero:

1h k
s = 2 0 3 Ky

/:11:1

Ejemplos:

’Mozi‘ ’06012)7‘

@ Momentos con respecto a la media:

h k
Mrs = = ZZ '_Y)snij

i=1j=1

@ S2 = my = apg — a3y => Varianza de X
° S}% = Mgy = Koy — “31 — Varianzade Y
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Covarianza

Para analizar el grado de relacién que presentan dos variables X e Y
utilizaremos la covarianza.

Definicién.- Covarianza
La covarianza es una medida del grado de variacién conjunta entre dos
variables estadisticas, respecto a sus medias. Se obtiene mediante la

siguiente férmula:

h vk ) (v 7 mes
COV(X,Y) = my; = Sxy = =2 ijl(xln )(yj—7)nj

También se puede obtener la covarianza en funcién de los momentos con
respecto al origen:

’5xy = my1 = a11 — K10Q01
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Covarianza

@ El valor de la covarianza en caso de independencia estadistica es
Sy = 0.

@ Lo contrario es no necesariamente cierto, es decir, una covarianza nula
no implica necesariamente independencia.

@ Si las variables presentan una relacién positiva (cuando una crece la
otra también crece) la covarianza serd positiva. Si la relacién entre las
variables es negativa, la covarianza también lo sera.
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Transformaciones lineales

@ Consideremos las siguientes caracteristicas de X e Y: X, 7, 53, S}%, Sy
@ Si les aplicamos transformaciones lineales como las siguientes:

x' = a; + by1x y' = a+ by

@ ;Cdémo se comportaran las medias aritméticas, varianzas, desviaciones
tipicas y la covarianza ante estos cambios?

@ Medias aritméticas:
X'=a+bx Yy =a+by
@ Varianzas y desviaciones tipicas:
S?=p5S2 S =pS,
SP =505 S, =bS,

@ Covarianza:
/!
Sxy = b1 b5,y
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Ejemplo 3: Covarianza

2

X/ Y 1 2 4 ni.  Xjn; Xi nj Zyjn,-j Zx,-yjn,-j
5 1 0 2 3 15 75 9 45
10 2 1 0 3 30 300 4 40
15 0 1 3 4 60 900 14 210
n.; 3 2 5 10 105 1275 295

yinj 3 4 20 27

yfnj 3 8 80 91
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Ejemplo 3: Covarianza

2

X/Y 1 2 4 n. xin; X7 n; Z)/jnlj inyjnlj
5 1 0 2 3 15 75 9 45
10 2 1 0 3 30 300 4 40
15 0 1 3 4 60 900 14 210
n;j 3 2 5 10 105 1275 205
yinj 3 4 20 27
yin; 3 8 80 91
B 105_105 Sxy = @11 — a1 = 1.15
X190 = T
27
= — =27
fot 10
1 & & 295
X117 = N Z lelyjlnu — ﬁ =205
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© Regresion y correlacion
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Definicién.- Regresién

La regresion pretende encontrar la estructura de dependencia que mejor
explique el comportamiento de una variable Y a la que denominaremos
(variable dependiente, explicada o endégena) a partir de un conjunto de
variables X, Xz, - - -, X, (variables independientes, explicativas o exdgenas)
relacionadas con VY.

Definicién.- Regresiéon lineal simple

La regresién lineal simple pretende encontrar la recta que mejor explica el
comportamiento de la variable dependiente Y a partir del comportamiento
de una dnica variable X.
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Regresion

El grafico de dispersién o nube de puntos representa cada par de valores de
X e Y mediante un punto en el espacio eucliedo bidimensional.

inflacion

Desempleo

Sera lo primero que observemos para analizar la estructura que presentan

los datos.
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Regresion

La ecuacién del modelo de regresion lineal simple sera:

Y=a+bX +¢

A partir de la informacién de la muestra tendremos que encontrar los
valores de a y b que consiguen minimizar las distancias entre la recta y los
valores de las variables.

Utilizaremos para ello el método de minimos cuadrados ordinarios, segiin el
cual:

b: = — a:y—bx

Sxy COV(X, Y) @
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Correlacidon

@ Para medir el grado de dependencia entre dos variables usaremos el
coeficiente de correlacién lineal:

Sy
5SS,

r =

o El coeficiente de correlacién lineal toma valores entre -1 y 1,
-1<r<1
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Correlacidon

@ r = 1: Indica correlacién positiva perfecta y todas las observaciones se
sitiian sobre una recta. Es decir, existe una dependencia funcional
reflejada en una recta creciente.

@ r = —1: Indica correlacién negativa perfecta, pero ahora la recta es
decreciente.

@ r = 0: Indica correlacidn nula, es decir, ausencia de relacién lineal y
aunque X varie, Y no lo hace.

@ Si —1 < r < 0: la correlacién es negativa, es decir, las variables se
relacionan aproximadamente en una linea recta decreciente, pero las
observaciones no se encuentran necesariamente sobre la linea.

@ Si0 < r <1, lacorrelacién es positiva, es decir, las variables se
relacionan aproximadamente en una linea recta creciente, pero las
observaciones no se encuentran necesariamente sobre la linea.
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Correlacidon

@ Cuando las variables son estadisticamente independientes, su
covarianza es cero. Por tanto, si las variables son independientes,
también estan incorreladas linealmente, es decir, r = 0.

@ Sin embargo, dos variables pueden estar incorreladas linealmente y ser
(incluso fuertemente) dependientes, ya que cuando r = 0 lo Gnico que
podemos decir es que la dependencia estadistica lineal es nula, pero
las variables pueden estar relacionadas mediante otro tipo de funcién
(exponencial, hiperbdlica, etc.)

@ El valor absoluto del coeficiente de correlacién permance invariante
ante transformaciones lineales, pero r puede cambiar de signo, si la
transformacién cambia el sentido de la relacién entre las variables.
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Coeficiente de determinacién

o El coeficiente de determinacién se interpreta como el porcentaje de
variacién de la variable dependiente explicado por el modelo.

@ En modelos de regresién lineal simple, se calcula simplemente como el
cuadrado de coeficiente de correlacién lineal:

R2 — (COV(X,Y))?
~ VAR(X)-VAR(Y)
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Ejemplo 4: Regresién y Correlacion

2 2
Xpyjoonmgo Xih o Yy Xpng o ying o Xiying

2 1 6 12 6 24 6 12
2 4 7 14 28 28 112 56
3 2 4 12 8 36 16 24
3 5 2 6 10 18 50 30
5 4 1 5 4 25 16 20
20 49 56 131 200 142
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Ejemplo 4: Regresién y Correlacion

2 2
Xi Y njj Xinj; yinij Xi nji vy n,-j X,-yjn,'j
J J) y J y J

2 1 6 12 6 24 6 12
2 4 7 14 28 28 112 56
3 2 4 12 8 36 16 24
3 5 2 6 10 18 50 30
5 4 1 5 4 25 16 20
20 49 56 131 200 142
4 131
apo = % — 245 my = oo 2.45% = 0.5475
56 200
142 = - =0.24
wy = 224 Sxy w11 — a1001 =0
20
0.24
r=——= =0.22
v/ 0.5475+/2.16
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Ejemplo 4: Regresién y Correlacion

49 131

- X _o4 = - 2452 =0.5475
f10 20 > m20 20

56 200 )
fo1 20 o2 20

142 - - —0.24
oy = 24 Sxy a11 — 001 = 0

20

COX(X,Y) 024
b = = = 0.4384
var(X) 0.5475
a = Y—bX=28-04384-245=1.726

y = 1.726 4 0.4384x |

|R? = 0.222 = 0.0484]
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