Capitulo 3.3: Generacion de Variables Aleatorias: Métodos
particulares

La distribucién normal

Simulacion
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1 Meétodos particulares

1.1 Distribuciéon Normal

Debido a la importancia de la Normal y a que no hay una forma “mejor” de generar valores de la Normal
hay una gran variedad de algoritmos para generarla. Por otra parte, dado que si Z ~ N(0,1), entonces
X =pu+0Z ~ N(u,o) es suficiente considerar la generacién de valores de una normal estédndar.

A continuacién veremos algunos de estos algoritmos.

1.1.1 Aplicacién del teorema Central del Limite
Sea Uy, Us,...,Uis VA ii.id segtin una U (0, 1), se verifica que

12

> Ui-6

i=1

Z= ~ N(0,1)

Este generador funciona razonablemente bien pero no es dificil encontrar otros més eficientes.

1.1.2 Meétodo de aceptacion y rechazo
En este caso buscamos una VA Y con el mismo soporte de la N(0, 1), es decir R.

Sea Z VA con distribucién N(0,1) y comprobemos que se puede descomponer de la forma siguiente,
1 1
Pr(Z <a) = 5Pr(|Z| <a)+ 5Pr(—|Z| <a)

si esto se verifica podremos generar Z utilizando un método de composicién.

Para a >0

Pr(Z <a)= %Pr(|Z| <a)+ %Pr(—|Z| <a)
donde,
o Pr(—|Z|<a)=Pr(|Z]| >a)=1
e Pr(|Z]<a)=Pr(X<0)+Pr(0<Z<a) :%—&—Pr(Onga) =Pr(Z <a)

Para a <0

1 1
Pr(Z <a)= §Pr(|Z| <a)+ §Pr(—|Z| < a)

e Pr(|Z]<a)=0

Pr(Z<a) = %Pr(|Z| <a)+ %Pr(ﬂZ\ <a)

= IPr(-|Z| <a)

= 3Pr(|Z] —a)
% [Pr(Z < a)+Pr(Z > —a))
1.2Pr(Z <a)=Pr(Z < a)
Luego,

1 1
Fz = 5Fz + 58z



el algoritmo es
Algoritmo

Paso 1: Generar U ~ U(0,1)

Paso 2: Si U < 0.5, generar Y ~ Fiz
Paso 3: Si U > 0.5, generar Y ~ F_
Paso 4: Devolver X =Y

Sélo queda encontrar un método para generar |Z|.

Funcién de distribucién de |Z]

Pr(|Z| <a)=Pr(—a<Z<a)=2Pr(0<2Z<a)=2 edex:/ \/>62dm
(Z1<0)=Pri-a<Z<a)=2P0< 20 =2 [ —= 2
La funcién de densidad de |Z] es fiz(z) = \/ge_%, Z €10, 00).
Generamos f|z|(z) por el método de aceptacion y rechazo y tomamos como g una exp(A = 1)
# grafico
fd <- function(x){

x <- sqrt(2/pi) * exp(- x72/2)

}
curve(fd, from = 0, to = 4, col = "blue", 1ty = 1, ylim = c(0, 1), ylab = "")
curve(dexp, from = 0, to = 4, col = "red", 1ty = 2, 1lwd = 2, add = TRUE)
grid()
legend(3, 0.8, c("|Z|", "exp(1)"), 1ty = 1:2, col = c("blue", "red"))
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calculamos ¢ > 0.

2 _L
h( JJ \/; : 76 _ /ze—% 22 —2x4+1-1) _ \/Ee—;(a:—lfeé _ %6_%@_1)2, [,’B, OO)
g x) - \/ s ™ s

el maxh(z) = /=% 2¢ cuando * = 1. Luego ¢ = 1/% = 1.3154892. El numero medio de iteraciones para
obtener un valor de |Z| es ¢ = 1.3154892

El algoritmo queda
Algoritmo

Paso 1: Generar U; ~ U(0,1)
Paso 2: Mientras Uy > f(y)/cg(y)
Paso 3: Generar Uy ~ U(0,
Paso 4: Generar Y ~ exp(1
Paso 5: FinMientras

Paso 6: Devolver X =Y

En R,

#
generar_nor <- function(){
c <- sqrt(2xexp(1)/pi)
Ul <- runif(1)
test <- TRUE
while(test){
Ul <- runif(1)
Y <- rexp(1,1)
test <= Ul > (£d(Y)/(c*dexp(Y)))

1)
)

}

U2 <- runif(1)

if (U2 < 0.5){
X <-Y

} else {
X <- -Y

}

X

}

(generar_nor () )

## [1] 0.4464497

# Muestra
Nsim <- 1074

muestra <- replicate(Nsim,generar_nor())
# Histograma

hist(muestra, freq = FALSE)
curve(dnorm, from = -4, to = 4, col = "red", 1lwd = 1.5, add = TRUE)



Histogram of muestra
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# Contraste de hipdtesis
ks.test(muestra, "pnorm")

##

## One-sample Kolmogorov-Smirnov test
##

## data: muestra

## D = 0.012689, p-value = 0.07989

## alternative hypothesis: two-sided

1.1.3 Método de Box-Muller

Supongamos que tenemos dos VA normales estandar X e Y independientes, X,Y € R. Generamos dos valores
de X e Y. El par (z,y) € R? determinan un punto P en el plano en coordenadas cartesianas.

Escribimos el punto P en coordenadas polares, P = (R, ) donde R = distancia(O, P) y 0 es el dngulo que
forma el eje de X con el vector P. La relacién es,

ahora como R es una distancia lo podemos escribir,

{ X = +VRZ-cos(f)
Y =+VR?-sin(h)

La razén para escribirlo de esta forma es que la distribucién de R? es de las conocidas y facil de generar.

En resumen, R? € [0,00) y 0 € [0,27] y calculamos la distribucién conjunta de (R?,6).



Funcién de densidad conjunta de (X,Y)
Las VA X e Y son independientes, por tanto

fX7Y($,y) = fX(ff) : fY(y) = 767% .

por otra parte,

1

Cl(g242?
— ez Hy)

2T

(z,y) € R"

X2 4+Y?=(R?-cos*(0)) + (R* - sin*(0)) = R*(cos*(0) + sin*(#)) = R?

realizamos el cambio de variable,

fRQ,O(da a) = fX,Y(d7 Ck)|J‘

el jacobiano es,

ox 1 ox .
2L = = .cos(a) £ =—Vd-sin(a
J(z,y;d,0) = gz 21d . (a) gz (o)
5= 373" sin(a) Gz = Vd-cos(a)
entonces,
1= (5 - costa) V- cos(@) = (V- sinfa) -+ - sinfa)| = ;
= |(—= - cos(a) - ccos(a)) — (—Vd - sin(a) - —= - sin(a
2V/d Vd 2
luego,
1 1 1
freo(d, o) = %e*% 3= Ee* , d>0, a€l0,2n]
esta funcién de densidad la podemos escribir como,
1 1 _4q
fre2o(d, o) = gﬂ[ogﬂ] (a) - 5¢ °
esto es,
fg(Oé) ~ M(Oa 1)

fR2 (d) ~ gxp(oa 1) }

las dos de facil generacién.

El algoritmo de Box-Muller

normalBi <- function(){

R_.2 <- - log(l - runif(1))*2 # Generar exp(1/2)

Theta <- runif (1)*2*pi
X <- sqrt(R_2)+*cos(Theta)
Y <- sqrt(R_2)*sin(Theta)
return(c(X,Y))

}

# Generar U(0,1)

# La funcidn genera dos valores independientes de una N(0,1)

normalBi ()

## [1] -2.7186342 0.3715484
# Simulacion

set.seed(711)

Nsim <- 100

muestra <- replicate(Nsim, normalBi())

# Grafico

qgplot (muestra, rnorm(Nsim), ylab = "Cuantiles", main

gqline (muestra, col = 2, lwd = 3)

IIQQ_plot ll)
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# Contraste estadistico
ks.test(muestra, pnorm)

##

## One-sample Kolmogorov-Smirnov test
##

## data: muestra

## D = 0.057033, p-value = 0.5335

## alternative hypothesis: two-sided

1.1.4 Meétodo de cociente de uniformes

Sea X una VA continua con funcién de densidad f y consideramos el conjunto,

Cr=A{(u,v): 0 <u<+/flv/u)}

Se cumple:
1.- Cf tiene 4rea finita

2.- Si (U, V) sigue una distribucién uniforme en la regién Cy, entonces la variable aleatoria X = V/U se
distribuye segin f.

Demostracion
1.- Cy tiene drea finita

La region Cy = {(u,v) : 0 < u < \/f(v/u)}, hacemos el cambio de variable,



X=% . V=XY T )_6(U,V)0 1
Y U U:Y 777y—a(X7Y)y O_

luego el drea de Cy = {(u,v) : 0 <u < /f(v/u)} = Co(f) ={x talque Fy: 0 <y < /f(x)} es

//Cfdudq;:/cf/of(ﬂydydx:/cff(fdxgé/Rf(x)dx<+oo

2.- Si (U, V) sigue una distribucion uniforme en la region Cy, entonces la variable aaleatoria X =V/U se
distribuye segun f.

La funcién de densidad conjunta es
1
fx,y(x,y)=@-y; 0<y<+Vf(z)

y la funcién de densidad marginal de X es,

o0 f@ L2 VIE )
f $=/ f,fﬂvydy=/ -ydy:-[} = 1Y
= ) St = 5 iy ol 2], Tiel
tenemos,
o Ix(z)= |c}f\ s
. flx)

dos funciones de densidad, por lo tanto |Cf|-2=1= |Cf| = 3 V/, funcién de densidad.

La idea del algoritmo es,
1. C¢ depende de f. Queremos identificar C'y y encerrarlo en un rectdngulo, a ser posible simétrico.

2. Generar puntos (u,v) dentro del rectangulo uniformemente y comprobar si pertenecen a Cy, si (u,v) €
Cy=X=V/U.

La dificultad estriba en determinar C'f, una vez hecho esto el resto es un caso particular del algoritmo de
aceptaciéon y rechazo.

La forma de C; cuando f ~ N(0,1)

Si X ~ N(0,1),
f(z) = V%e_é, reR
' Cr={(u,v): 0 <u<\/fv/u)}
donde,
v w2
llamo, k = 3/127

De esta forma podemos caracterizar C/,

1 _&?
C’f:{(u,v):0<u<ke_ 1 }

por lo tanto, si (u,v) € Cf = x =v/u.



Limites del rectangulo

vy2 vy2

u

W) .
T =>k-u<e 71 tomando logaritmos

0<u<ze
log(k-u) < —(2)2-1  perou>0

4u?log(k - u) < —v?
luego la propiedad de pertenencia se puede escribir,
(u,v) € Cy si 4u”log(k -u) < —v? u>0
Stu>1=k-u>1=log(k-u)>0= (u,v) ¢ Cy
por tanto, si (u,v) € Cy debe cumplirse que 0 < u < 1

Por otra parte,
V2 < —4u*log(k - u); Vi>0
~—_————

acotado
y sabemos que 0 < u < %
Siu=1 = log(k-u)=log(k- ) =1log(l)=0

Siu=0— —4u?log(k-u) — 0 cuando u — 0, ya que u? — 0 méas rapido que log(k - u) — —oo, cuando
u — 0.

Llamando g(u) = —4u?log(k - u) y comprobamos si g tiene algin méaximo en (0, 7).
g (u) = —4[2ulog(k - u) +u? - 7 - k] = —4u[2log(k - u) + 1]

Tenemos que

1
g(u):0<:)210g(k~u)—|—1:0(:>u:Ee_l/2

luego,

1 _ 1 _ _ 2
max g(u) =g (ke 1/2> = —4ﬁe Hog(e™1/?) = P

0<u<l/k
[ 2 [ 2
=<V .
e~k< < e-k

llamando b = ﬁ, tenemos —b < V < b.

concluimos que, V2 < ﬁ, es decir,

El algoritmo queda,

Algoritmo
1.- Generar Uy, Uz ~ U(0, 1)
2.- Hacer Z = (2¢~1/2). U"'U;P'E’

3.- Si Z% < —4log(U,), devolver Z
4.- OtroSiir al 1

En R,
constantek <- 4 *exp(-0.5)/sqrt(2)

generar_normal_uni <- function(mu, sigma){
repeatq{
Ul <- runif (1)



U2 <- 1- runif(1l)
Z <- constantek * (U1 - 0.5)/U2

727 <- 772 / 4
if (ZZ <= - log(U2)){
break
}
}
return( mu + Z * sigma)

}

# Muestra
Nsim <- 500

muestra <- replicate(Nsim, generar_normal_uni(0,1))
# Graficos

hist(muestra, freq = FALSE, main = "Histograma")
curve (dnorm, from = -4, to = 4, col = "red", lwd = 1.5, add = TRUE)
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# Contraste de hipétesis
ks.test(muestra, pnorm)

##
## One-sample Kolmogorov-Smirnov test

10



#i#

## data: muestra

## D = 0.03216, p-value = 0.6792

## alternative hypothesis: two-sided

2 Normales multidimensionales
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